Teoria de las Graficas

Siguiente tarea
8.10 hrs, 5 de noviembre de 2009 (Sin prérroga)

Considera W un conjunto no-vacio y Sy, Sy, ..., S, una familia finita y no-vacia de
subconjuntos (no necesariamente distintos) de W. Un sistema de distintos representantes
(SDR) para la familia (S;, Ss, ..., S,) es una n-eada (ay, as, ...a,) tal que a; € S; para
cadai=1,2,...,n,ya; #a;siysolosii# j.

1. (a) Considera el conjunto de los nameros naturales N y la siguiente familia de sub-
conjuntos de N:

Sl = {1,4}, 52 = {2, 5}, 53 = {4}, S4 = {3,5} y S5 = {3, 5}
(Posee la familia (51, S5, ..., S5) un sistema de distintos representantes? ;Por
qué?

(b) Considera el conjunto de los niimeros naturales N y la siguiente familia de sub-
conjuntos de N:

S1={1}, 82 ={2,3}, S5 ={1,4,5}, 5, ={1,2} y S5 = {1, 3}.
(Posee la familia (51, S, ..., S5) un sistema de distintos representantes? ;Por
qué?
En general, dada una familia de conjuntos (53, Sy, ..., S,), si existen k de ellos cuya

unién tiene menos de k£ elementos entonces la familia no posee un sistema de repre-
sentantes distintos.

2. Estoes, siexiste algun I C {1, 2, ..., n} tal que:
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3. Enuncia el reciproco de la afirmacién anterior.

4. Representa la situaciéon del primer problema en forma de un grafica. (Sugerencia.
Recuerda que la pertenencia es una relacion sobre la clase de los conjuntos).

5. Con el Teorema de Hall, prueba que:

Teorema 1. La familia (Sy, Ss, ..., S,) de subconjuntos finitos no-vacios de un conjunto W
posee un sistema de representantes distintos si y solo si
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para todos los subconjuntos I de {1, 2, ..., n}.



6. Considera una grafica bipartita G[X, Y]. Para algin S C X, llama E; al conjunto de
las aristas en G incidentes con algtin vértice en S y llama E; al conjunto de las aristas
de G incidentes con algtn vértice en N(S). ;Es cierto, en general, que £y C E,? ;Por
qué?

7. (a) Considera G una grafica bipartita. Prueba que GG posee un apareamiento per-

fecto siy sélo si |S| < |N(9)|.
(b) Da un ejemplo que la condicién anterior no garantiza la existencia de un

apareamiento perfecto en graficas arbitrarias.

8. Considera una gréfica bipartita G[X, Y] tal que todo vértice de X es de grado im-
par. Supén que cualesquiera dos vértices de X tienen un ntimero par de vecinos en
comun. Muestra que G posee un apareamiento que satura X.

9. Dada una gréfica G y S un subconjunto propio de los vértices de G, muestra que
o(G—95)—1|S|=v(G) (mod 2).

10. Muestra que un arbol 7" tiene un apareamiento perfecto si y sélo si o(G —v) = 1 para
todo vértice de T'.

11. Dados G[X, Y] una grafica bipartita y S; y S; subconjuntos de X, muestra que:

IN(S))| + | N(S)| > [N(Sy USy)|+|N (SN Sy)l.

Extras

A. (a) Muestra que la gréfica de Petersen tiene exactamente seis apareamientos per-
fectos.

(b) Llamemos pm(G) al ndmero de apareamientos perfectos en una grafica G. Cal-
cula pm(Kay,) y pm(K,, ).
B. Muestra que toda gréfica G 2-conexa que posee un apareamiento perfecto posee al
menos dos apareamientos perfectos.
Recuerda que dados dos conjuntos S'y T, la diferencia simétricade Sy T, S A T, es
(S\T)u (T \ 5),loqueesiguala (SUT)\ (SNT).

C. Considera S y T subconjuntos independientes maximos de vértices de una grafica
G. Muestra que G[S A T'] posee un apareamiento perfecto.



