Teoria de las Graficas

Décima (y dltima) tarea
10 de junio de 2009

Tarea preliminar. Faltan los ejercicios dejados en clase (supon que son n). De esta tarea,
responde 10 — n. Mds, no contardn (excepto, obvio, el extra.)

Una grafica dibujada en el plano es una representacion de la grafica. Las Figuras 1y 2
son dos representaciones distintas en el plano de K,. Aquélla tiene un cruce mientras
ésta no. El miimero de cruces de una representacion es el nimero de pares diferentes
de aristas que se intersecan; el nimero de cruce v(G) de una grafica G es el minimo
de los nimeros de cruces de todas las representaciones de GG en el plano. Asi, una
representacion es plana si no tiene cruces. En otras palabras, una gréfica G es plana si
v(G) = 0. La Figura 2 muestra que K, es plana.
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Figura 1: Una representacion en el plano de K4

Figura 2: Otra representacion en el plano de K4

Supén que G es plana. Si construimos una nueva gréafica insertando un nuevo vértice
de grado dos “en medio” de una arista (divisién de una arista) o borrando un vértice de
grado dos y uniendo sus dos vértices adyacentes (elidir un vértice), esa nueva grafica
también serd plana. Gréaficas que pueden ser obtenidas de otra por estas operaciones se
llaman homeomorfas.

Ya que K5y K33 no son planas, se sigue que una grafica que tiene una de ellas como
subgrafica no puede ser plana. Mds atn, una gréfica que es homeomorfica a una que
posea una subgrdfica homeomorfica a K5 6 K33 no puede ser plana. Kuratowski probé
que esta condicién necesaria para la planaridad también es necesaria.

Teorema 1 (Kuratowski, 1930). G es plana si y sélo G es homeomérfica a una grdfica que no
tiene subgrdficas homeomérficas a K5 6 K 3.

Teorema 2. Si una grdfica plana conexa tiene p vértices y q aristas, con p > 3, entonces q <
3p — 6.



Decimos que una gréfica G es critica si y solo si para cualquier subgrafica H de G,

X(H) < x(G). Asi, una grafica G es k-critica si G es k-cromatica y critica.

1.

S N

Considera la gréfica bipartita completa K, ,. En una sistema coordenado cartesiano,
escoge | 3| puntos en el eje x positivo, [ | puntos en el eje x negativo y | % | puntos
en el eje y positivo, [5] puntos en el eje y negativo. La figura formada de unir todos
los pares con algtn punto en el eje x y algtin punto en el eje x es una representacion
de K,, . Usa esta representacion para probar que

e < 5] 25 [3] ]

Prueba que la grafica de Petersen no es plana usando el Teorema 1.

Dibuja K con tres cruces.
(Cudnto vale v (K3 4)?

Sup6n que G es una grafica con p vértices y ¢ aristas y supén que 6(G) > 6. Prueba
que
q = 3p.

De aqui que todo gréfica plana contiene al menos un vértice de grado cinco. (Suge-
rencia. Utiliza el Teorema 2.)

. Prueba que toda grafica posee una subgréfica k-critica.

Prueba que para toda grafica G, si es k-critica entonces 6(G) > k — 1. (Sugerencia. Por
contradiccion.)

. Prueba usando lo que hay en esta tarea que toda grafica plana es 6-coloreable

. Prueba que si cualesquiera dos ciclos de longitud impar tienen un vértice en comuin

en GG entonces GG puede colorearse con a lo mds cinco colores.

10. Si G es una gréfica con exactamente un ciclo de longitud impar entonces x(G) = 3.

11. Si P es la grafica de Petersen, jcuanto vale x(P)? jArgumenta porque no vale

menos!

12. Prueba que

V(G)] < B(G) - x(G).

13. Si = es un vértice de G’ de grado menor que n, muestra que G es n-coloreable si y

s6lo si G — z lo es.

Extra. Prueba que las tnicas gréficas 3-criticas son los ciclos de longitud impar.



