
Cál
ulo Diferen
ial e Integral IIIlán Abraham Goldfeder OrtizAlejandro Avilés CervantesPrimera tarea (segunda parte)Re
uerda argumentar todas tus respuestas.1. Considera f : [0, 1] → R dada por
f(x) =

{

sin( 1

x
) si x 6= 0

0 si x = 0(a) Haz una grá�
a aproximada de f .(b) Demuestra que f es integrable usando lade�ni
ión de integrabilidad o alguno desus equivalentes.2. En 
ada in
iso da los ejemplos que se te piden 
on
f : [0, 1] → R y g : [0, 1] → R, ambas a
otadas.Si 
rees que no existen, argumenta por qué.a. f integrable, g integrable y g ◦ f integrable.b. f integrable, g integrable y g ◦ f no integrable.
. f integrable, g no integrable y g ◦ f integrable.d. f integrable, g no integrable y g ◦ f no inte-grable.e. f integrable, g no integrable y f +g integrable.f. f integrable, g no integrable y f + g no inte-grable.g. f integrable, g no integrable y fg integrable.h. f integrable, g no integrable y fg no integrable.i. f integrable, g no integrable y f −g integrable.j. f integrable, g no integrable y f − g no inte-grable.3. Demuestra que:

0 <

∫ π

0

sin xdx < π.4. ¾Existe una fun
ión f : [0, 1] → R que satisfagaque:
f(x) > 0 para todo x ∈ [0, 1]

y para 
ualquier parti
ión P del intervalo [0, 1] setenga que:
L(f, P ) = 0?5. ¾Cierto o falso?(a) Considera f : [0, 1] → R una fun
ión a
otadaen [0, 1]. Si para 
ualquier parti
ión P delintervalo [0, 1] se tiene que L(f, P ) = 3 en-ton
es f sí es integrable en [0, 1] y ∫ 1

0
f = 3.(b) Considera f : [0, 2] → R a
otada e integrableen [0, 2] enton
es ∫ 1

0
f ≤

∫ 2

0
f .(
) Considera f : [0, 2] → R a
otada e integrableen [0, 2] y f(x) ≥ 0 para 
ualquier x ∈ [0, 1]enton
es ∫ 1

0
f ≤

∫ 2

0
f .(d) Considera f : [0, 1] → R una fun
ión a
otadaen [0, 1]. Si para 
ualquier parti
ión P del in-tervalo [0, 1] se tiene que L(f, P ) 6= U(f, P )enton
es f no es integrable en [0, 1].(e) Considera f : [0, 1] → R una fun
ión a
o-tada en [0, 1]. Si f no es integrable en [0, 1]enton
es g(x) = |f(x)| no es integrable en

[0, 1].(f) Considera A, B ⊆ R a
otados y diferentesdel va
ío. Si supA = inf B enton
es paratoda ǫ > 0 existen a ∈ A y b ∈ B tales que
|a − b| ≤ ǫ.(g) Considera A ⊆ R a
otado y distinto delva
ío. Si α = supA y α /∈ A enton
es ex-iste una su
esión (an)n∈N de elementos de A(i.e. ai ∈ A para toda i ∈ N) tal que para
ualquier i ∈ N se tiene que ai < ai+1 y
limn→∞ = α.(h) Si f , g : [0, 1] → R son fun
iones a
otadasen el [0, 1] y g ◦ f es integrable en el [0, 1]1



enton
es al menos una de las dos, f ó g, esintegrable en el [0, 1].(i)
∫ 3

1

1

t
dt ≥ 19

10(j) Considera f , g : [0, 1] → R, a
otadas e in-tegrables en [0, 1]. Si ∫ 1

0
f ≤

∫ 1

0
g enton
espara todo x ∈ [0, 1] se tiene que f(x) ≤ g(x).6. Considera f : [a, b] → R a
otada en [0, 1]. Sipara todo x ∈ [a, b] se tiene que f(x) ≥ 0, paraalgún a < c < b, f es 
ontinua en c y f(c) > 0demuestra que

∫ b

a

f > 0.7. Considera f : [0, 1] → R a
otada e integrable en
[0, 1]. Si para todo x ∈ Q ∩ [0, 1] tenemos que
f(x) = 0 demuestra que

∫ 1

0

f = 0.8. Si f : [a, b] → R, f es a
otada e integrable en
[0, 1]. Si para todo x ∈ [a, b] se tiene que f(x) ≥ 0y [α, β] ⊆ [a, b] demuestra que

∫ β

α

f ≤
∫ b

a

f9. Demuestra:(a) Considera A ⊆ R. Si A tiene 
ontenido 
eroenton
es A tiene medida 
ero.(b) Considera A, B ⊆ R. Si A y B tienen 
on-tenido 
ero enton
es A ∪ B tiene 
ontenido
ero.(
) Si A, B ⊆ R tienen medida 
ero enton
es
A ∪ B tiene medida 
ero 
ero.10. Da ejemplos de fun
iones f , g : [0, 1] → R talesque f sea integrable, g no lo sea pero

{ x ∈ [0, 1] : f(x) 6= g(x) }tenga medida 
ero.

11. Demuestra que:
∫ x

0

sin t

t + 1
dt > 0para todo x > 0.12. Obtén sin 
ál
ulos:(a)

∫ 1

−1

x3
√

1 − x2 dx(b)
∫ 1

−1

(x5 + 3)
√

1 − x2 dx13. Halla las áreas de las regiones limitadas por:a. Las grá�
as de f(x) = x2 y g(x) = x2

2
+ 2.b. Las grá�
as de f(x) = x2 y g(x) = −x2 y lasverti
ales por (−1, 0) y (1, 0).
. Las grá�
as de f(x) = x2 y g(x) = 1 − x2.d. Las grá�
as de f(x) = x2, g(x) = 1 − x2 y

h(x) = 2.e. Las grá�
as de f(x) = x2, g(x) = x2 − 2x + 4y el eje verti
al.f. La grá�
a de f(x) =
√

x, el eje horizontal y laverti
al que pasa por (2, 0).14. Considera fun
iones f , g : [a, b] → R. Si ambasson integrables en [a, b] enton
es demuestra que:i. f + g es integrable en [a, b],ii. fg es integrable en [a, b] yiii. f
g

es integrable en [a, b] siempre y 
uando
g(x) 6= 0 para toda x ∈ [a, b].15. Prueba que:

lim
n→∞

∫ 2π

0

sin nx

x2 + n2
dx = 0.16. Prueba que existen valores ξ1 y ξ2 en [0, 1] talesque:

∫ 1

0

sin πx

x2 + 1
dx =

2

π(ξ2
1

+ 1)
=

π

4
sin πξ2.17. Prueba que

lim
n→∞

(

n

n2 + 1
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2

)

=
π

4
.2


