Calculo Diferencial e Integral |l

[lan Abraham Goldfeder Ortiz
Alejandro Avilés Cervantes

Primera tarea (segunda parte)

Recuerda argumentar todas tus respuestas.
1. Considera f: [0,1] — R dada por
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(a) Haz una grafica aproximada de f.

(b) Demuestra que f es integrable usando la
definicion de integrabilidad o alguno de
sus equivalentes.

2. En cada inciso da los ejemplos que se te piden con
f:00,1] 5 Ryg:[0,1] —» R, ambas acotadas.
Si crees que no existen, argumenta por qué.

f integrable, g integrable y g o f integrable.

f integrable, g integrable y g o f no integrable.
f integrable, g no integrable y g o f integrable.
f integrable, g no integrable y g o f no inte-
grable.

f integrable, g no integrable y f + g integrable.
. f integrable, g no integrable y f + g no inte-
grable.

f integrable, g no integrable y fg integrable.
f integrable, g no integrable y fg no integrable.
f integrable, g no integrable y f — g integrable.
f integrable, g no integrable y f — g no inte-
grable.
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3. Demuestra que:

U
0</ sinz dxr < .
0

4. jExiste una funcién f : [0,1] — R que satisfaga
que:
f(z) > 0 para todo = € [0,1]

y para cualquier particion P del intervalo [0, 1] se
tenga que:
L(f,P) =07

5. ;jCierto o falso?

(a) Considera f :[0,1] — R una funcién acotada
en [0,1]. Si para cualquier particién P del
intervalo [0, 1] se tiene que L(f, P) = 3 en-
tonces f si es integrable en [0,1] y fol f=3.

(b) Considera f : [0,2] — R acotada e integrable
en [0, 2] entonces fol [ < fOQf.

(c) Considera f : [0,2] — R acotada e integrable
en [0,2] y f(z) > 0 para cualquier z € [0, 1]
entonces fol < f02 I

(d) Considera f : [0,1] — R una funcién acotada
en [0, 1]. Si para cualquier particién P del in-
tervalo [0, 1] se tiene que L(f, P) # U(f, P)
entonces f no es integrable en [0, 1].

(e) Considera f : [0,1] — R una funcién aco-
tada en [0,1]. Si f no es integrable en [0, 1]
entonces g(z) = |f(x)| no es integrable en
[0,1].

(f) Considera A, B C R acotados y diferentes
del vacio. Si sup A = inf B entonces para
toda € > 0 existen a € Ay b € B tales que
la —b| <e.

(g) Considera A C R acotado y distinto del
vacio. Si a = supA y a ¢ A entonces ex-
iste una sucesioén (ay)nen de elementos de A
(i.e. a; € A para toda i € N) tal que para
cualquier i© € N se tiene que a; < a;11 Y
lim,,—o = a.

(h) Si f, g : [0,1] — R son funciones acotadas
en el [0,1] y go f es integrable en el [0,1]



entonces al menos una de las dos, f 6 g, es
integrable en el [0, 1].
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(j) Considera f, g : [0,1] — R, acotadas e in-
tegrables en [0,1]. Si folf < folg entonces
para todo z € [0, 1] se tiene que f(x) < g(x).

(i)

. Considera f : [a,b] — R acotada en [0,1]. Si
para todo = € [a,b] se tiene que f(x) > 0, para
algiin a < ¢ < b, f es continuaen cy f(c) >0

demuestra que
b
/ f>0.
a

. Considera f : [0,1] — R acotada e integrable en
[0,1]. Si para todo z € QN [0,1] tenemos que
f(z) = 0 demuestra que

/OlfO.

. Si f :]a,b] — R, f es acotada e integrable en
[0,1]. Si para todo x € [a, ] se tiene que f(x) > 0
y [, 8] C [a, b] demuestra que

/jfé/abf

(a) Considera A C R. Si A tiene contenido cero
entonces A tiene medida cero.

(b) Considera A, B C R. Si Ay B tienen con-
tenido cero entonces A U B tiene contenido
cero.

(c) Si A, B C R tienen medida cero entonces
AU B tiene medida cero cero.

. Demuestra:

10. Da ejemplos de funciones f, ¢ : [0,1] — R tales

que f sea integrable, g no lo sea pero

{zel0,1]: f(z) #g(x) }

tenga medida cero.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Demuestra que:
sint

dt > 0
/0t+1 ~

para todo x > 0.

Obtén sin calculos:
(a) )
/ 221 — 22 dx
—1
(b) )
/ (z° +3)V1 — 22 dx
1

Halla las areas de las regiones limitadas por:

a. Las graficas de f(z) =22y g(z) = ””2—2 +2.

b. Las graficas de f(z) = 2% y g(z) = —2% y las
verticales por (—1,0) y (1,0).

c. Las graficas de f(z) =22y g(z) =1 — 2%

d. Las graficas de f(z) = 22, g(z) = 1 — 2%y
h(zx) = 2.

e. Las graficas de f(x) = 22, g(x) =22 — 22 + 4
y el eje vertical.

f. La grafica de f(z) = \/z, el eje horizontal y la
vertical que pasa por (2,0).

Considera funciones f, g : [a,b] — R. Si ambas
son integrables en [a, b] entonces demuestra que:

i. f+ g esintegrable en [a,],
ii. fg esintegrable en [a,b] y
iii. g es integrable en [a,b] siempre y cuando
g(x) # 0 para toda z € [a, b].

Prueba que:
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. sinnx
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n—oo Jq T +n

dr = 0.

Prueba que existen valores & y & en [0, 1] tales
que:

7r
= — sin .

/ sin mx 2
r =
0 22 +1 m(&+1) 4

Prueba que

y n N n —— n T
im e Y=
n—oo \n24+1 n2 422 n2 + n? 4



