UN BREVE PANORAMA DE LA TEORIiA DE GRUPOS

DANIEL LABARDINI-FRAGOSO

ABSTRACT. Estas notas acompafian al curso Breve panorama de la teoria de grupos, impartido por quien
esto escribe en la Fscuela de Matemdticas de América Latina y el Caribe (EMALCA) en Arica, Chile.
El curso tuvo como propésito principal exponer brevemente los conceptos y resultados que suelen formar
parte de los cursos béasicos de dlgebra de diversos programas de licenciatura y maestria en matematicas.
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1. TEORIA DE GRUPOS
1.1. Definicién, ejemplos y propiedades basicas.

Lema 1.1. Sean G un conjunto y - : G x G — G cualquier funcion. A lo mas un elemento e de G satisface
quee-g=g=g-e para todo g € G.
Proof. Tomemos dos elementos e1,es € Gy supongamos que ey -g =g =g-e1y €e2-g =g = g - e para
todo g € G. Entonces e; = e7 - e3 = es. O
Definicién 1.2. Un grupo es una pareja (G, -) consistente de un conjunto G y una funcién - : G x G — G
que satisfacen:

(1) a-(b-¢) =(a-b)-c para cualesquiera a,b,c € G (es decir, - es asociativa);

(2) existe e € G tal que e- g = g = g - e para todo g € G (por el lema anterior, un tal e es tinico);

(3) paratodo g € G existe he Gtalqueg-h=e=h-g.
Si (G, ) es un grupo con la propiedad de que g-h = h- g para todo par de elementos g, h € G, diremos que
(G,) es un grupo abeliano o conmutativo.

Date: October 17, 2016.
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Ejemplo 1.3. Son ejemplos de grupos los siguientes:
(1) (Z7 +), (Q, +)7 R, +), ((Cv +);
(2) @\ {0},-), (R\{0},-), (C\{0},);

(3) (Z/nZ,+) para cada nimero entero fijo n;

(4) (U,, ), donde, para cada numero entero n definimos U,, = {X € Z/nZ | existe Y € Z/nZ tal que
XY =[ln}

(5) (Sp,0) para cada entero no negativo fijo n, donde S,, = {f : {1,...,n} = {1,...,n} | f es una
funcién biyectiva} y o es la composicién de funciones;

(6) (GL,(K),-) para cada entero positivo fijo n y cada campo K, donde GL,(K) = {A € K™*" | A es
una matriz invertible} y - es la multiplicacién de matrices;

(7) (SL,(K),-), donde SL,,(K) = {A € K™ | det(A) =1} y - es la multiplicacién de matrices.

Lema 1.4. Sea (G, ") un grupo. Para cada g € G hay exactamente un elemento h € G tal que g-h = e = h-g.

Proof. Supongamos que hy y ho son elementos de G que satisfacen g-hy =e=h;-gy g-hao =e=hy-g.
Entonces hl :hl-e:hl-(g-hg):(hl-g)'hgze-hgzhg. O

Definicién 1.5. Sean (G,-) un grupoy g € G.
(1) El elemento h € G tal que g-h = e = h - g recibird el nombre de inverso de g (en G con respecto
a -) y serd denotado por g~ 1;

(2) para cada n € Z definimos la n-ésima potencia de g como el elemento g de G dado por

ge...v g sin > 0;
n veces

gt=<e sin=0;
g t-...-g7! sin<o.
—_—

—Mn veces

Lema 1.6. Sean (G,-) un grupo y g,h € G.
(1) Las funciones Ay : G = G y pg : G — G dadas por las reglas A\g(x) = gz y pg(x) = xg son
biyectivas.
(2) (g-h)"t=h"t-g7t
(3) =g = g=e.

Proof. EJERCICIO. U

Nota 1.7. Siguiendo un abuso notacional y de lenguaje muy comun, cuando tengamos un grupo con
conjunto subyacente G frecuentemente diremos que G es un grupo, haciendo referencia tacita a la operacién
que lo hace grupo.

1.2. Subgrupos.

Definicién 1.8. Sean (G,-) un grupo y H un subconjunto de G. Diremos que H es un subgrupo de G
(con respecto a la operacién -), y escribiremos H < G, si H es grupo bajo (la restriccién a H x H de) la
operacion -, es decir, si las siguientes condiciones son satisfechas simultaneamente:

(1) Para cualesquiera elementos a,b € H, el producto a - b es un elemento de H;

(2) existe un elemento ey € H tal que ey - h =h = h - ey para todo h € H;

(3) para todo h € H existe h’ € H con la propiedad de que h-h' = ey =h' - h.

Nota 1.9. Si (G, ) es un grupo y H es un subconjunto de G, la asociatividad de la restriccién de - a H x H
es obvia.

Lema 1.10. Si H es un subgrupo de G, entonces

(1) el elemento neutro de G pertenece a H y coincide con el elemento neutro de H;
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(2) para todo h € H, el inverso de h en H coincide con el inverso de h en G.

Proof. (1) Sean ey el elemento neutro de H, e el elemento neutro de G y 61__11 el inverso de ey en G.
Calculemos: eg = egeg = (egleH)eH = egl(eHeH) = el}leH =eq,
(2) Sabemos que ey = eg, lo que implica que el inverso en H de un elemento h € H cualquiera es
necesariamente un inverso de h en GG, de manera que la afirmacién es consecuencia de la unicidad
de inversos en G.

O
Lema 1.11. Sean G un grupo y H un subconjunto de G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) H es un subgrupo de G;
(2) H posee las siguientes tres propiedades:
(a) el producto de cualesquiera dos elementos de H pertenece a H;
(b) el elemento neutro de G pertenece a H;
(¢) para todo h € H, el inverso de h pertenece a H.
(3) H satisface que:
(a) H# 2;
(b) para todo par de elementos a,b € H, el producto ab=' pertenece a H.
Proof. EJERCICIO. U

1.3. Subgrupo generado por un subconjunto, subgrupos ciclicos.

Definicién 1.12. Sean G un grupo, S un subconjunto de G y H un subgrupo de G. Diremos que H es el
subgrupo de G generado por S, y escribiremos H = (S), si H satisface las siguientes dos condiciones:

(1) SC H;
(2) VK <G (SCK = HCK).

Resulta obvio que para cada subconjunto S de G hay a lo mds un subgrupo de G que satisface las
condiciones de la Definicién 1.12.

Lema 1.13. Sean G un grupo y F una coleccidn no vacia de subgrupos de G. La interseccion (| F =
Nuer H es un subgrupo de G.

Proof. EJERCICIO. O

Corolario 1.14. Si G es un grupo y S es un subconjunto de G, entonces el subgrupo de G generado por S
eziste.

Proof. Para un subconjunto S C G definamos Fs = {H | H es subgrupo de G y S C H}. Resulta obvio
que Fg es una coleccién no vacia de subgrupos de G, y que () Fs es el subgrupo de G generado por S. O

Lema 1.15. Sea G un grupo. Para cada subconjunto S de G se tiene la igualdad
(SY={z1 - 2m | MEZso yx1,...,21m €5},
donde 8" =SU{s7! | s € S}U{e}.
Proof. EJERCICIO. O

En particular, si S tiene exactamente un elemento, digamos que S = {a}, entonces (S) = {a™ | m € Z},
subgrupo al que también denotaremos (a).

Definicién 1.16. Un grupo G es ciclico si existe un elemento a € G tal que G = ({a}).

Definicién 1.17. Sea G un grupo. El orden de G es la cardinalidad de G. El orden de un elemento
g € G es el orden del subgrupo de G generado por g.

Lema 1.18. (1) Para cada n € Z~q existe un grupo de orden n;
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(2) todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
Proof. EJERCICIO. 0

Lema 1.19. Sean G un grupo, g un elemento de G y n un entero positivo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) n es el orden de g;
(2) n=min{m € Z-¢ | g™ = e};
(3) g" =e yn divide a todo entero m que tenga la propiedad de que g

m=e.
Proof. Supongamos que n es el orden de g. Por definicién, esto significa que |{g)] = n € Z~g, lo que en
particular nos dice que (g) es un grupo finito. Asi, el conjunto {¢g™ | m € Zs¢} es necesariamente finito.
Por lo tanto, existen enteros positivos distintos m; y ms tales que ¢g"* = gmo, de donde deducimos que
existe un entero positivo s tal que g° = e. Sea s el elemento minimo del conjunto {s € Z<¢ | g* = e}. Para
cualquier m € Z existen ¢,r € Z tales que 0 < r < sqg y m = qso + 1, y asf, g™ = g%+ = (¢%)Ig" = g".
Esto significa que (g) = {¢" | 0 < r < sp}, lo que implica que n < sg. Pero si r1,79 € {0,...,50 — 1}
satisfacen g™ = ¢g"2, entonces |r; — 12| es un entero no negativo menor que sy y satisface gl =¢ yla
minimalidad de sy implica entonces que |11 — 2| = 0. Por lo tanto, n = so.

Supongamos ahora que n = min{m € Z-o | g™ = e}. Es obvio que entonces ¢g" = e. Sea m cualquier
entero que satisfaga ¢”* = e, y tomemos enteros ¢ y 7 tales que 0 < r < n y m = nqg+ r. Entonces
e =g™ = g", lo que implica que 7 = 0 dada la hipotesis sobre n.

Finalmente, supongamos que ¢g" = e y que n divide a todo entero m que tenga la propiedad de que
g™ = e. Entonces |[{g" | 0 <r < n}| = n, pues ningin elemento de {1,...,n— 1} es divisible entre n. Dado
que g" = e, es claro que {g" | 0 < r < n} es un subgrupo de G. Asi, {g" | 0 < r < n} = (g). O

1.4. Clases laterales izquierdas y derechas.

Definicién 1.20. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y a,b € G.

1) Diremos que a es congruente con b por la izquierda médulo H, y escribiremos a =%, b, si

( q g p q Y u b
a”lbe H;

(2) diremos que a es congruente con b por la derecha médulo H, y escribiremos a =%, si
ab™' € H.

Lema 1.21. Sean G un grupo y H un subgrupo de G.

(1) =% y =% son relaciones de equivalencia para G;
(2) para cada g € G se tiene [g]'yy = gH y [g]‘}i = Hg.
(3) para cada g € G hay biyecciones H — [g]'y y H — [g]%.

Proof. EJERCICIO. U

Corolario 1.22 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito.

(1) Si H es un subgrupo de G, entonces |H| divide a |G|;
(2) todo g € G satisface gl = e.

1.5. Subgrupos normales.

Pregunta 1.23. ;Cudndo sucede que =5==%"7

Es un sencillo ejercicio verificar que para g € G se cumple que gH = Hg si y s6lo si gHg™! = H. Puesto
que gH = [g]t; y Hg = [g]%, vemos que =i,==, si y sélo si para todo g € G se satisface que gHg~! = H.

Definicién 1.24. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Diremos que H es un subgrupo normal de
G, vy escribiremos H < G, si todo elemento g € G tiene la propiedad de que gHg™ ! = H.
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Por el ejercicio 77, un subgrupo H de un grupo G es normal en G si y sélo si para todo g € G y todo
h € H se tiene ghg~! € H.

Supongamos que H es un subgrupo normal de un grupo G. Entonces la congruencia izquierda médulo H y
la congruencia derecha médulo H son la misma relacién de equivalencia para G. Escribiremos =pg==%==%,,
y denotaremos por G/H la particién de G inducida por esta relacién. Asi, los elementos de G/H son las
clases de equivalencia de la relacién de equivalencia =p. Para XY € G/H y z1,29 € X, y1,y2 € Y,

siempre se tiene xl_lxg, yflyg € H, y la normalidad de H implica que yflelxgyl € H. Asi,

(21y1) " H(@2y2) = yy "oy waye = (v oy Moy (v My2) € H,

es decir, x1y1 =g T2y2. Con la ayuda del axioma de eleccion, esto significa que tenemos una funcién bien
definida G/H x G/H — G/H dada por la regla (X,Y) — Zxy, donde Zxy = [zy]y para cualesquiera
elementos x € X, y € Y. jSerd G/H grupo bajo esta operacién?

Obsérvese que, por definicién, para =,y € G se tiene [z|g[y|y = [zy|n, de manera que

(1) La operacién G/H x G/H — G/H que hemos definido es trivialmente asociativa;
(2) hay un neutro, a saber, la clase [e];
(3) para cada g € G se tiene [gly[¢~ ) = [e]u-
Asi, vemos que G/H es, en efecto, un grupo, en el que el producto de dos clases de equivalencia es, por

definicién, la clase de equivalencia del producto de cualesquiera representantes de las clases de equivalencia
dadas.

1.6. Homomorfismos.

Definicién 1.25. Sean G y H grupos. Un homomorfismo de grupos de G a H es una funcién
¢ : G — H que satisface p(zy) = p(z)¢(y) para todo par de elementos z,y € G.

Ejemplo 1.26. (1) Si G es un grupo y H es un subgrupo normal de G, entonces la funcién [e]y : G —
G/H dada por g — [g]g es un homomorfismo de grupos de G a G/H.
(2) Si H es un subgrupo de un grupo G, entonces la funcién inclusién ¢ : H — G es un homomorfismo

de grupos.

(3) Para cada numero entero fijo n, la funcién u, : Z — Z dada por u,(m) = nm, es un homomorfismo
de grupos.

(4) Dado cualquier elemento g de un grupo G, la funcién Z — G dada por m +— ¢™ es un homomorfismo
de grupos.

(5) La funcién R — Ry dada por x — e* es un homomorfismo de grupos.
(6) La funcién Rsg — R dada por x — log(z) es un homomorfismo de grupos.

Lema 1.27. Supongamos que ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos. Entonces:
(1) plec) = en;
(2) ¢(g7") = ((g))~" para todo g € G.

Definicién 1.28. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos,

(1) se define el niucleo o kernel de ¢ como el conjunto Nuc(p) = {g € G | ¢(g) = e} C G;
(2) se define la imagen de ¢ como el conjunto Im(p) = {¢(g) | g € G} = {h € H | 3g € G tal que

p(g) =h} C H.
Lema 1.29. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces

(1) Nuc(p) es un subgrupo normal de G;
(2) Im(p) es un subgrupo de H;
(3)  es una funcidn inyectiva si y sdlo si Nuc(p) = {e}.

Teorema 1.30. Supongamos que ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos. Entonces para todo g € G se
tiene g Nuc(p) = ¢~ (p(g)). Consecuentemente, la funcion @ : G/ Nuc(p) — H dada por 3([g]Nuc(e)) =
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©(g) estd bien definida y es inyectiva. Correstringiendo el dominio de @ obtenemos un homomorfismo
biyectivo de grupos G/ Nuc(p) — Im(yp).

Proof. O

Teorema 1.31. El nicleo de un homomorfismo de grupos ¢ : G — H posee la siguiente propiedad
universal: Sea v : Nuc(p) — G la funcion inclusidn. Entonces:
(1) @ o esla funcidn constante con valor ey ;
(2) para cada homomorfismo de grupos [ : K — G tal que la composicion po f: K — G es la funcion
constante con valor ey, existe un unico homomorfismo de grupos ¢ : K — Nuc(p) tal que f = 1o1).

Nuc(p) — G s H

1.4

K
Proof. O

Definicién 1.32. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Diremos que:

(1) ¢ es un isomorfismo si existe un homomorfismo de grupos ¢ : H — G tal que pop = 1g y
poth=1p;

(2) ¢ es un monomorfismo si para todo par de homomorfismos de grupos f,g: K — G se cumple la
implicacién po f =pog = f =g;

3 es un epimorfismo si para todo par de homomorfismos de grupos f,g : K — G se cumple la
2
implicacion fop=gop = f=g;

(4) ¢ es un endomorfismo de G si G = H;

) es un automorfismo de Gsi G = H es un isomorfismo.
2 y e

1.7. Acciones de grupos.

Definicién 1.33. Sean GG un grupo y X un conjunto. Una accién de G en X es una funcién - : Gx X — X
que satisface:

(1) e-x =z para todo = € X;
(2) (gh) -z =g-(h-x) para todo z € X y todo par de elementos g, h € G.

Lema 1.34. Denotemos Accg(X) = {o | e es una accion de G en X}. Las asignaciones

(9, ) g
Y= 4 y e 4
(¢(9))(z) [z — gex]

son biyecciones mutuamente inversas Hom(G, Sx) & Accg(X).

Ejemplo 1.35. La funcién - : GLy(C) x C — C dada por A -z = ma(z) es una accién de GLy(C) en C
(EJERCICIO). Asi, GLy(C) actiia en C por transformaciones de Mbius.

Definicién 1.36. Supongamos que - : G x X — X es una accién del grupo G en el conjunto X.
(1) Para cada x € X definimos la érbita de = bajo - (0o bajo G) como G-z ={g-z | g€ G} ={y €
X |3JgeGtal que g-x=y};
(2) para cada x € X definimos el estabilizador de « como G, = {9 € G | g-x = z};
(3) para cada g € G definimos el conjunto fijo de g como Fijy(g9) ={x € X | g -z =z};
(4) definimos el conjunto fijo de la accién como Fijx (G) = (,cq Fijx (9)-

Lema 1.37. Supongamos que - : G X X — X es una accion del grupo G en el conjunto X.
(1) El conjunto {G -z | x € X} es una particion de X;
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(2) para cada x € X, el estabilizador G es un subgrupo de G.

Definicién 1.38. Supongamos que - : G X X — X es una accién del grupo G en el conjunto X. Diremos
que la accién - es:

1) libre de puntos fijos si Fij = @ para todo g € G \ {e}; equivalentemente, si G, = {e} para
todo z € X
2) fiel si G, = {e}; esto es, si sélo el elemento neutro e tiene la propiedad de simultdneamente
reX
dejar fijos a todos los elementos de X
(3) transitiva si existe z € X tal que G-z = X.

Proposicion 1.39. Supongamos que - : G x X — X es una accion del grupo G en el conjunto X. Sean
x y y elementos de X que yacen en la misma Orbita de la accion. Los elementos de G que llevan x
en y son precisamente los elementos de alguna clase lateral izquierda de G, en G. Consecuentemente,

G- 2| =[G : Gal.

Proof. Consideremos la funcién f : G — G -z dada por f(g) = g -x. Resulta claro que f~!(y), la imagen
inversa de y bajo f, es el conjunto cuyos elementos son precisamente los elementos de G que llevan x en y.
Fijemos un elemento gy € G tal que go -« = y (elemento que existe, pues las érbitas de  y de y coinciden).
Es obvio que goG, C f~'(y). Sig € f~'(y), entonces g -z = go - =, es decir, g5 'g € G, lo que significa
que g € goGo. Asi, f71(y) = goGo-

Vemos que para cualesquiera dos elementos 1,y € G.x se cumple que |f~1(y1)| = |Gz| = |f~(y2)|, de
donde se deduce facilmente que |G - z| = [G : G,]. O

Ejemplo 1.40 (Conjugacién). Sea G un grupo. Definamos una funcién * : G x G — G mediante la regla
g*x = grg~'. Es un EJERCICIO verificar que * es una accién de G en el conjunto G. La érbita de
un elemento z € G bajo esta accién recibe el nombre de clase de conjugaciéon de z, mientras que el
estabilizador Cg(x) := G5 de z es usualmente llamado centralizador de z. Obérvese que C(z) consiste

de todos los elementos de G que conmutan con x.

Supongamos que X es un G-conjunto finito, que Oy, ..., O, son las 6rbitas que tienen mas de un elemento,
yque 1 € Oy, ...,z € O,. Entonces
T T
(1.1) X[ = |Fijx ()| + > |0i] = [Fijx (G)| + Y _[G : Gu).
i=1 i=1

Aplicando esta ecuacién a la situacion en la que X = Gy G actida por conjugacién, obtenemos:

Teorema 1.41 (Ecuacidén de clase). Sea A el conjunto de clases de conjugacion de G (es decir, la particion
de G cuyos elementos son las drbitas de la accidn * del Ejemplo 1.40), y sea A" = {D € A | |D| > 1} el
congunto consistente de las clases de conjugacion que tienen mds de un elemento. Para cada elemento D
de A fijemos un elemento gp € D. Si G es finito, entonces

Gl= (G : Calgp)] =12(G)| + Y [G: Calop)],
DeA DeA’

donde Z(G) ={g € G | gh = hg Yh € G} es el centro de G.
Proof. EJERCICIO. (]

Corolario 1.42. Sea p un niumero primo positivo y n un entero positivo. Si G es un grupo de orden p™,
entonces | Z(G)| > 1.

Proof. EJERCICIO. O

Corolario 1.43. Sip es un nimero primo positivo, entonces todo grupo de orden p? es abeliano.
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Proof. Supongamos que p es un niimero primo positivo y que G es un grupo de orden p?. Por el corolario
anterior, la cardinalidad del centro de G es p o p?. En busqueda de una contradiccién, supongamos que
|Z(G)| = py tomemos a € G\ Z(G). Entonces Z(G) U {a} C Cg(a), lo que implica que Cx(a) = G. Asi,
a € Z(G) y hemos arribado a una contradiccién. Por lo tanto, | Z(G)| = p?, es decir G es abeliano. O

Teorema 1.44 (Burnside). Sean G un grupo finito y X un G-conjunto finito. Sir es el nimero de drbitas
de la accion de G en X, entonces 7|G| =3 | Fijx(9)|-

Proof. Consideremos el conjunto Y = {(g,2) € Gx X | g-x = z}. Para cada g € G hay | Fijx(g)| elementos
de Y que tienen a g como primer miembro. Por lo tanto, [Y| =3 s |Fijx(g)l-
Por otro lado, para cada = € X hay |G| elementos de Y que tienen a x como segundo miembro. Por

G
lo tanto, [Y| = 3" cx |Gal = 2pex |‘G-a|c\ = |Gl Xsex a1 = IG1 Xoex/c 2veo 161 = |Gl Xoex/a 1 =
|G|r. O

1.8. Teoremas de Cauchy y Sylow.

Proposiciéon 1.45. Sean p un nimero primo positivo y G un grupo de p™. Si X es un G-conjunto finito,
entonces | X| =, | Fijx (G)].

Proof. Esto es consecuencia directa de la ecuacién (1.1). En efecto, si Oy, ..., O, son las érbitas que tienen
mas de un elemento, y si 1 € O4,...,z, € O,, entonces

[X] = |Fijx (@) + 316G : G

y p divide a [G : G,,] para toda i € {1,...,7}. O

Teorema 1.46 (Cauchy). Sean G un grupo y p un ndmero primo positivo. Si p divide al orden de G,
entonces G tiene un subgrupo de orden p.

Proof. Hagamos que el grupo Z, = Z/pZ actue en GP mediante la regla

[y - (911,55 9101,) = (Gl -+ Iintal,)
(es un EJERCICIO verificar que esta regla define, en efecto, una accién de Z, en GP?). El conjunto
X ={(gp),---+9),) | 9111, - - - 9pp), = €}, cuya cardinalidad es claramente |G|P~! (EJERCICIO), es estable
bajo esta accién (EJERCICIO), de manera que la misma regla define una accién de Z, en X. Por la
Proposicién 1.45, |GP~! = X =, | Fijz, (X)|, de manera que el nimero entero no negativo |Fij; (X)| es
un miltiplo de p. Como (e,...,e) € Fijy (X), el conjunto Fij, (X) es no vacio. Asi, |Fij; (X)| es un

muiltiplo positivo de p, de donde deducimos que Fij;_ (X) tiene al menos un elemento (g1, ,- -, 9p],) que
es diferente de (e, ...,e). Este elemento satisface gj1), = gj2), = --- = 9gpp), ¥ 91, - - - 9[p], = € hechos de los
que deducimos que gy}, es un elemento de G que tiene orden p. ([l

Corolario 1.47. Sean G un grupo finito y p un nimero primo positivo. Si todos los elementos de G tienen
por orden alguna potencia de p, entonces el orden de G es una potencia de p.

Proof. EJERCICIO. U

Definicién 1.48. Sea p un niimero primo positivo. Si todos los elementos de un grupo G tienen por orden
algiina potencia de p, diremos que G es un p-grupo.

Lema 1.49. Si G es un grupo finito, p es un numero primo positivo y H es un p-subgrupo de G, entonces:
(1) |G : H] =p [Ng(H) : H|;
(2) sip|lG: H], entonces H # Ng(H).

Proof. Sea L el conjunto cuyos elementos son las clases laterales izquierdas de H en G. Por definicién de

indice se cumple que |L| = [G : H]. Consideremos la accién de H en L dada por la regla h- (zH) := (hz)H,
de manera que tenemos |L| =, |Fij;(L)|. Ahora bien, una clase lateral izquierda zH pertenece a Fij (L)
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si y sélo si he H = xH para toda h € H, es decir, si y sélo si 7' Hz = H. En otras palabras, los elementos
de Fij; (L) son precisamente las clases laterales izquierdas contenidas en Ng(H). El nimero de éstas es
[Ng(H) : H]. Deducimos que [G : H| =, [Ng(H) : H].

La segunda afirmacién es consecuencia obvia de la primera, ya que [Ng(H) : H] es un entero positivo. [

Teorema 1.50 (Sylow). Sean G un grupo finito y p un nimero primo positivo. Escribamos |G| = p"m
conn,m € Zxo y med(p,m) =1
(1) Para cada j € {0,...,n} existe un subgrupo de G que tiene orden p’;
(2) para cada subgrupo H de G que tenga orden p’ con 0 < j < n eziste un subgrupo K de G tal que
HCK y|K|=p*
(8) cualesquiera dos subgrupos de G que tengan orden p™ son conjugados;
(4) el nimero de subgrupos de G que tienen orden p™ es congruente con 1 mddulo p y divide a |G)|.

Proof. Claramente, la primera afirmacién es consecuencia de la segunda. Probaremos la segunda afirmacién
por induccién sobre j € {0,...,n—1}. Si 0 < n, entonces p divide a G y el teorema de Cauchy nos permite
deducir que G tiene un subgrupo de orden p, de donde vemos que el tinico subgrupo de G que tiene orden p°
estd, en efecto, contenido en un subgrupo de orden p°*!. Supongamos, pues, que j € {0,...,n — 1}, y que
H es un subgrupo de G que tiene orden p’. Entonces p|[G : H], por lo que H esté contenido propiamente
en su normalizador Ng(H) por el Lema 1.49. Por el mismo lema, p divide al orden del grupo cociente
N¢(H)/H, por lo que el teorema de Cauchy implica que Ng(H)/H tiene un subgrupo de orden p. Dicho
subgrupo es de la forma K/H para algin subgrupo K de Ng(H) que contiene a H. Como K/H tiene orden
p, el orden de K es necesariamente p7t1.

Para probar la tercera afirmacién, tomemos dos subgrupos H y K de G y supongamos que |H| =
p" = |K|. Definamos X como el conjunto cuyos elementos son precisamente los subgrupos de G' que son
conjugados de K en G. Consideremos la accién de H en X por conjugacién, que satisface

| X] =p | Fijg (X)].

De la igualdad |X| = [G : Ng(K)] deducimos que p no divide a |X|, de manera que p tampoco divide
a |Fijy(X)|, de donde deducimos que Fij;(X) # @. Tomemos un elemento de Fijy(X), digamos T
Entonces existe ¢ € G tal que T = gKg~ ', v todo h € H satisface R-Th™' = T. Asi, para todo h € H se
cumple que hgKg~th™! = gKg™!, es decir, que g 'hgKg 'h~'g = K. Deducimos que g 'Hg C Ng(K).
Como p no divide a [G : K], vemos que p no divide a [Ng(K) : K], de donde deducimos que g~ 'Hg C K.
El hecho de que g"'Hg y K son conjuntos finitos con el mismo ntimero de elementos implica ahora que
g 'Hg=K.

Definamos P := {K | K es subgrupo de G y |K| = p"} y tomemos un elemento H € P. Haciendo
actuar H en P por conjugacién obtenemos |P| =, | Fijp(H)|. Ahora bien, un elemento K de P pertenece a
Fijp(H) siy s6lo si hKh™! = K para toda h € H, es decir, si y s6lo si H C Ng(K), lo que sucede si y sélo
si H = K. Esto prueba que |Fij,(H)| = 1. Asi, |P| =, 1. Por otro lado, como gracias al parrafo previo la

accién de G en P por conjugacién es transitiva, |P| es igual al indice [G : Ng(H)] y por lo tanto divide a
|G O

1.9. Estructura de los grupos abelianos finitamente generados.

Teorema 1.51. Si G es un grupo abeliano finitamente generado, entonces existen enteros mo negativos
7,81, -.,8m tales que G es isomorfo al grupo Z" @ Zs, ® ... D Z

Sm *

1.10. Ejercicios.
(1) Sea X un conjunto finito. ;Cudntas funciones hay de X x X a X7
(2) Da un ejemplo de un conjunto G y una funcién - : G x G — G que satisfagan las siguientes
propiedades de manera simuldnea:
(a) - es asociativa;
(b) existe e € G tal que e- g = g para todo g € G;
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(c) para todo g € G existen e € Gy h € G tales que e -2 = z para todoz € Gy h-g =€ (en
stmbolos: Vg € G [F(e,h) e G X G (Vx € G (e-xz=1x)) N (h-g=¢e)]);
(d) G no es grupo bajo -.
(3) Sean G un conjunto y - : G x G — G una funcién que satisfacen:
(a) - es asociativa;
(b) existe e € G tal que e- g = g para todo g € G;
(c) para todo g € G y todo e € G tal que ez = z para todo x € G, existe h € G con la propiedad
de que h-g=ce (en simbolos: Ve GVe € GV € G (e-x=2) = Fhe G (h-g=c¢)]).
Demuestra que (G, ) es un grupo.

(4) Sean G un grupo y H un subconjunto finito de G. Demuestra que las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(a) H es subgrupo de G;

(b) H # @y H es cerrado bajo la operacién de G;
(¢c) e € Hy H es cerrado bajo la operacién de G.

(5) Da un ejemplo de un grupo G y un subconjunto finito H de G que tengan las siguientes propiedades

de forma simultanea:

(a) H # &;

(b) H es cerrado bajo tomar inversos, es decir, Vg € G (9 € H = g~ ! € H;
(¢) H no es subgrupo de G.

(6) Da un ejemplo de un grupo G y un subconjunto no vacio H de G que, sin ser subgrupo de G, sea
cerrado bajo la operacion de G.

(7) Sean G un grupo, H un subgrupo de G y g € G. Demuestra que gH = Hg si y sélosi gHg ' = H.

(8) Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Demuestra que si H satisface que gHg~! C H para todo
elemento g de G, entonces necesariamente satisface ala~! = H para todo a € G.

(9) Definamos XY = {zy | z € X,y € Y} C G. Hemos probado que si H es un subgrupo normal
de Gy X y Y son clases de equivalencia de =g, entonces XY C Zxvy, donde Zxy = [xy]y para
cualesquiera elementos x € X, y € Y. Demuestra que, de hecho, se tiene la igualdad XY = Zxy.

(10) Sean G un grupo y P una particién de G. Supongamos que P es grupo bajo una operacién
e : P x P — P que satisface [z]  [y] = [zy] para cualesquiera z,y € G, donde, para z € G, [z]
denota el elemento de P del que z es elemento.

(a) Demuestra que [e] es un subgrupo normal de G;
(b) demuestra que, como conjunto, P es precisamente el conjunto de clases laterales de [e];
(¢) demuestra que, como grupo, P = G/|e].
(11) Da ejemplos de:
(a) un subgrupo normal de Ss;
(b) un subgrupo de S3 que no sea normal en Ss.
(12) Sean G un grupo y F un conjunto no vacio de subgrupos normales de G.
(a) Demuestra que la interseccién (| F es un subgrupo normal de G;
(b) deduce que para cada subconjunto S de G existe un subgrupo normal de G que contiene a S
y que esta contenido en cualquier subgrupo normal de G que contenga a S;
(¢) demuestra que el subgrupo del inciso anterior es igual al conjunto

{z1...2 | M E Zsp,21,...,Tm € U gS'g™1},
geG

donde ' = {e}USU{s7t |s€S}ygSgt={gsg ' |secS}
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13) Definamos C = CU {0} v S= = {f : C — C | f es una funcién biyectiva}. Para cada matriz
C

A= [ Z Z ] € GLy(C), definamos una funcién m 4 : C — C mediante la regla

%_ts sizeCycz+d#D0;
sizeCycz+d=0;

ma(z) =

00
a 3 — .
a siz=00yc#0;
00

siz=o00yc=0.

(a) Demuestra que m4 € Sg para toda A € GLy(C);
(b) demuestra que la funcién m : GLz(C) — Sz dada por A — m 4 es un homomorfismo de grupos;
(¢) demuestra que para cada A € GLy(C) se tiene m~'(ma) = {AA | A € C\ {0}} = m (1) A.

(14) Da un ejemplo de un homomorfismo de grupos ¢ : G — H cuya imagen no sea un subgrupo normal
de H.

(15) Sean G un grupo y K un subgrupo de G. Demuestra que K es normal en G si y sélo si existen un
grupo H y un homomorfismo de grupos ¢ : G — H tales que Nuc(p) = K. Esto es, los subgrupos
normales de G son precisamente los niicleos de los homomorfismos que salen de G.

(16) Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Demuestra que:

(a) © es un isomorfismo si y sélo si es una funcién biyectiva;
(b) ¢ es un monomorfismo si y s6lo si es una funcién inyectiva;
(¢) ¢ es un epimorfimos si y sélo si es una funcién suprayectiva.

(17) Sea G un grupo. Demuestra que el conjunto Aut(G) = {¢ : G — G | ¢ es un automorfismo de G}
es un grupo bajo la composicion de funciones.

(18) Demuestra la siguiente generalizacién del Teorema 1.30: Si ¢ : G — H es un homomorfismo de
grupos y K es un subgrupo normal de G, entonces K C Nuc(yp) si y sélo si existe un homomorfismo
de grupos f: G/K — H tal que ¢ = f op, es decir, tal que el diagrama

G—>H
| A
G/K

conmuta, donde p : G — G/K es la proyeccién candnica (esto es, la funcién definida mediante
la regla g — [g]x). M4és aun, si K C Nuc(yp), entonces f es una funcién inyectiva si y sélo si
K = Nuc(p).
(19) Consideremos la accién - : GLy(C) x C — C dada por A -z = m(z). Demuestra que:
(a) - es transitiva,
(b) para cada A € GLy(C), la cardinalidad del conjunto Fijx(G) es 1 o 2;
(c) para cada z € C, el estabilizador G, es infinito no numerable;
(d) - no es fiel.
(20) Demuestra que si G es un p-grupo finito y H es un subgrupo propio de G, entonces H estd contenido
propiamente en su normalizador.
(21) Sean p y ¢ nuimeros primos positivos con p > ¢, y sea k un entero positivo. Demuestra que si G es
un grupo de orden p¥gq, entonces los tinicos subgrupos normales de G son {e¢} y G mismo.
(22) Sean G un grupo finito y p un ntimero primo positivo. Demuestra que si p divide al orden de G,
entonces G tiene un subgrupo de orden p.
(23) Da un ejemplo de un grupo finito G y un divisor positivo m de |G| con la propiedad de que G no
tiene subgrupos de orden m.

1

(24) Sean G un grupo finito y H un subgrupo propio de G. Demuestra que UgeG gHg™" es un subcon-

junto propio de G.
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(33)

(34)
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Supongamos que G es un grupo finito y que N es un subgrupo normal de G de indice 4.

(a) Demuestra que G tiene un subgrupo de indice 2, necesariamente normal.

(b) Demuestra que si G/N no es ciclico, entonces G es la unién de tres subgrupos propios.
Demuestra que si G es un grupo finito sin subgrupos normales no triviales y H es un subgrupo de
@, entonces existe un homomorfismo inyectivo de grupos de G en el grupo simétrico Sy .
Sean G un grupo y H un subgrupo de G de indice 2. Demuestra que si H es simple, entonces H
es el unico subgrupo normal no trivial de G o G tiene un subgrupo normal K de orden 2 tal que la
funcién ¢ : K x H — G dada por ¢(k, h) = kh es un isomorfismo.
Enuncia y demuestra el teorema de Lagrange.
Enuncia y demuestra el teorema principal de Sylow.
Demuestra que si G es un grupo simple infinito, entonces G no tiene subgrupos de indice finito.
Sean H y K subgrupos de un grupo finito G. Recuerda que se define HK = {hk | h € H,k € K}.
Demuestra que:

(2) [HK| = {7

(b) si H es un subgrupo normal de G, entonces HK es un subgrupo de G y [HK : H| es un divisor

comin de |K|y [G: H;

(c) si H es normal en G y mcd(|K]|, [G : H]) =1, entonces K C H.
Sea G un p-grupo finito. Demuestra que:

(a) 12(G)| > 15

(b) si |G| = p?, entonces G es abeliano;

(c) si |G| = p?, entonces Z(G) coincide con el subgrupo conmutador de G.

Da un ejemplo de un primo positivo p, un nimero entero n > 2 y un grupo de orden p™ que no sea
abeliano.

Sean K un campo, V un espacio vectorial sobre K, y B una base de V' sobre K. Demuestra que:

(a) toda funcién b : B x B — V puede extenderse de manera tnica a una funcién K-bilineal
B VXV =V,

(b) sib(BxB) C By b(b(u,v),w) = b(u,b(v,w)) para toda terna de elementos u, v, w € B, entonces
la correspondiente funcién K-bilineal 8 es asociativa, es decir, 8(8(u,v),w) = B(u, B(v,w))
para toda terna de elementos u,v,w € V.
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2. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

2.1. El algebra de grupo de un grupo finito. Sean G un grupo finito y K un campo. Denotemos
por K|[G| al K-espacio vectorial que tiene a G por base. Definamos una funcién - : K[G] x K[G] — K[G]
mediante la regla

(2.1) Zagg . Zﬁgg ::Z Z an, Bry | 9.

geG geG geG h1,h2€G
hiha=g
Un sencillo EJERCICIO muestra que K[G] es un anillo asociativo unitario bajo esta funcién, y que para
todo @ € K y todo par de elementos u,v € K[G] son satisfechas las igualdades a(u-v) = (au) v = u - (aw),
hechos que justifican la siguiente definicion:

Definicién 2.1. El dlgebra de grupo de G sobre K es K[G] con la multiplicacién dada por (2.1).
2.2. Definicién, ejemplos y propiedades basicas.

Definicién 2.2. Una representacién de un grupo G sobre un campo K es una pareja (V,-) consistente
de un K-espacio vectorial V y una acciéon - : G x V — V que satisface

(2.2) g-(vtw)=(g-v)+(g-w) y g-(av)=0ag-v)
para todo g € G, todo a € K y todo par de vectores v,w € V.

De acuerdo al Lema 1.34, a cualquier accién - de G en V corresponde un homomorfismo de grupos
p: G — Sy. Es un sencillo EJERCICIO verificar que la accién - satisface las dos condiciones de (2.2)
si y sblo si la imagen de p estd contenida en GL(V'), de manera que hay una biyeccién entre el conjunto
cuyos elementos son las acciones de G en V bajo las que V es una representacion de G y el conjunto
cuyos elementos son los homomorfismos de grupos G — GL(V). Si (V,-) es una representacién de G y
p: G — GL(V) es el homomorfismo de grupos que corresponde a -, a veces serd conveniente que digamos
también que (V, p) es una representacién de G.

A lo largo de estas notas trabajaremos siempre con representaciones de dimension finita sobre el
campo base K.

Un sencillo EJERCICIO muestra que si (V,-) es una representacién del grupo G sobre el campo K,
entonces es posible hacer de V' un mdédulo sobre el anillo K[G]. En efecto, la regla

Zagg *V = Zag(g~v)

geG geG

provee a V de una estructura de K[G]-mddulo izquierdo. Reciprocamente, si M es un K[G]-mddulo
izquierdo, podemos ver a M como representacién de G sobre K si restringimos nuestra atencién a la
forma en la que G C K[G] actia en M.

2.3. La categoria de representaciones de un grupo.

Definicién 2.3. Supongamos que (V,-) y (W, e) son representaciones de un grupo G sobre un campo K.
Un homomorfismo de representaciones de (V) a (W, e) es una funcién K-lineal f : V — W tal que
f(g-v) = ge f(v) para todo g € G y todo v € V. Denotaremos por Homgg(V, W) al conjunto cuyos
elemetos son precisamente los homomorfismos de representaciones de (V) a (W, e).

Un sencillo EJERCICIO muestra que si vemos a (V,:) y (W, e) como K[G]-médulos izquierdos como
en el ultimo parrafo de la subseccién anterior, entonces una funcién f : V- — W es un homomorfismo de
representaciones si y sélo si es un homomorfismo de K[G]-mdédulos izquierdos.
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Teorema 2.4 (Maschke). Si la caracteristica del campo K no divide al orden del grupo G, entonces para
toda representacion V de G cuya dimension sobre K sea finita, y para toda subrepresentacion U de V,
existe una subrepresentacion W de V tal que V y U & W son isomorfas como representaciones de G.

Proof. Sean V' y U como en el enunciado del teorema, y que la accién de G en V corresponde al homo-
morfismo de grupos p : G — GL(V). Como U es K-subespacio vectorial de V, existe un K-subespacio
vectorial W de V tal que, como K-espacio vectorial, V es la suma directa interna de U y W. Denotemos
por py - V — V la funcién K-lineal que tiene a W por niicleo y que satisface pU7W(u) = u para todo
u € U, y definamos una nueva funcién LA V — V como sigue:

i — opyw ° Pg)-
Uw — |G|g€ZG U,w

Esta funcién 7, 37, cuya K-linealinad resulta obvia, es un homomorfismo de representaciones; en efecto,
para cualquier h € G y cualquier v € V se tiene

myw(h-v) = |G| > plg™) opyw o plg)(h-v)
geG
= 9 puwlg- (h-v))
IGI 2
geG
= g pUW (gh) - v)
IGI 2
geqG
= (hk™) - ppro(k - v)
|G| 2 v
eaq
= h- k-
@l ]CGZG w(k-v))
<|G| Zk‘ pUW (k- v))
keG
Ahora bien, cualquier u € U satisface
ﬂ—U’W(u) = |G| Zg pUW g ’LL)
geG
= gt (9w
|G| gEG
= Zu
IGI v
= u7

pues para todo g € G se tiene g-u € U. En particular, U C im(m, ). Pero si w € im(m, ), entonces
existe v € V tal que

= § g pUW g- U)
IGI
geG
expresién de la que se deduce que w € U, pues U es subrepresentacién de V. Asi, U = im(7, ).

Como 7,7 es homomorfismo de representaciones, su niicleo Nuc(7,, 737) es una subrepresentaciéon de
V. Un resultado de algebra lineal basica nos dice que V' es la suma directa interna de U = im(n, ) y
Nuc(m, 37). Un momento de reflexién muestra que esta expresion de V' como suma directa interna se da,
de hecho, al nivel de representaciones. O
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Corolario 2.5. Si la caracteristica del campo K no divide al orden del grupo G, entonces toda repre-
sentacion de G cuya dimension sobre K sea finita es isomorfa, como representacion de G, a una suma
directa de representaciones irreducibles de G.

Proof. EJERCICIO. O
A partir de este momento supondremos que nuestro campo base es C, el campo de los niimeros complejos.

Teorema 2.6 (Lema de Schur). Si V y W son representaciones irreducibles del grupo G sobre el campo
complejo C, entonces
C ssiv=Ww,;

Hom, V,W) =
c(V: W) {o siVEW.

Proof. Supongamos que V' y W son representaciones irreducibles de G. Si ¢ : V' — W es un homomorfismo
de representaciones, entonces Nuc(p) es una subrepresentacion de V' e Im(p) es una subrepresentacion de
W. La irreducibilidad de V implica que Nuc(¢) = V o Nuc(p) = 0; es decir, que si ¢ # 0, entonces ¢
es inyectivo. Por otro lado, la irreducibilidad de W implica que Im(¢) = 0 o Im(p) = W; es decir, que
si ¢ # 0, entonces ¢ es suprayectivo. Por lo tanto, si Homg(g)(V, W) # 0, entonces V' = W; es decir, si
V 2 W, entonces Homgyg (V, W) = 0.

Verifiquemos que Homgg)(V,V) = C. La funcién ¢ : C — Homgjg)(V,V) dada por it(a) = aly es
obviamente C-lineal e inyectiva. Tomemos ¢ € Homg(g)(V, V). Por ser una transformaciéon C-lineal de un
C-espacio vectorial de dimensién finita en si mismo, ¢ tiene al menos un eigenvalor A € C y un eigenvector
v € V € {0} tal que ¢(v) = Av. Por ser V una representacién irreducible, todo elemento suyo puede ser
escrito como combinacién C-lineal del conjunto {g-v | g € G} es todo V. Tomemos un elemento arbitrario

de V, digamos »_ (g - v). Entonces ¢ (Eg Bg(g - v)) =22y Bg(g - 0(v)) = A3, By(g - v). Vemos que
@ = Aly = ¢(A). Por lo tanto, ¢ es biyectiva.

Hemos mostrado ya que Homgg(V,V) = C. Queda como EJERCICIO probar que si V' = W como
representaciones, entonces Homeyq (V, W) = C. O

Corolario 2.7. Si G es un grupo abeliano, entonces toda representacion compleja irreducible de G tiene
dimension 1 sobre C.

Proof. Supongamos que G es abeliano, que V es una representacion compleja irreducible de G, y que
p: G — GL((V)) es la funcién dada por p(g)(v) = gv. Como G es abeliano, para todo h € G la funcién
p(h) : V. — V es un homomorfismo de representaciones, por lo que, gracias al Teorema 2.6, existe A, € C
tal que hv = Apv para todo v € V. Esto implica que si vy es cualquier elemento no cero de V', entonces
el subespacio Cuvg, cuya dimensién sobre C es claramente igual a 1, es una subrepresentacion de V. La
irreducibilidad de V' implica entonces que V = Cuy. Il
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