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Aritmética



Un campo numérico es una extension algebraica de Q.

Decimos que « € K es un K-entero si su polinomio minimo
moc(X) S Q[X]

tiene coeficientes en Z.

Hecho
El conjunto

Ok = {K-enteros} C K

es un dominio entero con

Frac(Ok) = K.



Ejemplo

Ejemplo
Sea K = Q(+/5). Luego

Ok = Z[¢] 2 Z[V5]

donde @ = (14 v/5)/2 es la razén duria : un entero ya que su
polinomio minimo es X? — X — 1.



El anillo Ok es un dominio de Dedekind.

En términos practicos, esto quiere decir que cada ideal a C Ok

tiene factorisacién tnica en ideales primos

a= Hpep.

Si los exponentes ¢, = 0 6 1 para todo p , decimos que la
factorisacion es no-ramificada ; sino, se llama ramificada.



Extensiones No-Ramificadas

Sea L/K una extensién de campos numéricos. Entonces
Ok C Oy.
Sip C Ok es un ideal primo,
pO; = el ideal generado por p en O

NO es necesariamente primo.

Decimos que L/K es no-ramificada en p si la factorisacién
primaria de pO; es no ramificada. Si es no-ramificada en cada p
decimos que L/K es no-ramificada.



Campos de Clases



Grupo de Clases de Ideales

Un Ok-médulo finitamente generado
aCK

se llama un ideal fraccionario. Con respeto al producto de
médulos , el conjunto

|k = {ideales fraccionarios}
es un grupo , con identidad 1 := Ok vy inverso
al={xeK: a-ac Ok}
Los principales (&) = a«Ok forman un subgrupo Py. El cociente
Clk = Ix/Pk
se llama el grupo de clases de ideales.

Teorema (Minkowski)
Clk es finito.



Campo de Clase de Hilbert

Una extensién de Galois L/K es abeliana si su grupo de Galois
Gal(L/K) es abeliano.

La maxima extension abeliana no ramificada de K se llama el
campo de clase de Hilbert , denotado

H = Hk.

Teorema (Hilbert)
H/K es una extension finita y

Gal(H/K) =2 Cl.



Campos de Clases de Rayos

Si permitimos ramificacién respeto a primos que dividen un ideal
fijo m , se obtiene una generalizacién del campo de clases de
Hilbert
H™/K

llamado un campo de clases de rayos. Si definimos

CI™:={aclk|(a,m)=1}/{(x) : «=1 mod m},
entonces H™ se caracterisa por

Gal(H™/K) = CI™.

Tenemos

K2 — maxima extensién abeliana de K = U H™.

Teorema (Kronecker-Weber)
Q(m = Q(Cm), donde (p, es un m-esima raiz primitiva de 1.
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Duodécimo Problema de Hilbert



Duodécimo Problema de Hilbert

Sea K un campo numérico. Describe explicitamente todos los
campos de clases de K.

El problema fue inspirado por el Teorema de Kronecker-Weber vy el
Teorema de Weber-Fueter , que trata el caso de K/Q cuadratica y

compleja.



Invariante Modular

Sea n € C — R y denotemos
Ay = (1, 1) una reticula en C, T, = C/A, un toro (curva eliptica).

El invariante modular de p es

Lo 128 _ 49G,(6)?
donde
Gu(k)= > Ak
0ANEA,

J(1) depende solo en la clase de isomorfismo de T\, = induce una
funcién en el espacio de moduli de curvas elipticas

J:Mod := GLy(Z)\(C—-R) — C
donde GLy(Z) actiia en C — R por transformaciones de Mdbius.
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Multiplicacion Compleja

Si p € C — R es cuadrdtico, la curva eliptica T,, = C/A,, tiene
Multiplicacién Compleja (MC):

Z < End(T,) C Ok CC,
donde K = Q(n).

Teorema de Weber-Fueter
Sea K/Q compleja y cuadrdtica, n € K — Q. Entonces

H = K(i(w).
Sea € K tal que End(T\,) = Ok. Entonces

H™ = He(m(t): 0#t € T,[m]),
donde n es un multiplo de la funcion g de Weierstrass y

Tyu[m] = grupo de m-torsion = {x € T, : m-x = 0}. .



Una Cita Notable

La teoria de Multiplicacion Compleja, que forma una vin-
culacion poderosa entre la teoria de nimeros y el analisis,
no es solamente la parte mas hermosa de las matematicas
sino de toda la ciencia.

— David Hilbert, ICM, Zurich, 1932.
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Twelfth Problem

A Comedy of Errors

Norbert Schappacher®

Abstract

Hilbert’s 12th problem conjectures that one might be able to
generate all abelian extensions of a given algebraic number field
in a way that would generalize the so-called theorem of Kro-
necker and Weber (all abelian extensions of @ can be generated
by roots of unity) and the extensions of imaginary quadratic fields
(which may be generated from values of modular and elliptic func-
tions related to elliptic curves with complex multiplication). The
first part of the lecture is devoted to the false conjecture that
Hilbert made for imaginary quadratic fields. This is discussed
both from a historical point of view (in that Hilbert’s authority
prevented this error from being corrected for 14 years) and in
mathematical terms, analyzing the algebro-geometric interpreta-
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Programa de Multiplicacion Real (Yuri Manin, 2004)

Sea 0 e R—Q, Ag =(1,0). El cociente
To =R/Ag
se llama un toro cudntico. El espacio de moduli asociado es

Mod?® := GL,(Z)\(R — Q).

Programa de Multiplicacién Real
Sea K/Q cuadratica y real. Encontrar el analogo del Teorema de

Weber-Fueter usando Ty donde 6 € K — Q.

Obstaculo Serio: Ty y Mod?" son ambos espacios no Hausdorff
= no cuentan con funciones continuas no constantes.
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Invariante Modular Cuantico




Invariante Modular Cuantico (Castafio Bernard - Gendron)

Dado 8 € R y € > 0 definimos los ¢ aproximaciones diofanticas

Noe:={n€Z: ||nB]| < e}, |x| = distancia al entero mas cercano.

La € funcidon zeta de O es
Co.e(s) = Z n_°.
0<n€/\9,€
Escribamos
, 123 49 (. (6)?
)= —+—~, J(0)= =2 .
Je(8) 1— J.(0) (®) =2 Co.c(4)3

El invariante modular cuantico es la funcién discontinua y
multi-valuada

J% : Mod® — R U {oo}, j9(8) = lim je(8).
e—0
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Evidencia Experimental

Values of js(q)) , ¢ =the golden mean

0.8501... —

t— o0 (E—0)

Experimentos con PARI-GP (Zagier, Pink) sugirieron que j9 es
1-a-Cantor para 6 una unidad cuadratica fundamental (demostrado
por Gendron-Leichtnam-Lochak (2020)).
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ABSTRACT

The modular invariant j% of quantum tori is defined as a discontinuous, PGL2(Z)-invariant
multi-valued map of R. For 6 € Q it is shown that j(f) = co. For quadratic irrationalities,
experiments conducted with the PARI/GP computer algebra system suggest that j9(6) is a
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Conjetura Principal

Sea K/Q cuadrética y real, 8 € O una unidad cuadratica
fundamental : i.e. un generador del factor infinito ciclico de

OX = 7o (Z/2Z)

(el isomorfismo sigue del Teorema de Unidades de Dirichlet).

Conjetura (Demangos-Gendron)
H = K( 11 cx>,
xEjI(0)
donde el producto es una “esperanza multiplicativa” sobre el
conjunto de Cantor j9%(0).
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Solucién para Campos de Funciones




Campos de Funciones sobre un Campo Finito

F =1, = el campo con g = p" elementos.

Q :=F(T) = Rac(P!) D Z := F[T] = Reg(P! — 0).

Sea | - | €l valor absoluto no arquimediano en oc:

8loo = g€,
Los “reales” y “complejos” son:
R := Q. = completacién de Q c.r.a. |- |
y —
C = (R)wo,

donde R = cerradura algebraica de R.
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Invariante Modular de Gekeler

El invariante modular de Gekeler

j:GLa(Z)\(C—R) — C,

se define
T9—T T T  Gu(?—1)
(W= — Jp) = p—
donde
Gu(k)= > A%, Ay=Z-médulo generado por 1, .

0#AEA,
Usando su invariante modular, Gekeler demostré el andlogo del
Teorema de Weber-Fueter para extensidnes cuadraticas complejas
de Q usando médulos de Drinfeld de rango 2 con Multiplicacién
Compleja.
21
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Invariante Modular Cuantico en Caracteristica Positiva

Sea f € R — Q. Se puede definir el grupo de aproximaciones
diofanticas
Are={a€Z: |af|| <e},

Cf,s(k) = Z a_k'

0#£acA¢(f) ménico

Usando el invariante modular de Gekeler como plantilla definimos

je(f)y
j% : GL2(Z)\R — R U {oo}.

Teorema (Demangos-Gendron)
Si f es cuadrdtico, #j%(f) < oc.
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Teorema Principal

Sea K C R cuadratico sobre Q, Ok = los K-enteros. Sea H el
campo de clases de Hilbert.

Teorema Principal (Demangos-Gendron)
Sea f € Oy una unidad fundamental. Entonces

H:K< 11 oc).

x€JIL(F)
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Abstract

This is the first of a series of two papers in which we present a solution to Manin’s
Real Multiplication program (Manin in: Laudal and Piene (eds) The Legacy of Niels
Henrik Abel, Springer, Berlin, 2004) —an approach to Hilbert’s 12th problem for real
quadratic extensions of Q—in positive characteristic, using quantum analogs of the
modular invariant and the exponential function. In this first paper, we treat the problem
of Hilbert class field generation. If k = [F,(T') and k« is the analytic completion of
k, we introduce the quantum modular invariant
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Un teorema de generacién de campos de clases de rayos se

encuentra en este articulo:

QUANTUM DRINFELD MODULES II: QUANTUM
EXPONENTIAL AND RAY CLASS FIELDS

L. DEMANGOS AND T.M. GENDRON

ABSTRACT. This is the sccond in a series of two papers presenting a solution to
Manin’s Real Multiplication program [10] in positive characteristic. If K is a
quadratic and real extension of Fq(T) and Of is the integral closure of Fy[T] in
sociate to each modulus M C O the unit narrow ray class field K™
containing the narrow ray class field, whose class group contains an
additional contribution coming from O. For f € K a fundamental unit, we

introduce the associated quantum Drinfeld module p‘}' of f: a generalization
of Drinfeld module whose elements are multi-points. The main theorem of the
paper is that

K™ = Ho, (Tr(pf []), Tr(p2, [27))

o1
where Ho, is the Hilbert class field of Oxc and Tr(p}"[30]), Tr(p}-, [30]) are
the groups of traces of 9 torsion points of pj‘, p‘/" a 27
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Elementos de la Demostracion




Geometria de Campos de Funciones

K/Q se induce por un morfismo de curvas definidas sobre [
m: Ik — P! donde K C Rimplica 7 *(00) = {001, 002}.

Tenemos que
OK = Reg(ZK — {001, 002})

Por el Teorema de Unidades de Dirichlet,
O 27Zx F;.

.. Cada encaje de Ok en R tiene imagen densa. = el cociente
R/Ok es un toro cudntico.

28



Anillos de Enteros Chicos

En el contexto de campos de funciones hay anillos de enteros
chicos:

Aoo,- = Reg(ZK — OO,') c Ok, =12,

cada uno dando su propio campo de clases de Hilbert:

Ha_.

Hg.
En este caso A%, = Fy = existen encajes discretos
A, — R.
El cociente R/A;, llamado médulo de Drinfeld, es un objeto
geométrico manejable.
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Identificacion de j9(f)

Por ser discreto en R, cada ideal a C A, define una funcién zeta
convergente

Lk)= Y o« kel

0#x€a ménico

con la cual se puede definir el invariant modular
i:Cla,, — R
Escribiendo Gal(K/Q) = {id, o}, el conjunto
0 = {g € K| [0(8)loor < 7'} C Acey = {g € K| |0(g)loc, < 1}
es un ideal para cada i =0,1,....

Teorema (Demangos-Gendron)
Si f € K es unidad fundamental y |f|s, = q¢, d > 0,

JHF) = (i) .



Teoria Cuasicristalina de Numeros




Un Teorema de Richard Pink

Sea 0 € R una unidad cuadratica fundamental, K = Q(9),
Gal(K/Q) = {id, o}. Para x € R consideremos el analogo de a;,

ay ={x € Ok : |o(x)] <0}

a, C R es discreta = se puede definir el invariante modular j(ay)

usando la funcién zeta convergente

Cax(s) = Z o,

O<ax€Eay
Teorema (Pink, comunicacién privada, octubre 2017)

J*(0) = {i(ax)}xeo,)-

Ademas, los a, son cuasicristales.
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Cuasicristales

Definicion (Yves Meyer)
Un cuasicristal

A CR"

es un conjunto de Delaunay (i.e. un subconjunto relativamente
denso y uniformamente discreto) que es una casi reticula: existe

F C R” finito tal que

A—ANCA+F.
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Teselaciones de Penrose

El conjunto de vertices de una teselacion de Penrose es un
cuasicristal.
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Cuasicristales Fisicos

En 1984, Dan Schectman cred un el laboratorio un aleacién de
aluminio y manganeso cuya estructura atomica no es cristalina sino
cuasicristalina. Por este descubrimiento, recibié el premio Nobel en
2011.
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Anillos Cuasicristalinos

El Teorema de Pink sugiere que el andlogo del anillo chico A, es
el anillo cuasicristalino

As, = {a € Okl |o(x)| <1}

(un quasicristal que es monoide multiplicativo) y el analogo de los
ideales a; es la familia
ay C Ag,

de ideales cuasicristalinos.

Nota
Ag, consiste de los nimeros de Pisot y Salam en K, y sus

negativos.
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Moddulos de Drinfeld

En el contexto de campos de funciones, los cocientes
To=C/a, aC Ay, un ideal

juegan el papel de “curvas elipticas de rango 1". Hay un mapeo

aditivo, el exponencial,
exp,: Tq — C

que induce la estructura de A,,,-mdédulo sobre C, llamado médulo
de Drinfeld.
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Moddulos de Drinfeld Cuasicristalinos

Para a = a, consideremos la cerradura

Se:={r+ta: reR}

dentro del espacio de cuasicristales de dimension 1. Tiene la
estructura de un solenoide de dimensién 1 — un espacio
localmente modelado sobre

R x Cantor.

Ademis tiene Multiplicacién Cuasicristalina: una accién por Ag,
por endomorfismos cuasicristalinos. Existe un mapeo exponential

exp, 1 Sg — C
que define una “casi A, estructura” sobre su imagen

D, = mddulo de Drinfeld cuasicristalino.
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Un Médulo de Drinfeld Cuasicristalino Aureo
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MODULES DE DRINFELD QUASICRISTALLINS

T.M. GENDRON, E. LEICHTNAM, AND P. LOCHAK

ABSTRACT. Dans cet article nous développons la notion de module de Drinfeld
quasicristallin, que 'on peut voir comme un analogue en caractéristique zé
des modules de Drinfeld classiques. On prendra garde que l'ad;

aux quasi-cristaux (au sens de [23]), sans rapport avec la théorie cristalline
initiée par A. Grothendieck.
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Programa de Multiplicacion Cuasicristalina

Desarrollar la teoria de médulos de Drinfeld cuasicristalinos
Dq

con Multiplicacién Cuasicristalina.

Utilizarla para adaptar la prueba del Teorema Principal a la

Conjetura

=i I %) = IL )

xEjat(0) x€[0,1)
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