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Aritmética



Enteros

Un campo numérico es una extensión algebraica de Q.

Decimos que α ∈ K es un K -entero si su polinomio ḿınimo

mα(X ) ∈ Q[X ]

tiene coeficientes en Z.

Hecho
El conjunto

OK = {K -enteros} ⊂ K

es un dominio entero con

Frac(OK ) = K .
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Ejemplo

Ejemplo
Sea K = Q(

√
5). Luego

OK = Z[ϕ] ) Z[
√

5]

donde ϕ = (1 +
√

5)/2 es la razón áuria : un entero ya que su

polinomio ḿınimo es X 2 − X − 1.
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Aritmética

El anillo OK es un dominio de Dedekind.

En términos prácticos, esto quiere decir que cada ideal a ⊂ OK

tiene factorisación única en ideales primos

a =
∏

pep .

Si los exponentes ep = 0 ó 1 para todo p , decimos que la

factorisación es no-ramificada ; sino, se llama ramificada.
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Extensiones No-Ramificadas

Sea L/K una extensión de campos numéricos. Entonces

OK ⊂ OL.

Si p ⊂ OK es un ideal primo,

pOL = el ideal generado por p en OL

NO es necesariamente primo.

Decimos que L/K es no-ramificada en p si la factorisación

primaria de pOL es no ramificada. Si es no-ramificada en cada p

decimos que L/K es no-ramificada.
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Campos de Clases



Grupo de Clases de Ideales

Un OK -módulo finitamente generado

a ⊂ K

se llama un ideal fraccionario. Con respeto al producto de

módulos , el conjunto

IK = {ideales fraccionarios}
es un grupo , con identidad 1 := OK y inverso

a−1 = {α ∈ K : α · a ⊂ OK}.
Los principales (α) = αOK forman un subgrupo PK . El cociente

ClK = IK/PK

se llama el grupo de clases de ideales.

Teorema (Minkowski)
ClK es finito. 5



Campo de Clase de Hilbert

Una extensión de Galois L/K es abeliana si su grupo de Galois

Gal(L/K ) es abeliano.

La máxima extensión abeliana no ramificada de K se llama el

campo de clase de Hilbert , denotado

H = HK.

Teorema (Hilbert)
H/K es una extensión finita y

Gal(H/K) ∼= ClK.
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Campos de Clases de Rayos

Si permitimos ramificación respeto a primos que dividen un ideal

fijo m , se obtiene una generalización del campo de clases de

Hilbert

Hm/K

llamado un campo de clases de rayos. Si definimos

Clm := {a ∈ IK | (a,m) = 1}/{(α) : α ≡ 1 mod m},
entonces Hm se caracterisa por

Gal(Hm/K) ∼= Clm.

Tenemos

Kab = máxima extensión abeliana de K =
⋃

Hm.

Teorema (Kronecker-Weber)
Q(m) = Q(ζm), donde ζm es un m-esima ráız primitiva de 1.
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Duodécimo Problema de Hilbert



Duodécimo Problema de Hilbert

Sea K un campo numérico. Describe explićıtamente todos los

campos de clases de K.

El problema fue inspirado por el Teorema de Kronecker-Weber y el

Teorema de Weber-Fueter , que trata el caso de K/Q cuadrática y

compleja.
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Invariante Modular

Sea µ ∈ C− R y denotemos

Λµ = 〈1,µ〉 una ret́ıcula en C, Tµ = C/Λµ un toro (curva eĺıptica).

El invariante modular de µ es

j(µ) =
123

1− J(µ)
, J(µ) =

49

20

Gµ(6)2

Gµ(4)3

donde

Gµ(k) =
∑

06=λ∈Λµ
λ−k .

j(µ) depende solo en la clase de isomorfismo de Tµ ⇒ induce una

función en el espacio de moduli de curvas eĺıpticas

j : Mod := GL2(Z)\(C− R) −→ C

donde GL2(Z) actúa en C− R por transformaciones de Möbius.
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Multiplicación Compleja

Si µ ∈ C− R es cuadrático, la curva eĺıptica Tµ = C/Λµ tiene

Multiplicación Compleja (MC):

Z ( End(Tµ) ⊂ OK ⊂ C,

donde K = Q(µ).

Teorema de Weber-Fueter
Sea K/Q compleja y cuadrática, µ ∈ K −Q. Entonces

1 H = K (j(µ)).

2 Sea µ ∈ K tal que End(Tµ) = OK . Entonces

Hm = HK (η(t) : 0 6= t ∈ Tµ[m]),

donde η es un multiplo de la función ℘ de Weierstrass y

Tµ[m] = grupo de m-torsion = {x ∈ Tµ : m · x = 0}.
11



Una Cita Notable

La teoŕıa de Multiplicación Compleja, que forma una vin-

culación poderosa entre la teoŕıa de números y el análisis,

no es solamente la parte más hermosa de las matemáticas

sino de toda la ciencia.

– David Hilbert, ICM, Zürich, 1932.
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On the History of Hilbert’s
Twelfth Problem
A Comedy of Errors

Norbert Schappacher∗

Abstract

Hilbert’s 12th problem conjectures that one might be able to
generate all abelian extensions of a given algebraic number field
in a way that would generalize the so-called theorem of Kro-
necker and Weber (all abelian extensions of Q can be generated
by roots of unity) and the extensions of imaginary quadratic fields
(which may be generated from values of modular and elliptic func-
tions related to elliptic curves with complex multiplication). The
first part of the lecture is devoted to the false conjecture that
Hilbert made for imaginary quadratic fields. This is discussed
both from a historical point of view (in that Hilbert’s authority
prevented this error from being corrected for 14 years) and in
mathematical terms, analyzing the algebro-geometric interpreta-
tions of the different statements and their respective traditions.
After this, higher-dimensional analogues are discussed. Recent
developments in this field (motives, etc., also Heegner points) are
mentioned at the end.

Résumé

Le douzième problème de Hilbert propose une façon conjecturale
d’engendrer les extensions abéliennes d’un corps de nombres, en
généralisant le théorème dit de Kronecker et Weber (toutes les
extensions abéliennes de Q sont engendrées par des racines de

AMS 1991 Mathematics Subject Classification: 01A60, 20-03, 11G15, 11R37
∗Université Louis Pasteur, I.R.M.A., 7 rue René Descartes, 67084 Strasbourg Cedex.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998
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Programa de Multiplicación Real (Yuri Manin, 2004)

Sea θ ∈ R−Q, Λθ = 〈1, θ〉. El cociente

Tθ = R/Λθ

se llama un toro cuántico. El espacio de moduli asociado es

Modqt := GL2(Z)\(R−Q).

Programa de Multiplicación Real
Sea K/Q cuadrática y real. Encontrar el análogo del Teorema de

Weber-Fueter usando Tθ donde θ ∈ K −Q.

Obstáculo Serio: Tθ y Modqt son ambos espacios no Hausdorff

⇒ no cuentan con funciones continuas no constantes.
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Yu. I. Manin
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,
επεὶ καὶ τὰ γνώριμα

,
oλίγoις γνώριμα

,
εστιν

... for even subjects that are known are known only to a few.
Aristotle, Poetics IX, 1451b

Preface. Abel’s name is associated with a number of key notions of modern math-
ematics, such as abelian varieties, Abel’s integrals, etc. Moreover, it became almost
synonymous with the idea of commutativity. Thus, when one speaks about abelian
class field theory, one has in mind a description of extensions of a ground (say,
number) field with commutative Galois group.

Of course, there is no clear cut boundary between the commutative and the non-
commutative worlds. In this paper we sketch a possible approach to the abelian class
field theory of real quadratic fields from the vantage point of Connes’ noncommuta-
tive geometry.

More precisely, classical theory of Complex Multiplication (CM) shows that all
abelian extensions of a complex quadratic field K are generated by the values of
appropriate modular functions at the points of finite order of elliptic curves whose
endomorphism rings are orders in K . For real quadratic fields, a similar description
is not known. However, the relevant (still unproved) case of Stark conjectures [69]
strongly suggests that such a description must exist. In this paper I propose to
use two–dimensional quantum tori corresponding to real quadratic irrationalities as
a replacement of elliptic curves with complex multiplication.

Section 1 is dedicated to a general problem of noncommutative geometry Connes
style: what are morphisms between noncommutative spaces considered as “spectra”
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Invariante Modular Cuantico



Invariante Modular Cuántico (Castaño Bernard - Gendron)

Dado θ ∈ R y ε > 0 definimos los ε aproximaciones diofanticas

Λθ,ε := {n ∈ Z : ‖nθ‖ < ε}, ‖x‖ = distancia al entero mas cercano.

La ε función zeta de θ es

ζθ,ε(s) =
∑

0<n∈Λθ,ε
n−s .

Escribamos

jε(θ) =
123

1− Jε(θ)
, Jε(θ) =

49

40

ζθ,ε(6)2

ζθ,ε(4)3
.

El invariante modular cuántico es la función discontinua y

multi-valuada

jqt : Modqt ( R ∪ {∞}, jqt(θ) = lim
ε→0

jε(θ).
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Evidencia Experimental

2019181716151413121110

0.8188...

0.8501...

j   (φ)
ε

ε = φ-t

t ∞ (ε         )0

Values of             ,     φ = the golden meanj   (φ)
ε

Experimentos con PARI-GP (Zagier, Pink) sugirieron que jqt es

1-a-Cantor para θ una unidad cuadrática fundamental (demostrado

por Gendron-Leichtnam-Lochak (2020)).
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Modular invariant of quantum tori
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Abstract

The modular invariant jqt of quantum tori is defined as a discontinuous, PGL2(Z)-invariant
multi-valued map of R. For θ ∈ Q it is shown that jqt(θ) = ∞. For quadratic irrationalities,
experiments conducted with the PARI/GP computer algebra system suggest that jqt(θ) is a
finite set. In the case of the golden mean ϕ, we produce explicit formulas for the experimental
supremum and infimum of jqt(ϕ) involving weighted versions of the Rogers–Ramanujan
functions. Finally, we define a universal modular invariant as a continuous and single-valued
map of ultrasolenoids from which jqt as well as the classical modular invariant of elliptic curves
may be recovered as subquotients.
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Introduction

One of the most powerful links between number theory, geometry and analysis is exhibited by
the theory of complex multiplication (CM): a signal event in a long development in number
theory, which begins with Gauß’s reciprocity law and culminates in the main theorems of class
field theory [32, 34].

The theory of CM yields results that come under the heading of explicit class field theory,
which may be seen as generalizations of the theorem of Kronecker–Weber. If ω ∈ H ⊂ C is a
complex quadratic irrationality, then let Eω be the elliptic curve over C whose period lattice
is homothetic to the lattice 〈1, ω〉. Then Eω has CM: its endomorphism ring is strictly larger
than Z. If we denote K = Q(ω) and assume that End(Eω) = the ring of K-integers then the
following conditions are satisfied.

(i) The maximal unramified abelian extension (Hilbert class field) H of K is generated over
K by the modular invariant j(ω) of Eω. See Theorem 4.1 of [34].

Received 24 June 2012; revised 16 May 2013; published online 17 June 2014.

2010 Mathematics Subject Classification 11U10, 11F03, 14H52, 57R30, 11M55.

This work was supported in part by the grants CONACyT 058537 and PAPIIT IN103708.
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Conjetura Principal

Sea K/Q cuadrática y real, θ ∈ O×K una unidad cuadrática

fundamental : i.e. un generador del factor infinito ćıclico de

O×K ∼= Z⊕ (Z/2Z)

(el isomorfismo sigue del Teorema de Unidades de Dirichlet).

Conjetura (Demangos-Gendron)

H = K

( ∏
α∈jqt(θ)

α

)
,

donde el producto es una “esperanza multiplicativa” sobre el

conjunto de Cantor jqt(θ).

19



Solución para Campos de Funciones



Campos de Funciones sobre un Campo Finito

F = Fq = el campo con q = pn elementos.

Q := F(T ) = Rac(P1) ⊃ Z := F[T ] = Reg(P1 −∞).

Sea | · |∞ el valor absoluto no arquimediano en ∞:

|g |∞ = qord∞(g).

Los “reales” y “complejos” son:

R := Q∞ = completación de Q c.r.a. | · |∞

y

C := (R)∞,

donde R = cerradura algebraica de R.
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Invariante Modular de Gekeler

El invariante modular de Gekeler

j : GL2(Z)\(C− R) −→ C,

se define

j(µ) =
T q − T

1 + J(µ)
, J(µ) =

T q2 − T

T q2 − T q
· Gµ(q2 − 1)

Gµ(q − 1)q+1

donde

Gµ(k) =
∑

06=λ∈Λµ
λ−k , Λµ = Z-módulo generado por 1,µ.

Usando su invariante modular, Gekeler demostró el análogo del

Teorema de Weber-Fueter para extensiónes cuadráticas complejas

de Q usando módulos de Drinfeld de rango 2 con Multiplicación

Compleja.
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Zur Arithmetik von Drinfeld-Moduln 

Ernst-Ulrich Gekeler 
Sonderforschungsbereich Theoretzsche Mathematlk, Bermgstral3e 4, D-5300 Bonn, 
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0. Einleitung 

In [4] hat Drinfeld eine Theorie der Modulkurven ftir globale Funktionenk6rper 
entwickelt. Er betrachtet ,,Gitter" in einem universellen analytischen K/Srper der 
Charakteristik ~e 0 und gibt diesen eine algebraische Interpretation. (,,Elliptische 
Moduln", hier als Drinfeld-Moduln bezeichnet.) Aus dem Vergleich der analyti- 
schen und der algebraischen Eigenschaften der zugeh6rigen Modul-Schemata 
ergeben sich S~itze vom Typ ,,Kronecker-Weber" und ,,Eichler-Shimura" fiir 
Funktionenk/Srper. 

Es zeigt sich, dab Drinfeld-Moduln nicht nur die ,,richtigen" modularen 
Eigenschaften haben, sondern auch als einzelne Objekte grol3e Ahnlichkeiten mit 
abelschen Mannigfaltigkeiten aufweisen. 

In dieser Arbeit werden die Endomorphismenringe von Drinfeld-Moduln 
untersucht. Die ersten beiden Abschnitte bringen eine auf unsere Zwecke zuge- 
schnittene Einftihrung in die Theorie. Im dritten Abschnitt wird das Verhalten yon 
Isogenien unter Reduktion und die Tate-Parametrisierung behandelt. L~ingere 
Beweise [z.B. (1.11), (3.7)] wurden weggelassen, soweit sie in der Literatur 
vorliegen. 

Im vierten Abschnitt werden singul~ire Drinfeld-Moduln studiert. Fiir hyperel- 
liptische Funktionenk6rper L wird eine Anwendung yon Theorem 1 in I-4] 
gegeben, die es erlaubt, die KlassenkiSrper von L als NullstellenkiSrper explizit 
berechenbarer Polynome zu beschreiben. 

Im letzten Abschnitt geht es um Drinfeld-Moduln des Rangs zwei mit der 
gr6Btm6glichen Anzahl von Endomorphismen. Ftir jede Charakteristik wird die 
endliche Anzahl der supersingul~iren Invarianten berechnet. Es ergibt sich eine zu 
[3, 66] analoge Mal3formel (vgl. auch [9, 21]). Wegen der explizit durchgefiihrten 
Rechnungen habe ich mich hier auf den Fall eines rationalen Funktionenk6rpers 
IFq(T) beschr/inkt. 
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Invariante Modular Cuántico en Caracteŕıstica Positiva

Sea f ∈ R−Q. Se puede definir el grupo de aproximaciones

diofanticas

Λf ,ε = {a ∈ Z : ‖af ‖ < ε},

y

ζf ,ε(k) =
∑

06=a∈Λε(f ) mónico

a−k .

Usando el invariante modular de Gekeler como plantilla definimos

jε(f ) y

jqt : GL2(Z)\R ( R ∪ {∞}.

Teorema (Demangos-Gendron)
Si f es cuadrático, #jqt(f ) <∞.
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Quantum j-invariant in positive characteristic II:
formulas and values at the quadratics

L. Demangos and T. M. Gendron

Abstract. In this sequel to Demangos and Gendron (Arch Math 107:23–
35, 2016), the multi-valued quantum j-invariant in positive characteristic
is studied at quadratic elements. For every quadratic f , an explicit ex-
pression for each of the values of jqt(f) is given as a limit of rational
functions of f . It is proved that the number of values of jqt(f) is finite.

Mathematics Subject Classification. Primary 11R58, 11F03, 11R11; Sec-
ondary 11K60.

Keywords. Quantum j-invariant, Global function field, Quadratic exten-
sions, Diophantine approximation.

1. Introduction. Let Fq be the field with q elements, q = pr a prime power,
k = Fq(T ) the function field over Fq, k∞ the completion of k with respect to the
valuation v(f) = −degT (f). In [2], the quantum j-invariant was introduced
as a multi-valued modular function

jqt : GL2(A)\k∞ � k∞ ∪ {∞}
obtained as the limit of a sequence of approximating functions

jε : k∞ −→ k∞ ∪ {∞} (1)

as ε → 0. Explicit formulas for the approximants (1) in terms of the sequence
{qi} ⊂ A of best approximations of f were obtained, and using them, it was
shown that f ∈ k if and only if eventually jε(f) = ∞.

In this paper we consider jqt(f) in the special case of f ∈ k∞ quadratic.
Here we are able to derive explicit formulas not just for the approximants but
for all the values of jqt(f), each of which expressed as a limit of certain rational
functions of f . Using these formulas, we are able to prove that for f quadratic,
#jqt(f) < ∞.

In what follows, we fix notation used in [2].
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Teorema Principal

Sea K ⊂ R cuadrático sobre Q, OK = los K-enteros. Sea H el

campo de clases de Hilbert.

Teorema Principal (Demangos-Gendron)
Sea f ∈ O×K una unidad fundamental. Entonces

H = K

( ∏
α∈jqt(f )

α

)
.
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Abstract
This is the first of a series of two papers in which we present a solution to Manin’s
Real Multiplication program (Manin in: Laudal and Piene (eds) The Legacy of Niels
Henrik Abel, Springer, Berlin, 2004)—an approach to Hilbert’s 12th problem for real
quadratic extensions of Q—in positive characteristic, using quantum analogs of the
modular invariant and the exponential function. In this first paper, we treat the problem
of Hilbert class field generation. If k = Fq(T ) and k∞ is the analytic completion of
k, we introduce the quantum modular invariant

jqt : k∞ � k∞

as a multivalued, discontinuous modular invariant function. Then if K = k( f ) ⊂ k∞
is a real quadratic extension of k and f is a fundamental unit, we show that the Hilbert
class field HOK (associated toOK = integral closure of Fq [T ] in K ) is generated over
K by the product of the multivalues of jqt( f ).
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QUANTUM DRINFELD MODULES II: QUANTUM

EXPONENTIAL AND RAY CLASS FIELDS

L. DEMANGOS AND T.M. GENDRON

Abstract. This is the second in a series of two papers presenting a solution to
Manin’s Real Multiplication program [10] in positive characteristic. If K is a
quadratic and real extension of Fq(T ) and OK is the integral closure of Fq[T ] in

K, we associate to each modulus M ⊂ OK the unit narrow ray class field KM:
a class field containing the narrow ray class field, whose class group contains an
additional contribution coming from O×

K . For f ∈ K a fundamental unit, we

introduce the associated quantum Drinfeld module ρqtf of f : a generalization

of Drinfeld module whose elements are multi-points. The main theorem of the
paper is that

KM = HOK
(Tr(ρqtf [M]),Tr(ρqt

f−1 [M]))

where HOK
is the Hilbert class field of OK and Tr(ρqtf [M]), Tr(ρqt

f−1 [M]) are

the groups of traces of M torsion points of ρqtf , ρqt
f−1 .

Contents
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Introduction

In [6] an explicit description was given of the Hilbert class fieldHOK associated to
the integral closure OK of A = Fq[T ] in a real quadratic extension K of k = Fq(T ).
By real, we mean that K ⊂ k∞ = the analytic completion of k with respect to the
valuation associated to ∞ ∈ P1. This explicit description of HOK was given using
the values of a multivalued, modular invariant function

jqt : k∞ ⊸ k∞

Date: November 14, 2019.
2010 Mathematics Subject Classification. Primary 11R37, 11R80, 11R58, 11F03; Secondary

11K60.
Key words and phrases. quantum Drinfeld module, ray class field, function field arithmetic.
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Elementos de la Demostración



Geometŕıa de Campos de Funciones

K/Q se induce por un morfismo de curvas definidas sobre F

π : ΣK −→ P1 donde K ⊂ R implica π−1(∞) = {∞1,∞2}.

Tenemos que

OK = Reg(ΣK − {∞1,∞2}).

Por el Teorema de Unidades de Dirichlet,

O×K ∼= Z× F×q .

∴ Cada encaje de OK en R tiene imagen densa. ⇒ el cociente

R/OK es un toro cuántico.
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Anillos de Enteros Chicos

En el contexto de campos de funciones hay anillos de enteros

chicos:

A∞i := Reg(ΣK −∞i ) ⊂ OK, i = 1, 2,

cada uno dando su propio campo de clases de Hilbert:

HA∞i

HK.

En este caso A×∞i
∼= F×q ⇒ existen encajes discretos

A∞i ↪→ R.

El cociente R/A∞i , llamado módulo de Drinfeld, es un objeto

geométrico manejable.

29



Identificación de jqt(f )

Por ser discreto en R, cada ideal a ⊂ A∞1 define una función zeta

convergente

ζa(k) =
∑

06=α∈a mónico

α−k , k ∈ Z

con la cual se puede definir el invariant modular

j : ClA∞1
−→ R.

Escribiendo Gal(K/Q) = {id,σ}, el conjunto

ai = {g ∈ K| |σ(g)|∞1 < q−i} ⊂ A∞1 = {g ∈ K| |σ(g)|∞1 ≤ 1}
es un ideal para cada i = 0, 1, . . . .

Teorema (Demangos-Gendron)
Si f ∈ K es unidad fundamental y |f |∞1 = qd , d > 0,

jqt(f ) = {j(ai )}d−1
i=0 . 30



Teoŕıa Cuasicristalina de Números



Un Teorema de Richard Pink

Sea θ ∈ R una unidad cuadrática fundamental, K = Q(θ),

Gal(K/Q) = {id,σ}. Para x ∈ R consideremos el analogo de ai ,

ax = {α ∈ OK : |σ(α)| < θ−x}.

ax ⊂ R es discreta ⇒ se puede definir el invariante modular j(ax)

usando la función zeta convergente

ζax (s) :=
∑

0<α∈ax
α−s .

Teorema (Pink, comunicación privada, octubre 2017)

jqt(θ) = {j(ax)}x∈[0,1).

Además, los ax son cuasicristales.

31



Cuasicristales

Definición (Yves Meyer)
Un cuasicristal

Λ ⊂ Rn

es un conjunto de Delaunay (i.e. un subconjunto relativamente

denso y uniformamente discreto) que es una casi ret́ıcula: existe

F ⊂ Rn finito tal que

Λ−Λ ⊂ Λ+ F .
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Teselaciones de Penrose

El conjunto de vertices de una teselación de Penrose es un

cuasicristal.
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Cuasicristales F́ısicos

En 1984, Dan Schectman creó un el laboratorio un aleación de

aluminio y manganeso cuya estructura atomica no es cristalina sino

cuasicristalina. Por este descubrimiento, recibió el premio Nobel en

2011.

34



Anillos Cuasicristalinos

El Teorema de Pink sugiere que el análogo del anillo chico A∞1 es

el anillo cuasicristalino

Aσ1 := {α ∈ OK | |σ(α)| ≤ 1}

(un quasicristal que es monöıde multiplicativo) y el análogo de los

ideales ai es la familia

ax ⊂ Aσ1

de ideales cuasicristalinos.

Nota
Aσ1 consiste de los números de Pisot y Salam en K , y sus

negativos.
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Módulos de Drinfeld

En el contexto de campos de funciones, los cocientes

Ta = C/a, a ⊂ A∞1 un ideal

juegan el papel de “curvas eĺıpticas de rango 1”. Hay un mapeo

aditivo, el exponencial,

expa : Ta
∼=−→ C

que induce la estructura de A∞1-módulo sobre C, llamado módulo

de Drinfeld.
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Módulos de Drinfeld Cuasicristalinos

Para a = ax consideremos la cerradura

Ŝa := {r + a : r ∈ R}
dentro del espacio de cuasicristales de dimension 1. Tiene la

estructura de un solenöıde de dimensión 1 – un espacio

localmente modelado sobre

R× Cantor.

Además tiene Multiplicación Cuasicristalina: una acción por Aσ1

por endomorfismos cuasicristalinos. Existe un mapeo exponential

expa : Ŝa −→ C

que define una “casi Aσ1 estructura” sobre su imagen

Da = módulo de Drinfeld cuasicristalino.
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Un Módulo de Drinfeld Cuasicristalino Áureo
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MODULES DE DRINFELD QUASICRISTALLINS

T.M. GENDRON, E. LEICHTNAM, AND P. LOCHAK

Abstract. Dans cet article nous développons la notion de module de Drinfeld
quasicristallin, que l’on peut voir comme un analogue en caractéristique zéro
des modules de Drinfeld classiques. On prendra garde que l’adjectif se réfère
aux quasi-cristaux (au sens de [23]), sans rapport avec la théorie cristalline
initiée par A. Grothendieck.
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Introduction

Rassembler sous la dénomination commune de corps globaux les corps de nombres
(alias les extensions finies de Q) et les corps de fonctions (alias les extensions finies
de Q := Fq(T )) a sans doute constitué l’un des gestes les plus productifs en théorie
des nombres. Cette philosophie, promue par A.Weil dans son ouvrage si influent
([35]), a largement établi l’habitude de prouver d’abord les conjectures pour les
corps de fonctions (donc en caractéristique positive), en utilisant les structures
supplémentaires attachées à ces derniers, à savoir d’abord :

(1) La géometrie des courbes que l’on trouve comme en coulisses dans les ex-
tensions de Q mais pas pour les corps de nombres ;

(2) l’arithmétique de rang 1, c’est-à-dire l’existence d’anneaux de Dedekind
avec groupe d’unités fini, qui découle du caractère non archimédien de la
somme par rapport aux valuations à l’infini, tandis que les valuations à
l’infini des extensions de Q sont elles archimédiennes.

L’aspect géométrique des extensions de Q était utilisé par Weil pour démontrer
l’hypothèse de Riemann [36] dans ce cas, ce qui l’a conduit à la formulation des
fameuses conjectures, dites de Weil [37]. Les preuves de Weil et de Deligne conti-
nuent à inspirer certaines approches du cas “classique”, comme le montrent les
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Programa de Multiplicación Cuasicristalina

Desarrollar la teoŕıa de módulos de Drinfeld cuasicristalinos

Da

con Multiplicación Cuasicristalina.

Utilizarla para adaptar la prueba del Teorema Principal a la

Conjetura

H = K

( ∏
α∈jqt(θ)

α

)
= K

( ∏
x∈[0,1)

j(ax)

)
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