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Motivacion

Variedades téricas: Y una variedad proyectiva de dimensién d es térica si
contiene un toro denso (k*)? cuyo propia accién se extiende a Y.
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Degeneraciones téricas

Definition

Sea X una variedad proyectiva. Una degeneracion torica de X es un
morfismo plano & : X — Al cuyo fibra especial €71(0) es una variedad
térica y con un isomorfismo sobre Al \ {0}:
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Degeneraciones téricas

Definition

Sea X una variedad proyectiva. Una degeneracion torica de X es un
morfismo plano & : X — Al cuyo fibra especial €71(0) es una variedad
térica y con un isomorfismo sobre Al \ {0}:

X\ €740) = » X x (A1\ {0})

s

AT\ {0}

X es una familia de fibras, X es la fibra genérica.

Ejemplo: Una degeneracidn térica encajada es, por ejemplo

X=V(2z—x>+1txz%) C P, x Al
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Degeneraciones téricas algebraicas

Una degeneracidn térica algebraica es equivalente a la siguiente
informacién:

@ un k[t]-algebra finitamente generada con graduacién positiva R

@ un dominio entero con graduacién positiva R = @~ Ri
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que cumplen: -
@ NR[t7!] = R[t,t] como k[t]-médulos y algebras graduadas;

Q Ry := M/(t) es un dlgebra de un semigrupo k[S] con S C Z>o x Z¢
finitamente generado;

@ la accién de k* en k|[t] se extiende a R respetando la graduacién y
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Una degeneracidn térica algebraica es equivalente a la siguiente
informacién:

@ un k[t]-algebra finitamente generada con graduacién positiva R
@ un dominio entero con graduacién positiva R = @~ Ri
que cumplen: -
@ NR[t7!] = R[t,t] como k[t]-médulos y algebras graduadas;

Q Ry := M/(t) es un dlgebra de un semigrupo k[S] con S C Z>o x Z¢
finitamente generado;

@ la accién de k* en k|[t] se extiende a R respetando la graduacién y
k[t] actia como (k*)9 en Ry.

Theorem (Kaveh—Manon—Murata arxiv 2017)

En este caso existe una valuacién v : R\ {0} — Zso x Z9 con imagen S
tal que Ry = k[S] y R es el dlgebra de Rees de v.
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Degeneraciones téricas desde valuaciones
R = @~ Ri una k-algebra graduada y dominio entero.

Un mapeo v : R\ {0} — (Z9, <) es una valuacion (Krull) si para
f,ge R\{0} ycek

v(fg) = v(f) +v(g), w(cf)=v(f), v(f+g)=min{v(f)v(g)}

' R,/m, =k, e.g. si v es de rango completo, i.e. rank(S) = dim(R) usando la
desigualdad de Abhyankar
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f,ge R\{0} ycek

v(fg) = v(f) +v(g), wvlcf) =wv(f), v(f+g)=>min{v(f)v(g)}
~» §:=1im(v) es un semigrupo.

~ v induce una filtracién en R, para m € 74

Fn:={feR:v(f)<m} and F_p:={f€R:v(f)<m}

Proposicién: Si dim(Fpn/F<m) <1 para m € Z9 1 entonces

gry(R) = k[S].

' R,/m, =k, e.g. si v es de rango completo, i.e. rank(S) = dim(R) usando la
desigualdad de Abhyankar
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Seav: R\ {0} — Z? una valuacién Krull de rango completo con S
finitamente generado.

Lara Bossinger 6/ 22



Degeneraciones téricas desde valuaciones

Theorem (Dave Anderson 2013)

Seav: R\ {0} — Z? una valuacién Krull de rango completo con S
finitamente generado.

Entonces existe una degeneracion térica de X = Proj(R) con fibra especial
Xo = Proj(k[S]) definido del dlgebra de Rees de v:

R = @ i>ot' F<j,

donde F<j = U, (m<; Fm para una proyeccion adecuada  : 7z = Z.

Lara Bossinger 6/ 22



Degeneraciones téricas desde valuaciones

Theorem (Dave Anderson 2013)

Seav: R\ {0} — Z9 una valuacién Krull de rango completo con S
finitamente generado.

Entonces existe una degeneracion térica de X = Proj(R) con fibra especial
Xo = Proj(k[S]) definido del dlgebra de Rees de v:

R = EB i>ot' F<j,

donde F<j = U, (m<; Fm para una proyeccion adecuada  : 7z = Z.

R es un k[t]-4lgebra plana con

R/(t—1)R=R y R/tR=gr,(R).
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Politopos de Newton—Okounkov

Xo es térica y proyectiva = existe un politopo que define la normalizacién
Xo, es el politopo de Newton—Okounkov de v:

A(R,v) := conv (U {@ fe R,-}) c R

i>0
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Politopos de Newton—Okounkov

Xo es térica y proyectiva = existe un politopo que define la normalizacién
Xo, es el politopo de Newton—Okounkov de v:

U{@:f@&-}) C RY,

A(R,v) := conv (
i>0
Theorem (Kaveh—Khovanskii 2012, Lazarsfeld-Mustata 2009)

El nimero de puntos enteros en A(R,v) es n y el volumen (normalizado)
de A(R,v) es el grado de X C P"~1.
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Preguntas

@ Si Xo = Xp tenemos un mapeo de momento
p:Xo = A(R,v)

que codifica la topologia de Xj (e.g. Xp tiene una estratificacién en
érbitas que corresponden a las caras de A(R,v)).
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Preguntas

@ Si Xo = Xp tenemos un mapeo de momento
p:Xo = A(R,v)

que codifica la topologia de Xj (e.g. Xp tiene una estratificacién en
érbitas que corresponden a las caras de A(R,v)).

; Existe un mapeo de momento para la variedad X ?

@ A(R,v) da ecuaciones para Xo C P" 1,
¢ Podemos obtener ecuaciones para X y X de A(R,v)?

Vamos a utilizar la teoria de Grébner.
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Degeneraciones de Grobner
Sea k = k con char(k) =0y R = k[xy,...,xn]/! con | homogeneo.
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Sea k = k con char(k) =0y R = k[xy,...,xn]/! con | homogeneo.
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Degeneraciones de Grobner
Sea k = k con char(k) =0y R = k[xy,...,xn]/! con | homogeneo.

Para w € R” tenemos el ideal inicial iny () := (iny(f) : f € 1) y una
familia plana

Ew: X — Al
con fibra genérica X = Proj(R) and fibra especial Proj(R,) = Xo donde
Ry = k[x1,...,xa)/inw(]).

Example
Para | = (y2z — x3 + xz%) € k|x,y,z] y w = (2,3,0) € R3 tenemos

in(2,3’0)(y22 — X34 xz?)=x3—y2z

que define la familia plana

X = Proj (k[t][x,y,2]/(y2> = x* + txz?))
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El abanico de Grobner y la tropicalizacién de un ideal

Definition

El abanico de Grobner GF(I) de un ideal homogeneo [ of | es R" con
conos abiertos definidos por

v,we C° < iny(l)=iny(/)
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El abanico de Grobner y la tropicalizacién de un ideal

Definition
El abanico de Grobner GF(I) de un ideal homogeneo [ of | es R" con
conos abiertos definidos por

v,we C° < iny(l)=iny(/)

La tropicalizacion T (1) de [ es el sub-abanico cerrado de GF(/) de esos
w € R” tal que iny (/) no contiene monomios.
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Ejemplo

Sea | = (y%2z — x3 + xz%) C C[x, y, z]. Entonces, GF(/) es R3 con la
estructura de abanico abajo y 7(/) es su l-esqueleto:

v (v?z = x*)
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Teorema de la correspondencia

Theorem (L.B."20, K.Kaveh—C.Manon '19)

Sea R un dominio con graduacidén positiva, v : R\ {0} — Z9 una
valuacion de rango completo con S finitamente generado.
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Teorema de la correspondencia

Theorem (L.B."20, K.Kaveh—C.Manon '19)

Sea R un dominio con graduacidén positiva, v : R\ {0} — Z9 una

valuacion de rango completo con S finitamente generado. Entonces existe
un isomorfismo de dlgebras graduadas

klxi,...,xn]/l = R

tal que la variedad térica de Anderson Proj(k[S]) es isomorfa a la variedad
torica de una degeneracion de Grobner para algin w € T (1) C R":

Proj(k[S]) = Proj(Rw).
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|dea de la Prueba
Sea b1,...,b, € R tal que (v(b1),...,v(by)) =S ~ base de Khovanskii
T KX, ..., xn] > R, xi — bj
I:=ker(m) y R k[x,...,xq]/l. Para M, := (v(b;););j € Z9*"y
f=> x%, € klxi,...,xn
iny, (f) == Z xPcy,.
b: Myb:min<,eX{Ml,a:ca;£0}
Proposicion: k[S] = k[x1, ..., xn]/inm, ()

Para cada G C I con iny, (1) = (inp,(g) : g € G) existe pr: Z9 — 7 tal
que para cada g = > _x%¢ € G:

M,aj <jex Mya; = pr(M,a;) < pr(M,aj).

Lema: Sea w = pr(M) € Z", entonces w € T(I) y
k[S] = k[x1,...,xn]/inw () = Ry.
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Proyecciones en degeneraciones téricas
Example

Para la curva eliptica X = V/(y2z — x3 + xz2) una degeneracién térica es

X=V(’z-x>+txz?) C P2, x Al

xy:z

con fibra especial Xp = V(y?z — x3).
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Proyecciones en degeneraciones téricas
Example

Para la curva eliptica X = V/(y?z — x3 + xz?) una degeneracién térica es
X=V(y’z-x*+txz°) C ]P)2<:y:z x Al

con fibra especial Xo = V/(y?z — x3). Tenemos

X - P! —» Xo
x:y:z] = [y:z] = [y?z:y3:29

Sea R = kx,y,z]/(y?z — x>+ xz2) y Ro = k[x,y,2]/(y?z — x3). Para
v:R\{0} = 7Z> x—(1,1),7 — (1,0),Z — (1,3)

tenemos Ry = k[S] con base x* para s € ((}), (5), (3))-
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Proyecciones en degeneraciones téricas
Example

Para la curva eliptica X = V/(y?z — x3 + xz?) una degeneracién térica es
X=V(’z—xC+txz®) P2, x Al

xy:z

con fibra especial Xop = V(y?z — x3). Tenemos
X - P Xo
kiyizl o lyid o bRz d
Sea R = kx,y,z]/(y?z — x>+ xz2) y Ro = k[x,y,2]/(y?z — x3). Para
v:R\{0} =7Z% xw— (1,1),7— (1,0),z~ (1,3)

tenemos Ry = k[S] con base x* para s € ((}), (5), (3))-
Y ¢* : k[S] < R es un encaje graduado que manda la base de k[S] a
monomios linealmente independientes y?z® en R.
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La proyeccién desde el semigrupo
Example

Tenemos k[S] = k [Xs :s€((1), Q) (§)>20] con deg x(#?) = a. Pero en

R deg(y?z®) = a + b ~ hay que adaptar la graduacién de S:

v

Lara Bossinger 15/ 22



La proyeccién desde el semigrupo
Example

Tenemos k[S] = k [Xs :s€((1), Q) (;1;)>20} con deg x(#?) = a. Pero en

R deg(y?z®) = a + b ~ hay que adaptar la graduacién de S:

v

Lara Bossinger 15/ 22



La proyeccién desde el semigrupo
Example

Tenemos k[S] = k [Xs :s€((1), Q) (;1;)>20} con deg x(#?) = a. Pero en

R deg(y?z®) = a + b ~ hay que adaptar la graduacién de S:

v

Lara Bossinger 15/ 22



La proyeccién desde el semigrupo
Example
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La proyeccién desde el semigrupo
Example

Tenemos k[S] = k [XS :s€((1), Q) (§)>20} con deg x(#P) = a. Pero en

R deg(y?z®) = a + b ~ hay que adaptar la graduacién de S:

Recuerda: y?z® € R son linealmente independientes, entonces
k[S]<= R con (1,0)+—y3 (1,1)—y%z & (1,3)+ 25

es un encaje y el pullback de X —» Xo con [x :y: z] — [y%z:y3: 2%].
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Subalgebras téricas y ordenes monomiales

Para v : R\ {0} — Z9 una valuacién de rango completo con semigroup S
finitamente generado queremos un encaje graduado:

k[S] — R

como subalgebra térica.
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Subalgebras téricas y ordenes monomiales

Para v : R\ {0} — Z9 una valuacién de rango completo con semigroup S
finitamente generado queremos un encaje graduado:

k[S] = R
como subalgebra térica.
Idea: Manda la base S de k[S] a elementos de una base de R.

~~» Podemos usas las bases de monomios estandar. Definimos

Un orden monomial en k[xi,...,xn] es un orden total en el conjunto de
monomios de k[xi, ..., x| tal que

1<x? y x@<xt = X3 xbte Va,b,c € 7.
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Bases de monomios estandar

Sea < un orden monomial en k[xi, ..., Xp].
Definition

Para un ideal | C k[xq,...,x,] su ideal inicial ideal con respecto a < es

inc(l):=(inc(f): f €F)

donde in.(f) es el termino maximal de f con respecto a <.
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Bases de monomios estandar

Sea < un orden monomial en k[xi, ..., Xp].
Definition
Para un ideal | C k[x1,...,xn] su ideal inicial ideal con respecto a < es

inc(l):=(inc(f): f €F)

donde in.(f) es el termino maximal de f con respecto a <.

Observa que in<(/) es un ideal monomial. Define una base de monomios
estandar de R

B :={X"eR:x"&in ()}

Cada cono maximal en el abanico de Grobner GF(/) corresponde a un ideal
inicial monomial in(/).
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Bases de monomios estandar para la curva eliptica

Example

Para | = (x® — xz? — y?z) C k|x,y, z] el abanico de Grobner tiene 3 conos
maximales:

B2,y = {x7y*z¢:b<20c <1}

B2y = {x?yPz¢:a <10 c< 2}

que corresponden a tres bases de monomios estandar para R = k[x, y, z]/I.
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Idea de la construccidn

Sea R = k[x1,...,xn]/l y k[S] = k[x1,...,xa]/inw(]).
Objetivo: ¢* : k[S] — R graduado

@ Toma {x;,...,x;,} algebraicamente independiente en k[S] (si no
existe ~» Veronese);

@ Lema: Existe un cono maximal C. € GF(/) con w € C tal que

X7

. -XZ" € B« paratodas a; >0

Entonces, S > s = (s1,...,54) = X" - -x,.jd € R manda una base de
k[S] a elementos de una base de R = es un encaje;

© Ajusta la graduacién de S (como en el ejemplo) y aplica el Lema.
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Paso 2: Lema
Example

Para w con in (y?z — x> + xz%) = (y?z — x3) existen dos conos maximales
en GF(/) conw € C:

(v?2)
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en GF(l) conw € C:

(v?2)

Sea Ry = k[x,y,z]/(x® — yz?). Para cada conjunto de variables
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Paso 2: Lema

Example

Para w con in (y?z — x3 + xz2) = (y?z — x3) existen dos conos maximales
en GF(l) conw € C:

Sea Ry = k[x,y,z]/(x® — yz?). Para cada conjunto de variables
algebraciamente independientes existe una base de monomios estandar:

{x,y} ~ x%Pe B2, asc<l,
{x,z} ~ x%z°€B(p, asb<?2,

{y,z} ~ beC S B(Xa) as a < 3.
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Un mapeo de momento para X

El mapeo ¢ : X — Xp con ¢* : k[S] < R nos da un "mapeo de
momento” como composicidn

X 2 Xo 5 A(R, V)
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Un mapeo de momento para X

El mapeo ¢ : X — Xp con ¢* : k[S] <= R nos da un "mapeo de
momento” como composicidn

X 2 Xo 5 A(R, V)

Hasta el momento sabemos que es sobreyectivo si
o X una curva,

o la normalizacién Xy = P9,

@ los T-puntos fijos de Xy corresponden a secuencias regulares en R.
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