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Nuestro arquetipo

Teorema (Gauss—Bonnet, ca. 1848)

Si M? es una variedad riemanniana 2-dimensional compacta, sin
frontera y con curvatura gaussiana K, entonces

/ KdA = 2y (M?).
M?2

Corolario
Una variedad riemanniana 2-dimensional compacta, sin frontera y
con K > 0 es difeomorfa a S> o RP?.
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(M, g), una variedad riemanniana.

La métrica riemanniana tiene curvatura:

Nc T,M— K(N) R,
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Definicién
» Una curva v: [0,1] — (X, dist) es una geodésica si

Longitud(vy) = dist(y(0),v(1)).

» Un espacio de longitud (X, dist) es un espacio geodésico si dos
puntos cualesquiera p, g € X pueden ser unidos por una geodésica.

e R2\ {(0,0)} es un espacio de longitud pero no es un espacio
geodésico.

e Las variedades riemannianas completas son espacios geodésicos.
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Geometria métrica

Definicion
» Un triangulo Apgr en un espacio geodésico X consiste de:
tres puntos (distintos) p,q,r € X'y

tres geodésicas [pq], [pr], [gr] que los unen.

» Un tridangulo de comparacién en S,f es un tridngulo Apgr
en S,f cuyos lados tienen la misma longitud que los lados de
Apgr.



Geometria métrica

Ejemplo
Tridngulos de comparacién

k>0 k=0 k<O
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Curvatura en espacios geodésicos

Definicién (Propiedad T para tres puntos p, q,r € X)

Dados Apgr C X y Apgr C S2,

la propiedad T, se cumple si, para

X S cualquier punto s en la geodésica de
g a r, se cumple que

7 dist(p, s) > dist(p, 3),

s donde S es el punto en la geodésica
de g a ¥ que corresponde a s.
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Propiedades importantes
» Las geodésicas no se bifurcan: \_4 X

» Teorema de globalizacién de Toponogov: la propiedad Ty se cumple
globalmente.

» La dimension de Hausdorff de X es un entero.

Ejemplo

Este no es un espacio de Alexandrov:
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Ejemplos y construcciones

» Variedades riemannianas completas con sec > k.

» X =09Y, donde Y C R" es un conjunto convexo.
» Conos y suspensiones de espacios de Alexandrov con curv > 1.
> X = Y; Ug Y, donde los Y; son espacios de Alexandrov con

fronteras isométricas.

» X =Y/G, donde G es un grupo compacto de isometrias y
curvY > k.

» Ciertos espacios compactos estratificados cuyos estratos regulares
admiten sec > k.

» X = limgy M], donde los M son n-variedades riemannianas
compactas con sec M; > k.

> 0 =
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Estructura local

Angulos y espacio de direcciones
> Angulso entre geodésicas — direcciones tangentes.

» 3, = espacio de direcciones de X en p.

Teorema (Burago, Gromov, Perelman, 1992)

> (X,,Z) es un espacio de Alexandrov con curv > 1.

> dim¥, =dimX —1.

Teorema (Perelman, 1992)

Cada p € X tiene una vecindad homeomorfa al cono sobre ¥,



Habitat

Teorema (Burago, Gromov, Perelman, 1992)

La cerradura M, |, del conjunto de variedades riemannianas compactas
Mip=1{(M",g) : sec > k,diam < D }

(en la topologia de Gromov—Hausdorff) consiste de espacios de
Alexandrov con curv > k, diam < D y dim < n.



Estabilidad

Teorema (Perelman, 1992)

Si dos espacios de Alexandrov compactos, n-dimensionales, con curv > k
estan suficientemente GH-cerca, entonces son homeomorfos.
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Dimension 2

» Sidim X = 2, entonces X es una variedad topolégica
(posiblemente con frontera).

> SidimX =2, 0X =9 ycurvX > 1, entonces X = S? o
RP2.

Espacios de direcciones en dimensién 3

3-espacios de Alexandrov sin frontera == ¥, ~S? o0 RP2
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> S3 ~ Susp(S?)
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Espacios de Alexandrov de dimensién 3

Ejemplo

> A:S? — S? funcién antipodal.
> S?/A~RP2
> S3 ~ Susp(S?
P(5°) S% = Susp(S?)
> . =Susp(A): S* — S3.
> S3/u~ Susp(RP?).

» Dos puntos con vecindades
homeomorfas a conos sobre RP?.

~ 2
> X, ~RP2 x [0,1]. Susp(RF?)
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>

>

Y, ~S% o RP2
Cada p € X tiene una vecindad homeomorfa al cono sobre ¥,

X es homeomorfo a una 3-variedad compacta X, con un nimero
finito de componentes de frontera RP? a cada una de las cuales se
le pega un cono sobre RP?.

X no es variedad — X ~ )N(/L donde
X es una 3-variedad topoldgica cerrada y orientable;

t: X — X es una involucién que invierte la orientacién y con
sélo puntos fijos aislados.

X tiene una métrica de Alexandrov d (levantamiento de d) con la
misma cota inferior de curvatura que X y ¢ es una isometria con
respecto a d.

¢ es equivalente a una involucién diferenciable en X (como
3-variedad diferenciable).
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Espacios de Alexandrov de dimensién 3

Teorema (— & Guijarro, 2015)

Sea X3 un 3-espacio de Alexandrov cerrado con curvatura positiva. Si X3
no es una variedad, entonces X3 ~ Susp(RP?).

Corolario

Un 3-espacio de Alexandrov cerrado con curvatura positiva es
homeomorfo a Susp(RP?) o a S3/T.

Espacios de direcciones en dimensién 4
X espacio de Alexandrov 4D sin frontera => ¥, ~ Susp(RP?) o S3/T.
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vvyyvyy

vy

Sea X' el conjunto de puntos en X con espacio de direcciones RP2.
Tenemos X = X /1 con curv X > k > 0.

Sea X’ el conjunto de puntos fijos de ¢: X — X.

Puesto que ctjrv)ﬂg > k > 0, el grupo fundamental

m1(X) = (X \ X') es finito.

Esto implica que 71 (X \ X’) = m1(X,) también es finito.

Un teorema de Epstein en topologia de 3-variedades, junto con la

demostracion de Perelman de la conjetura de Poincaré, implica que
X, ~ RP? x [0,1].
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Demostracién del teorema

Sea X' el conjunto de puntos en X con espacio de direcciones RP2.
Tenemos X = X/t con curv X > k > 0.
Sea X’ el conjunto de puntos fijos de ¢: X — X.

vvyyvyy

Puesto que ctjrv)ﬂg > k > 0, el grupo fundamental
m1(X) = (X \ X') es finito.
Esto implica que 71 (X \ X’) = m1(X,) también es finito.

vy

Un teorema de Epstein en topologia de 3-variedades, junto con la
demostracion de Perelman de la conjetura de Poincaré, implica que
X, ~ RP? x [0,1].

» Por lo tanto, |X'| = 2. O
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Thurston, excepto la hiperbdlica.

Colapso: volX; — 0.

Shioya & Yamaguchi, 2000: 3-variedades riemannianas cerradas
colapsadas.

Mitsuishi & Yamaguchi, 2015: Estructura de 3-espacios de
Alexandrov cerrados con colapso.

— & Guijarro, 2015: Geometrizacion de 3-espacios de Alexandrov
cerrados y clasificacién en el caso de curv > 0.

Nufez-Zimbrén, 2018; — & Nuifiez-Zimbrén, 2020: Clasificacion de
3- espacios de Alexandrov cerrados y con acciones isométricas
(locales) del circulo.
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» 3-dimensional Alexandrov spaces
Geometria?
Clasificacién en el caso simplemente conexo?
Espacios abiertos?

Topologia de 3-variedades singulares (Quinn, 1981)?

» Espacios de Alexandrov de dimensién infinita.
Practicamente inexplorados.
» Algunas referencias
» Burago, Burago, Ivanov: A course in metric geometry, AMS.

» — Guijarro: On three-dimensional Alexandrov spaces. Int.
Math. Res. Not. IMRN 2015.

» — Ndiez-Zimbrén: Three-dimensional Alexandrov spaces: a
survey, 2021, por aparecer.
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