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Nuestro arquetipo

Teorema (Gauss–Bonnet, ca. 1848)

Si M2 es una variedad riemanniana 2-dimensional compacta, sin
frontera y con curvatura gaussiana K, entonces∫
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KdA = 2πχ(M2).

Corolario
Una variedad riemanniana 2-dimensional compacta, sin frontera y
con K > 0 es difeomorfa a S2 o RP2.
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Geometŕıa métrica

Definición
El espacio modelo S2

k con curvatura k ∈ R es la variedad
riemanniana completa y simplemente conexa con curvatura
constante k :

I Una 2-esfera redonda, si k > 0.

I El plano euclidiano, si k = 0.

I Un plano hiperbólico, si k < 0.
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Curvatura en espacios geodésicos

Definición (Propiedad Tk para tres puntos p, q, r ∈ X )

Dados 4pqr ⊂ X y 4pqr ⊂ S2
k ,

la propiedad Tk se cumple si, para
cualquier punto s en la geodésica de
q a r , se cumple que

dist(p, s) ≥ dist(p, s),

donde s es el punto en la geodésica

de q a r que corresponde a s.
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Un espacio de Alexandrov con curvatura acotada inferiormente por

k ∈ R es un espacio geodésico completo con dimensión (de Hausdorff)

finita que satisface la propiedad Tk localmente.

Ejemplos

Este es un espacio de Alexandrov:

Este no es un espacio de Alexandrov:
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Ejemplos y construcciones
I Variedades riemannianas completas con sec ≥ k .

X = ∂Y , donde Y ⊂ Rn es un conjunto convexo.

Conos y suspensiones de espacios de Alexandrov con curv ≥ 1.

X = Y1 ∪∂ Y2, donde los Yi son espacios de Alexandrov con
fronteras isométricas.

X = Y /G , donde G es un grupo compacto de isometŕıas y
curvY ≥ k .

Ciertos espacios compactos estratificados cuyos estratos regulares
admiten sec ≥ k.

X = limGH Mn
i , donde los Mn

i son n-variedades riemannianas
compactas con secMi ≥ k .
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curvY ≥ k .

I Ciertos espacios compactos estratificados cuyos estratos regulares
admiten sec ≥ k.

X = limGH Mn
i , donde los Mn

i son n-variedades riemannianas
compactas con secMi ≥ k .



Ejemplos y construcciones
I Variedades riemannianas completas con sec ≥ k .

I X = ∂Y , donde Y ⊂ Rn es un conjunto convexo.

I Conos y suspensiones de espacios de Alexandrov con curv ≥ 1.

I X = Y1 ∪∂ Y2, donde los Yi son espacios de Alexandrov con
fronteras isométricas.

I X = Y /G , donde G es un grupo compacto de isometŕıas y
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Estructura local

Ángulos y espacio de direcciones

I Ángulso entre geodésicas −→ direcciones tangentes.

I Σp = espacio de direcciones de X en p.

Teorema (Burago, Gromov, Perelman, 1992)

I (Σp,∠) es un espacio de Alexandrov con curv ≥ 1.

I dim Σp = dimX − 1.

Teorema (Perelman, 1992)
Cada p ∈ X tiene una vecindad homeomorfa al cono sobre Σp.



Estructura local
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Hábitat

Teorema (Burago, Gromov, Perelman, 1992)
La cerradura Mn

k,D del conjunto de variedades riemannianas compactas

Mn
k,D = { (Mn, g) : sec ≥ k , diam ≤ D }

(en la topoloǵıa de Gromov–Hausdorff) consiste de espacios de
Alexandrov con curv ≥ k, diam ≤ D y dim ≤ n.



Estabilidad

Teorema (Perelman, 1992)
Si dos espacios de Alexandrov compactos, n-dimensionales, con curv ≥ k
están suficientemente GH-cerca, entonces son homeomorfos.



Colapso

T 2 −→ S1
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I Análisis

I Simetŕıas

I Topoloǵıa
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I Topoloǵıa
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Espacios de Alexandrov de dimensión 1

Dimensión 1
I Si dimX = 1, entonces X es una variedad (posiblemente con

frontera).

I Si X es compacto, entonces X ≈ [0, 1] o S1.

Definición
Si dimX > 1, entonces

∂X = {p ∈ X : ∂Σp 6= ∅}.
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Espacios de Alexandrov de dimensión 3

Ejemplo

I A : S2 → S2 función antipodal.

S2/A ≈ RP2.

S3 ≈ Susp(S2)

ι = Susp(A) : S3 → S3.

S3/ι ≈ Susp(RP2).

Two points with space of directions
RP2.

Xo
∼= RP2 × [0, 1].
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Espacios de Alexandrov de dimensión 3
Sea (X , d) un 3-espacio de Alexandrov cerrado. (–, Guijarro, 2015)

I Σp ≈ S2 o RP2.

I Cada p ∈ X tiene una vecindad homeomorfa al cono sobre Σp.

I X es homeomorfo a una 3-variedad compacta Xo con un número
finito de componentes de frontera RP2 a cada una de las cuales se
le pega un cono sobre RP2.

I X no es variedad =⇒ X ≈ X̃/ι, donde

X̃ es una 3-variedad topológica cerrada y orientable;

ι : X̃ → X̃ es una involución que invierte la orientación y con
sólo puntos fijos aislados.

I X̃ tiene una métrica de Alexandrov d̃ (levantamiento de d) con la
misma cota inferior de curvatura que X y ι es una isometŕıa con
respecto a d̃ .

I ι es equivalente a una involución diferenciable en X̃ (como
3-variedad diferenciable).
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sólo puntos fijos aislados.

I X̃ tiene una métrica de Alexandrov d̃ (levantamiento de d) con la
misma cota inferior de curvatura que X y ι es una isometŕıa con
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Espacios de Alexandrov de dimensión 3

Teorema (– & Guijarro, 2015)
Sea X 3 un 3-espacio de Alexandrov cerrado con curvatura positiva. Si X 3

no es una variedad, entonces X 3 ≈ Susp(RP2).

Corolario
Un 3-espacio de Alexandrov cerrado con curvatura positiva es
homeomorfo a Susp(RP2) o a S3/Γ.

Espacios de direcciones en dimensión 4

X espacio de Alexandrov 4D sin frontera =⇒ Σp ≈ Susp(RP2) o S3/Γ.
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Espacios de Alexandrov de dimensión 3

Demostración del teorema

I Sea X ′ el conjunto de puntos en X con espacio de direcciones RP2.

I Tenemos X = X̃/ι con curv X̃ ≥ k > 0.

I Sea X̃ ′ el conjunto de puntos fijos de ι : X̃ → X̃ .

I Puesto que curv X̃ ≥ k > 0, el grupo fundamental
π1(X̃ ) ∼= π1(X̃ \ X̃ ′) es finito.

I Esto implica que π1(X \ X ′) = π1(Xo) también es finito.

I Un teorema de Epstein en topoloǵıa de 3-variedades, junto con la
demostración de Perelman de la conjetura de Poincaré, implica que
Xo ≈ RP2 × [0, 1].

I Por lo tanto, |X ′| = 2. �
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Xo ≈ RP2 × [0, 1].

I Por lo tanto, |X ′| = 2. �



Espacios de Alexandrov de dimensión 3

Demostración del teorema

I Sea X ′ el conjunto de puntos en X con espacio de direcciones RP2.

I Tenemos X = X̃/ι con curv X̃ ≥ k > 0.

I Sea X̃ ′ el conjunto de puntos fijos de ι : X̃ → X̃ .

I Puesto que curv X̃ ≥ k > 0, el grupo fundamental
π1(X̃ ) ∼= π1(X̃ \ X̃ ′) es finito.

I Esto implica que π1(X \ X ′) = π1(Xo) también es finito.

I Un teorema de Epstein en topoloǵıa de 3-variedades, junto con la
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Otros resultados en dimensión 3

Teorema (–, Guijarro, Núñez-Zimbrón, 2020)
Los 3-espacios de Alexandrov cerrados, irreducibles y suficientemente
colapsados están modelados en una de las geometŕıas 3-dimensionales de
Thurston, excepto la hiperbólica.

Colapso: volXi → 0.

Shioya & Yamaguchi, 2000: 3-variedades riemannianas cerradas
colapsadas.

Mitsuishi & Yamaguchi, 2015: Estructura de 3-espacios de
Alexandrov cerrados con colapso.

– & Guijarro, 2015: Geometrización de 3-espacios de Alexandrov
cerrados y clasificación en el caso de curv ≥ 0.

Núñez-Zimbrón, 2018; – & Núñez-Zimbrón, 2020: Clasificación de
3- espacios de Alexandrov cerrados y con acciones isométricas
(locales) del ćırculo.
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Clasificación en el caso simplemente conexo?

Espacios abiertos?
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I –, Núñez-Zimbrón: Three-dimensional Alexandrov spaces: a
survey, 2021, por aparecer.



Comentarios finales

I 3-dimensional Alexandrov spaces

Geometŕıa?
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¡Muchas gracias!
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