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Historia

@ Dos rusos Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky definieron las dlgebras de
conglomerado en 2001

(©http://www.math.1lsa.umich.edu/~fomin (©https://opc.mfo.de

@ Observaron la estructura de conglomerado en la teoria de positividad
total de matrices, en grupos cuanticos y sus bases candnicas.

@ ahora tienen su propio clasificaciéon 13F60

@ y hay mas que 1,755 articulos y desde 2003 habia mas que 139
eventos sobre el dlgebra de conglomerado
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (22 &2 b ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (it 2 52 ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son nimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajb; — ajb; > 0 para todos i < j.
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M= (22 22 7) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
by by b3 by g p
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.

Por ejemplo, para M = (é 8 -3 ) ) calculamos
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M= (22 22 7) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
by by b3 by g p
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajb; — ajb; > 0 para todos i < j.

0 7)

1 calculamos

Por ejemplo, para M = (]

Alzzdet(ég)ZQ
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M= (22 22 7) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
by by b3 by g p
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.

Por ejemplo, para M = ((1) g _13 3 ) calculamos

Ay =2, A13—det(1’3) =1
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M= (22 22 7) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
by by b3 by g p
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.

Por ejemplo, para M = ((1) g -3 B ) calculamos

Ap =2 Az3=1, A14—det(1’5)—1
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M= (22 22 7) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
by by b3 by g p
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajb; — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = ((1) g _13 _15) calculamos

A =2, A1i3=1, A1y=1, Apz=det(J ) =6
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M= (22 22 7) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
by by b3 by g p
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) := det (Z Zj) = ajb; — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (é g -3 _5) calculamos

A1 =2, A13=1, Aa=1, D3 =6, Agg=det(J °)=10
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (22 02 b ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

a; aj . .
Ajj(M) := det (b,- bj.) = ajb; — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (é g _13 _15) calculamos

Ay =2, A13=1, Arg=1, Ap3 =6, Ags =10, Agg =det () =2
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (5t 22 52 ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Aj(M) := det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.

Por ejemplo, para M = ((1] calculamos

)
App =2, Aiz=1, Ay =1, A3 =6, Ay =10, A3zq =2.

Observamos: A15Az4 + A140A3 =2-2+1-6 =10 = A13094.
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (it 2252 b)) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

Ajj(M) = det (Z Zj) = a;b; —ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (}9 3> 7°) calculamos
App =2, Aiz=1, Ap =1, A3 =6, Ay =10, A3zq =2.

Observamos: A15Az4 + A140A3 =2-2+1-6 =10 = A13094.
Ejercicio: Cada M € R?** cumple A12Az4 + A14A23 = A13A04.
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (22 &2 b ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son nimeros reales positivos:

Ajj(M) = det (Zﬁ Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = ((1) (2’ -3 _5) calculamos
A = 2, A3 = 1, A4 = 1, Aoz = 6, Aoy = 10, Azy = 2.

Observamos: A1pAzq + A14QA3=2-24+1-6 =10 = A13094.
Ejercicio: Cada M € R?** cumple A12Az4 + A1alo3 = A3 04.

Pregunta: jComo podemos verificar eficientemente si M es totalmente
positiva o no?
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
A1p, A13, A1a, Doz, Azq > 0. Pues, en este caso también

_ A1pAzg + A14Q03 -

A
24 s

0.
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
A1p, A13, A1a, Doz, Azq > 0. Pues, en este caso también

_ A1pAzg + A14Q03 -

A
24 s

0.

El conjunto {A13, A1, A1a, Aoz, Asa} se llama un test de positividad.

Pregunta: jComo podemos encontrar los tests de positividad?
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
A1p, A13, A1a, Doz, Azq > 0. Pues, en este caso también

_ A1pAzg + A14Q03 -

A
24 s

0.

El conjunto {A13, A1, A1a, Aoz, Asa} se llama un test de positividad.
Pregunta: jComo podemos encontrar los tests de positividad?
Para R2*# tenemos otro test de positividad: {Aog, A1, A1s, Doz, Azg}.

Los dos se pueden visualizar usando las triangulaciones del cuadrado:

1 Arp 2 1 Ar 2
A12A34A+A14A23 = A
A 3 A
JANP? B3| Ax ) A | 7% JAVX]
flip
4 Ny 3 N
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Ptolomeo y test de positividad

i Les parece conocida?
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Ptolomeo y test de positividad

iLes parece conocida?

La relacién de Ptolomeo: AC - BD = AB-CD + BC - A

test de positividad} 1-1 { triangulacién}
— :

Consecuencia: . ,
eficiente del n-dgon

= una triangulacién contiende la informacién de todos test de positividad
usando los flips.
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El dlgebra de conglomerado A7t

~~ Esta informacién la usamos para definir un digebra
de conglomerado At asociada a una triangulacién T

1 A 2
At es el subdlgebra de Q(A13, A12, A1a, Apz, Azy) T = o | N2
generado de todas los minores obtenidos de T con flips 4 pm 3

NA1pA34 + A14A
AT=<A13,A12,A14,A23,A34, 12 34A13 " 23=A24>
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El dlgebra de conglomerado A7t

~~ Esta informacién la usamos para definir un algebra

de conglomerado At asociada a una triangulacién T 1 A 2

AT es el subdlgebra de Q(AB, A1, A1g, Do3, A34) T = Au S

generado de todas los minores obtenidos de T con flips 4 A 3
A12Az4 + A1aA23

Ar = <A13, A1z, Arg, Aoz, Azg, AL = A

Nota: At es el anillo de coordenaras de la Grassmanniana Gra(4).

Gri(n) :=={V Cc K" : dimg (V) = k}.

Teorema (Scott 2006)

El anillo de coordenadas de la Grassmanniana Gr(n) en su encaje de
Pliicker es un dlgebra de conglomerado.
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Carcaj y mutacion de carcaj

1
e vértices congelados
T 2 5 Q7  *evértices mutables

3 4
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Carcaj y mutacion de carcaj

1
' o vértices congelados
T 2 5 §§ a Q7  *evértices mutables
3 4 \ !

Definicién (Mutacién de carcaj)

Q carcaj sin 1y 2-ciclos. La mutacién u(Q) de Q en k mutable es:
Vi — k — j agrega i — j, inverte cada flecha en k, y elimina 2-ciclos.
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Carcaj y mutacion de carcaj

1

' o vértices congelados

T 2 5 §§ a Q7  *evértices mutables
3 4 v

Definicién (Mutacién de carcaj)

Q carcaj sin 1y 2-ciclos. La mutacién u(Q) de Q en k mutable es:
Vi — k — j agrega i — j, inverte cada flecha en k, y elimina 2-ciclos.

AjAj = A,'J'Ak/ + A,'/Ajk — X,I(Xk = H Xi + H Xj.
i—keQ k—jeQ

Definiciéon (Mutacién de semillas)

Dado una semilla s = (x, Q) y un vertex mutable k de Q, la mutacion en la
direccion k puk(s) es el par (px(x), uk(Q)), donde pux(x) = x\ {xc} U {x;}.
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Ejemplo: mutacién de semillas

/ _ . .
Xk = IliskeqXi + ks jeq X

X1 — X2
SN
X3 1= —1';)@ — Xo X2 < X1
2 1
1+x N Ixat+x © X4 1+X1 — X1

X1 X1X2

N/

14+x 1+x1+x
X2 X1X2
Definimos el digebra de conglomerado:

1 1 1
AQ = <X17X27 +X27 T +X2a +X1> C Q(XLXQ)

X1 X1X2 X2

PAPIIT IA100724 CONAHCyT CF-2023-G-106



Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estdn contenidos en Z[xli, ey X Xpa Ly ey Xnam].
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Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estdn contenidos en Z[xli, ey X Xpa Ly ey Xnam].

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado estdn contenidos en
+ +
N[, ..o, X5, Xnt 1, - -+ 5 Xntm)-
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Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estdn contenidos en Z[xli, ey X Xpa Ly ey Xnam].

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado estdn contenidos en
+ +
N[, ..o, X5, Xnt 1, - -+ 5 Xntm)-

Teorema de Positividad (Gross—Hacking—Keel-Kontsevich 2014)

La conjetura de positividad es verdadera.

Gross—Hacking—Keel-Kontsevich ven las dlgebras de conglomerado como
anillos de funciones en variedades log Calabi-Yau (variedades de
conglomerado) y usan herramientas de la geometria biracional y la simetria
especular (mirror symmetry).
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Clasificacién de tipo finito (Fomin—Zelevinsky 2003)

El lgebra de conglomerado Ag es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito)
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Clasificacién de tipo finito (Fomin—Zelevinsky 2003)
El lgebra de conglomerado Ag es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito) si y solo si (la parte mutable de) Q es equivalente bajo mutacién
a una orientacién de un diagrama de Dynkin de tipo ADE:

Ap . . .

Dy : . 3 . / ’

\ .

Es : .

E7: .

Eg : .
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q = 2 y (X17X27X3) = (17 17 1)'

AN

p—
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q = 2 y (X17X27X3) = (17 lu 1)'

AN

3
> (X, Q) ~ (x, Q) entonces x" = (x1, x5, x5) es un triple de Markov.
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q = 2 y (X17X27X3) = (17 lu 1)'

AN

=3
> (X, Q) ~ (x, Q) entonces x" = (x1, x5, x5) es un triple de Markov.

@ El polinomio de Jones:

nudo o enlace fraccién grafo variable de
o . o . ~
de 2 puentes L continua serpiente conglomerado x;
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ¢) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q = 2 y (X17X27X3) = (17 1) 1)'

AN

=3
> (X, Q) ~ (x, Q) entonces x" = (x1, x5, x5) es un triple de Markov.

@ El polinomio de Jones:

nudo o enlace fraccién grafo variable de
o . o . ~
de 2 puentes L continua serpiente conglomerado x;

[Lee-Schiffler] El polinomio de Jones de L (hasta la normalizacién por el
término principal) es igual al polinomio de Laurent de x; (hasta una
especializacién de coeficientes).
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ¢) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q = 2 y (X17X27X3) = (17 1) 1)'

AN

=3
> (X, Q) ~ (x, Q) entonces x" = (x1, x5, x5) es un triple de Markov.

@ El polinomio de Jones:

nudo o enlace fraccién grafo variable de
o . o . ~
de 2 puentes L continua serpiente conglomerado x;

[Lee-Schiffler] El polinomio de Jones de L (hasta la normalizacién por el
término principal) es igual al polinomio de Laurent de x; (hasta una
especializacién de coeficientes).

© Las amplitudes de dispersion...
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Symbols for scattering amplitudes

Feynman integrals for scattering amplitudes often evaluate to
polylogarithms, defined recursively by iterated integrals

G(ar, - am 2) = [§ $25-G(az, ..., an 1), G(;2)=1
The differential structure

dG(an—la"-aal;an) == Z?;f G(an_l,...,é\i,...,al, )dIOga' i+l

aj—aj—1

motivates the definition of the symbol map
S(G(an-1,-.-,a1:3)) = 377 S(G(an-1,. .-, &, .., 31 2)) © F=20L

applied iteratively it associates a tensor product (called word) in variables
(called [etters),
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Example: symbol

eg. S(lLip(z)=—-(1-2)®z®---®z

Lix(2z) = /z Lix—1(t)dlogt, Lii(z) = —1log(l— z)
° (15)

clearly have

symbol(Lix(2)) = —(1-2)®2®---® z. (16)

k—1 times

PAPIIT IA100724 CONAHCyT CF-2023-G-106



Example: remainder function

3

3 2
1 1 1 2
RY =) (L,-— Liy(— ) §<§ Lia( m) +ﬂJ4+71r—2J2+
1

i=1

in terms of the functions

= L e S E e af) + b)),

L= 334 = 2m)l!
3
P, =2Li(— ZLll —v;),
and
3
J=) b(z) —tb(z;),
=1

CONAHCyT CF-2023-G-106

™
72’

(3.2)
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Example: alphabet for the remainder function R(2)s

35)(26) (13)(46) (15)(24)

Y1 = (23)(56) Y2 = 116)(34) Y= 4y (12)

e (10(3) o (29)(16) b0
LT (12)(34)’ 27 (56)(12) 87 (34)(56) ‘
_ (14)(36) (25)(34) _(36)(12)

17 s\ (16) T2 = 193y(45) 3 7 (16)(23)

where (jj) denotes the Pliicker coordinate Aj;. In particular, the symbol
alphabet consists of cross ratios for cluster variables of Grpg:
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Cluster bootstrap

In planar N' = 4 super Yang-Mills cluster variables of the Grassmannians
Gra 6(=2 Grpg), Gra 7 are letters in the symbol alphabet.

This has lead to a bootstrap for the amplitude: it is the unique generalized
polylogarithmic function with symbol letters given by cluster variables.
Mutation relations among cluster variables determine adjacencies to form
words.

hexagon 2 loops [A. B. Goncharov, M. Spradlin, C. Vergu, and A. Volovich 1006.5703], 3 loops [L. Dixon, J. Drummond, J.
Henn 1108.4461], [L. Dixon, J. Drummond, M. von Hippel, J. Pennington 1308.2276], 4 loops [L. Dixon, J. Drummond,
C. Duhr, J. Pennington 1402.3300], 5 loops [S. Caron-Huot, L. Dixon, A. McLeod, M. von Hippel 1609.00669], 6 and 7
loops [S. Caron-Huot, L. Dixon, F. Dulat, M. von Hippel, A. McLeod, Papathanasiou 1903.10890],
NMHV 3 loops [L. Dixon, M. von Hippel 1408.1505], 4 loops [L. Dixon, M. von Hippel, A. McLeod 1509.08127],
unique [J. Drummond, G. Papathanasiou, M. Spradlin 1412.3763],
heptagon [L. Dixon, J. Drummond, T. Harrington, A. McLeod, G. Papathanasiou, M. Spradlin 1612.08976], adjacencies [J.

Drummond, J. Foster, 0. Giirdogan, G. Papathanasiou 1812.04640], [J. Drummond, J. Foster, 0. Giirdogan
1710.10953]

Question: Can this be extended to non-planar/non-dual conformal cases?
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Beyond dual conformal scattering

Kinematics parametrized as momentum twistor variety with cluster
structure induced by partial flag varieties 7> 4., generalizing
Grassmannians [B.-Drummond-Glew JHEP 2023]

n=b5 finite type, cluster algebra is not invariant under permutation of
Pliicker labels.
cluster variables and their permutation copies recover (all but one,
W31 without clear physical significance) symbol letters and correctly
predict adjacencies [B.-Drummond-Glew, JHEP 2023]

n=6 infinite cluster type, all but some letters in the alphabet can be
recovered from the cluster structure [Spradlin—Pokraka—\Volovich—-Weng,
arXiv:2506.11895 [hep-th]] and [B.-Drummond—Glew—Giirdogan—Wright,
arXiv:2507.01015 [hep-th]]
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