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Semigrupos afines saturados y normalidad

Un semigrupo afin S C M es saturado si para cada entero kK > 0 y cada
mée M, km € S implica m € S.

Por ejemplo, para un cono poliedral racional estrictamente convexo
o C Ng el semigrupo afin S, = 0¥ N M es saturado.
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Semigrupos afines saturados y normalidad

Un semigrupo afin S C M es saturado si para cada entero kK > 0 y cada
mée M, km € S implica m € S.

Por ejemplo, para un cono poliedral racional estrictamente convexo
o C Ng el semigrupo afin S, = 0¥ N M es saturado.

Teorema (Teorema 1.3.5)

Sea V una variedad afin térica con toro Tp. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

@ V es normal (es decir, C[V] es enteramente cerrado).
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o C Ng el semigrupo afin S, = 0¥ N M es saturado.

Teorema (Teorema 1.3.5)

Sea V una variedad afin térica con toro Tp. Las siguientes afirmaciones
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@ V es normal (es decir, C[V] es enteramente cerrado).
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Semigrupos afines saturados y normalidad

Un semigrupo afin S C M es saturado si para cada entero kK > 0 y cada
mée M, km € S implica m € S.

Por ejemplo, para un cono poliedral racional estrictamente convexo
o C Ng el semigrupo afin S, = 0¥ N M es saturado.

Teorema (Teorema 1.3.5)
Sea V una variedad afin térica con toro Tp. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

@ V es normal (es decir, C[V] es enteramente cerrado).

@ V = Spec(CJS]) donde S C M es un semigrupo afin saturado.

© V = Spec(C[S,]) donde o C N es un cono poliedral racional
estrictamente convexo. )
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Prueba del Teorema 1.3.5

Sabemos que V' = Spec(C[S]) para un semigrupo afin S. La latiz de
caracteres del toro en V es ZS =: M. Sea n = dim V, entonces M = Z".
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Prueba del Teorema 1.3.5

Sabemos que V' = Spec(C[S]) para un semigrupo afin S. La latiz de
caracteres del toro en V es ZS =: M. Sea n = dim V, entonces M = Z".

(1)=(2): V es normal, entonces su anillo de coordenadas C[V] = C|[S] es
enteramente cerrado y su campo de fracciones es C(V).
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Prueba del Teorema 1.3.5

Sabemos que V' = Spec(C[S]) para un semigrupo afin S. La latiz de
caracteres del toro en V es ZS =: M. Sea n = dim V, entonces M = Z".

(1)=(2): V es normal, entonces su anillo de coordenadas C[V] = C|[S] es
enteramente cerrado y su campo de fracciones es C(V).

Queremos mostrar que S es saturadoa, sea entonces km € S para algin
mée My k > 0. El caracter x™ es una funcién polinomial en el toro
Ty C V y una funcién racional en V. Tenemos x*™ € C[S] que implica
que x™ es una raiz del polinomio ménico X% — x*™ con coeficientes en
CI[S]. Por lo tanto, x™ € C[S] que implica m € S.
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

(2)=(3): S es un semigrupo afin saturado. Queremos mostrar que
S =S, para algin cono poliedral racional estrictamente convexo o C Np.
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

(2)=(3): S es un semigrupo afin saturado. Queremos mostrar que
S =S, para algin cono poliedral racional estrictamente convexo o C Np.

Sea A C S un conjunto finito de generadores. Entonces
S C Cono(A) C Mg. Tenemos

rango(Z.A) = n = dim Cono(.A).

Lo cual implica, que o := Cono(.A)" C Ng es un cono poliedral racional
estrictamente convexo.
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

(2)=(3): S es un semigrupo afin saturado. Queremos mostrar que
S =S, para algin cono poliedral racional estrictamente convexo o C Np.

Sea A C S un conjunto finito de generadores. Entonces
S C Cono(A) C Mg. Tenemos

rango(Z.A) = n = dim Cono(.A).

Lo cual implica, que o := Cono(.A)" C Ng es un cono poliedral racional
estrictamente convexo.

Ademds S C ¢V N M = S,. Falta mostrar que
S=S, <& S saturado

(Ejercicio 1.3.4).
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

(3)=(1): Hay que mostrar que C[S,] es enteramente cerrado (i.e.
normal) si ¢ C Ng es un cono poliedral racional estrictamente convexo.
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

(3)=(1): Hay que mostrar que C[S,] es enteramente cerrado (i.e.
normal) si ¢ C Ng es un cono poliedral racional estrictamente convexo.

Sean p1, ..., ps los rayos de o, entonces ¢V = ();_ p’. Tomando la
) ) i=1Fi
interseccién con M obtenemos

Sy =

.

Sp,- = (C[SU] = ﬂ C[Spi]
1 i=1

Entonces, C[S,] es normal si y solo si C[S,,] es normal para cada /.
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

Sea maés general p C Nr un rayo racional. Vamos a probar que C[S,] es
normal. Sea u, € pN N el generador minimal. Nota que u, es primitivo,

es decir %up ¢ N para toda k > 1. Por lo tanto podemos encontrar una
base e1, ..., e, de N tal que u, = er.
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Continuacidon de la Prueba del Teorema 1.3.5

Sea maés general p C Nr un rayo racional. Vamos a probar que C[S,] es

normal. Sea u, € pN N el generador minimal. Nota que u, es primitivo,
es decir %up ¢ N para toda k > 1. Por lo tanto podemos encontrar una

base e1,...,e, de N tal que u, = e;. Entonces, p = Cono(e;) y

' n

C[S,] = Clp¥ N M] = C[xl,xzil, CxAE.

Pero C[xi, ..., xn] es normal (pues es dominio de factorizacién tnica) y
por lo tanto su localizacién lo es

ClX1, - s Xnlxgoxy = C[pY N M] = Clx1, x50, ..., x21H.
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Semigrupos afines saturados y normalidad

Sea V = Spec(CJ[S]) la variedad térica afin definido por el semigrupo afin
S. Sea M =ZS la latiz de caracteres. Escribimos Cono(S) para el cono

generado de cualquier conjunto finito de generadores de S y sea
o := Cono(S)Y C Ng.
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Semigrupos afines saturados y normalidad

Sea V = Spec(CJ[S]) la variedad térica afin definido por el semigrupo afin
S. Sea M =ZS la latiz de caracteres. Escribimos Cono(S) para el cono
generado de cualquier conjunto finito de generadores de S y sea

o := Cono(S)Y C Ng.

Proposicién (Proposicién 1.3.8)
Con la notacién de arriba, el cono o C Ng es un cono poliedral racional

estrictamente convexo. La inclusiéon S C S, induce la inclusién de algebras
C[V] c C[S5] la cual induce el morfismo

U, >V

que es el morfismo de normalizacion de V.
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Ejemplo: cono normal racional
Cq C C9*1 con parametrizacién ® 4(s,t) — (s9,s97 ¢, ..., st971 t9).

Para d = 2 tenemos A = {(2,0), (1,1),(0,2)} y segtin la prueba del
Teorema 1.3.5 el cono asociado a G, es 0¥ = Cono(ey, &)
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Ejemplo: cono normal racional
Cq C C9*1 con parametrizacién ® 4(s,t) — (s9,s97 ¢, ..., st971 t9).

Para d = 2 tenemos A = {(2,0), (1,1),(0,2)} y segtin la prueba del
Teorema 1.3.5 el cono asociado a G, es 0¥ = Cono(ey, &)

Pero el semigrupo S = NA C ¢ no estd saturado (pues quedan huecos
como (1,0),(0,1)). Adn ya vimos que Cy4 es normal.

i Qué estd pasando?
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Ejemplo: cono normal racional

En la prueba del teoremo definimos la latiz M = ZS. Es decir, en el caso
del cono racional normal tenemos

M=7ZA= <(27 0)7 (17 1)5 (07 2)>Z
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Ejemplo: cono normal racional

En la prueba del teoremo definimos la latiz M = ZS. Es decir, en el caso
del cono racional normal tenemos

M=7A= <(27 0)’ (17 1)’ (07 2)>Z

Por lo tanto 0¥ N M son todos los puntos blancos:

yasiNA=o"NM.
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Variedades tdricas afines suaves

Recuerda que un cono poliedral racional estrictamente convexo o C Ny es
suave si el conjunto de sus generadores minimales se puede extender a
una base de N.
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Variedades tdricas afines suaves

Recuerda que un cono poliedral racional estrictamente convexo o C Ny es
suave si el conjunto de sus generadores minimales se puede extender a
una base de N.

Teorema (Teorema 1.3.12)

Sea 0 C Nk un cono poliedral racional estrictamente convexo. Entonces,

U, es suave si y solo si o es suave.
Ademds, todas las variedades afines téricas suaves son de esta forma.
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§2.0 Variedades proyectivas

El espacio proyectivo es P := (C"*! — {0})/C* donde la accién de C*
en C"1 — {0} es definida para A € C* y (ag, ..., an) € C""! — {0} como

A-(a0,...,an) = (Nao, ..., Aap).

La clase de (ap, ..., an) en P" se denota [ag : - - - : ap]. Son coordenadas
homogéneos que son bien definidos bajo homotecia.
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§2.0 Variedades proyectivas

El espacio proyectivo es P := (C"*! — {0})/C* donde la accién de C*
en C"1 — {0} es definida para A € C* y (ag, ..., an) € C""! — {0} como

A-(a0,...,an) = (Nao, ..., Aap).

La clase de (ap, ..., an) en P" se denota [ag : - - - : ap]. Son coordenadas
homogéneos que son bien definidos bajo homotecia.

Una variedad proyectiva V' C P" es el conjunto de ceros de un niimero
finito de polinomial homogéneos en S = C|[xg, ..., x,]. El anillo de
coordenadas homogéneos de V es

ClVl=S/(v)

donde I(V) es el ideal generado por todos los polinomios homogéneos que
se anulan en V.
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Graduacién y el cono afin

El anillo S tiene la graduacién estandar definida por deg(x;) = 1. Por lo
tanto S = @ - Sa, donde Sy es el espacio vectorial generado por todos
los polinomios homogéneos de grado d. De manera similar, ideales
homogéneos se descomponen con respecto a la graduacién. Por lo tanto,
el anillo de coordenadas homogéneos también es graduado:

C[V]d = Sd/l(\/)d

Lara Bossinger 11/ 30



Graduacién y el cono afin

El anillo S tiene la graduacién estandar definida por deg(x;) = 1. Por lo
tanto S = @ - Sa, donde Sy es el espacio vectorial generado por todos
los polinomios homogéneos de grado d. De manera similar, ideales
homogéneos se descomponen con respecto a la graduacién. Por lo tanto,
el anillo de coordenadas homogéneos también es graduado:

C[V]d = Sd/l(\/)d

El ideal I(V) C S define a una variedad afin V C C"*! se llama el cono
afin de V. Tenemos

V= (V- {op/c

y el anillo de coordenarad de \7Acoincide con el anillo de coordenadas
homogéneos de V, es decir C[V] = C[V].
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Ejemplo: la curva racional normal

Vimos en el Ejemplo 1.1.6 el ideal determinante
I = (xixiz1 — xixi41: 0 < i< j<d—1) C Clx, ..., xd]

generado por los (2 x 2)-menores de la matriz

Xo X2 ... Xd—1
X1 X3 ... Xd '
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Ejemplo: la curva racional normal

Vimos en el Ejemplo 1.1.6 el ideal determinante
I = (xixiz1 — xixi41: 0 < i< j<d—1) C Clx, ..., xd]
generado por los (2 x 2)-menores de la matriz
X0 X0 ... Xd—1
X1 X3 ... Xd '
Como I es homogéneo define una variedad proyectiva C4y C P9. Se puede
identificar con el imagen del morfismo
&Pt P9 [s:t][s9s9 i stdT ]

Asi vemos que C4 es una curva, se llama la curva racional normal de
grado d. El cono afin de Cy es la variedad térica afin Cy € C9H1 del
Ejemplo 1.1.6.
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Funciones racionales en P

Nota que un polinomio homogéneo f € Sy con d > 0 no define una
funcién en P" pues

F(AX0, -, Axn) = A F(x0, . . ., Xn)

lo cual no estd bien definido en P".
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Funciones racionales en P

Nota que un polinomio homogéneo f € Sy con d > 0 no define una
funcién en P" pues

F(AX0, -, Axn) = A F(x0, . . ., Xn)

lo cual no estd bien definido en P". Pero el cociente de dos polinomios
homogéneos del mismo grado si define una funcién. Para f,g € S4 con
g#0

flg :P"—V(g) — C,

lo cual escribimos f/g : P" --» C y decimos que f/g es una funcién
racional en P".
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Funciones racionales en V C P"

De manera similar podemos definir funciones racionales en una variedad
proyectiva V C P". Sean f, g € C[V] del mismo grado con g # 0. Como
C[V] C[V] tenemos que f y g son funciones en V y por lo tanto

f/g € C(V). Entonces, como (V {0})/C* = V induce una funcién
racional f/g : V --» C.
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Funciones racionales en V C P"

De manera similar podemos definir funciones racionales en una variedad
proyectiva V C P". Sean f, g € C[V] del mismo grado con g # 0. Como
C[V] = C[V] tenemos que f y g son funciones en V y por lo tanto

f/g € C(V). Entonces, como (V {0})/C* = V induce una funcién
racional f/g : V --» C.

Definimos el campo de funciones racionales en V

f,g € C[V] son homogéneos}

C(V) = {f/g e C(V): del mismo gradoy g # 0

Muchas veces se escribe C( \7)0 para el conjunto del lado derecho.
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Piezas afines de variedades proyectivas

Una variedad proyectiva V C P” es la unién de conjuntos abiertos de

Zariski que son afines. Para ver como sea U; = P" — V/(x;). Tenemos un
isomorfismo U; = C" dado por

[ao'---'a]H(@ di-1 i+l ﬂ)
Ceetap .

’ ’ ) PRI
aj aj aj aj
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Piezas afines de variedades proyectivas

Una variedad proyectiva V C P” es la unién de conjuntos abiertos de
Zariski que son afines. Para ver como sea U; = P" — V/(x;). Tenemos un
isomorfismo U; = C" dado por

ao aji—1 ait+1 an
[ag:--:an]—>|—, .., —, —,...,— ].
aj aj aj aj

Por lo tanto U; = Spec(Cxo/Xi, - - -, Xi—1/Xi, Xi+1/Xis - - - Xn/Xi])-
La intersecciéon V' N U; es abierto en V' y define una variedad afin en C”
que es el conjunto de ceros de

X0 Xji—1 Xi+1 Xn
f(_,...,_,l,_,...,_):o

Xj Xj Xj Xj

para cada f € I(V) homogéneo. Llama V N U; una pieza afin de V. Las
piezas afines cubren V pues las piezas afines U; cubren P”.
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Anillos de coordenadas de piezas afines

Usamos la localizacién: el anillo de coordenadas de U; es

X0 Xi—1 Xi+1 X
(C ;I-"“’,X_I-7,X_I-7”.7;'i1 :(C[Xo,...,Xn]Xi)O

Lara Bossinger 16/ 30



Anillos de coordenadas de piezas afines

Usamos la localizacién: el anillo de coordenadas de U; es

X0 Xi—1 Xj+1 X
C[;i:"'a ,Xi ) ,Xi 7~--7;'i7:| :((C[XO""’X”]XI)O

Queremos construir de manera similar el anillo de coordenadas de U; N V.
x;j € S induce X; € C[V/] entonces tenemos el anillo graduado

QWZ:{H%:feCWLkZ@

donde deg(f/x¥) := deg(f) — k si f es homogéneo. Este anillo toma el
lugar de C[xo, ..., Xp]x,. Su componente de grade cero es

(qvhk:{ﬁv:kszecWh}
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Anillos de coordenadas de piezas afines
Lema (Lema 2.0.3)

La pieza afin V N U; de V tiene anillo de coordenadas

ClV N U] = (C[VIx)o
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Anillos de coordenadas de piezas afines
Lema (Lema 2.0.3)

La pieza afin V N U; de V tiene anillo de coordenadas

ClV N U] = (C[VIx)o

Prueba: Tenemos una secuencia exacta corta
0—I(V)— Clxo,...,xn] = C[V] = 0.
Localizando en x; (lo cual preserve secuencias exactas) obtenemos
0—I(V)x — Clxo, ..., %n]x, = C[V]5, — 0.

Como las aplicaiones en la secuencia preserven grados podemos tomar las
componentes de grado cero:

0— (l(V)x,-)o — (C[XQ7 R aXn]x,-)O — ((C[V];(,)o — 0.
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Continuacidon de la Prueba de Lema 2.0.3

Queremos mostrar que (I(V)y;)o es el ideal de V N U; pues ya sabemos que
(Clxo, - - -, Xnlx; )o = C[Uj]. Para f € I(V) homogéneo de grado k tenemos

£ - .
_:f(ﬁ7'_"u’l7ﬁ,,..,ﬁ) E(I(V)X")O
Xj Xj Xi Xi

lo cual (como ya vimos) es un elemento en I(U; N V). Entonces,
(I(V)x,-)O C |(U,' N V).
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Continuacion de la Prueba de Lema 2.0.3

Queremos mostrar que (I(V)y;)o es el ideal de V N U; pues ya sabemos que
(Clxo, - - -, Xnlx; )o = C[Uj]. Para f € I(V) homogéneo de grado k tenemos

f X0 Xi—1 | Xiy1 X
—k:f(—,...,—,l,—+,..., ) e (I(V)x)o

X; X; X Xi

lo cual (como ya vimos) es un elemento en I(U; N V). Entonces,
(I(V)x,-)o C |(U,' N V).

Para ver que son iguales toma g (’;—?, el X’le, Xthl, o 7) I(VNU).

Existe un k >> 0 tal que x,-kg = f(xo,. - ., %n) homogéneo de grado k.

Nota que x;f =0en V pues g=0en VNU yx; =0 en el complemento.
Entonces, x;f € I(V) y k+1 € (I(V)x;)o tiene imagen g. W

Ejercicio: Para i # j verifica que C[V N U; N Uj] = (C[V]z,5 )o-
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El espectro proyectivo

La construccién andloga al functor Spec en el caso afin es el espectro
proyectivo Proj (que no es un functor!).
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El espectro proyectivo

La construccién andloga al functor Spec en el caso afin es el espectro
proyectivo Proj (que no es un functor!).

Dado un anillo graduado S = @~ Sq. su ideal irrelevante es
Sy =@ 4.0 Sq¢- Como conjunto tenemos

Proj(S) = {p C S ideal primo homogéneo , S, ¢ p}.

Lara Bossinger 19/ 30



El espectro proyectivo

La construccién andloga al functor Spec en el caso afin es el espectro
proyectivo Proj (que no es un functor!).

Dado un anillo graduado S = @~ Sq. su ideal irrelevante es
Sy =@ 4.0 Sq¢- Como conjunto tenemos

Proj(S) = {p C S ideal primo homogéneo , S, ¢ p}.

Podemos construir el esquema Proj(S) a partir de piezas afines: sea
f € 54,d > 0 un elemento homogéneo no nilpotente. Definimos la pieza
afin

Dy (f) := Spec (S(r)), donde S5y := {% 1 g € Spq,l € N} .
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El espectro proyectivo

Nota que D, (f) C Proj(S). Si f1,...,fs € S son tales que

V(f,...,f) =54
entonces las piezas afines D, (f1), ..., D+(fs) cubren Proj(S) lo cual se

puede obtener pegando de ellas (asi como se obtiene P” pegando las
piezas afines U; = C").
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El espectro proyectivo

Nota que D, (f) C Proj(S). Si f1,...,fs € S son tales que

V(f,... fs) =S

entonces las piezas afines D, (f1), ..., D+(fs) cubren Proj(S) lo cual se
puede obtener pegando de ellas (asi como se obtiene P” pegando las
piezas afines U; = C").

La inclusién So C S(f) para todos los f € S homogéneo de grado positivo
induce un morfismo

Proj(S) — Spec(Sp).
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Productos de espacios proyectivos

El anillo asociado al producto P” x P™ es

C[XOa"'7Xn;y07"'aym]

con bigraduacién deg(x;) = (1,0) y deg(y;) = (0,1). Un polinomio f da
una ecuacién bien definida en P” x P si es bihomogéneo, es decir todos
sus monomios tienen el mismo bigrado (a, b) € N2. Por lo tanto
variedades en P" x P se definen como conjuntos de ceros de ideales
bihomogéneos en C[xq, . . ., Xp; Y0, - - - » Ym]-
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Productos de espacios proyectivos

El anillo asociado al producto P” x P™ es

(C[XO,---,Xn?}/O,w-aYm]

con bigraduacién deg(x;) = (1,0) y deg(y;) = (0,1). Un polinomio f da
una ecuacién bien definida en P” x P si es bihomogéneo, es decir todos
sus monomios tienen el mismo bigrado (a, b) € N2. Por lo tanto
variedades en P" x P se definen como conjuntos de ceros de ideales
bihomogéneos en C[xq, . . ., Xp; Y0, - - - » Ym]-

Proposicién (Proposicién 2.0.4)

Sean V C P" y W C P™ variedades proyectivos. Entonces,
V x W C P" x P™ es una subvariedad.
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Espacios proyectivos con pesos

El anillo graduado asociado a P" es S = C|[xq, .. ., x»] donde deg(x;) =1,
asi P" = Proj(S).

Podemos cambiar la graduacién en S lo que a veces ocurre en ejemplos de
manera natural.
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Espacios proyectivos con pesos

El anillo graduado asociado a P" es S = C|[xq, .. ., x»] donde deg(x;) =1,
asi P" = Proj(S).

Podemos cambiar la graduacién en S lo que a veces ocurre en ejemplos de
manera natural. Sea entonces deg(x;) = g; > 0 tal que

mcd(qo, - - ., gn) = 1. Escribimos §(9--4)  Definimos el espacio
proyectivo con pesos

P(qo .-, qn) = (C™* = {0})/ ~
donde (ag,...,an) ~ (bo,...,bn) < a;j = A9 b; para i =0,...,ny algin

A e C
Nota que P(1,...,1) = P" y tenemos Proj(5(@9)) = P(qo, ..., qn).
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Espacios proyectivos con pesos

Un elemento en S(9:297) es homogéneo con respecto a los pesos de
grado d si cada monomio x® en f satisface a - (qo, - .., qn)-

Asi la ecuacién f = 0 estd bien definida en P(qo, ..., qn) si f es
homogéneo con respecto a los pesos. Entonces, variedades en

P(qo, - .., qn) se pueden definir de manera andloga a variedades en P”
usando ideales homogéneos con respecto a los pesos en §(90:-:d7).
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Espacios proyectivos con pesos

Un elemento en S(9:297) es homogéneo con respecto a los pesos de
grado d si cada monomio x® en f satisface a - (qo, - .., qn)-

Asi la ecuacién f = 0 estd bien definida en P(qo, ..., qn) si f es
homogéneo con respecto a los pesos. Entonces, variedades en

P(qo, - .., qn) se pueden definir de manera andloga a variedades en P”
usando ideales homogéneos con respecto a los pesos en §(90:-:d7).

Ejemplo: Podemos encajar P(1,1,2) en P3 de la siguiente manera:
[a:b:c]w[a®:ab:b?: ]
Se verifica que es bien definida y inyectiva. Ademas induce un isomorfismo

P(1,1,2) = V(xz — y?) c P?

X7y7z’W.
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§2.1 El espacio proyectivo es térico
Observa que P contiene un toro
TIP’” = Pn—V(Xo"'Xn):{[aoZ"'Zan]GPniao"'an#O}
= {[1:t1:...... th €P" i ty,...,t, € CT} = (CY)"

Ademds la accién del toro en si mismo extiende a P". Calculamos la latiz
de caracteres de Tpn.
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§2.1 El espacio proyectivo es térico
Observa que IP" contiene un toro

Tpn = P"—V(xg---xp)={lao:---:ap) €P":a9---a, # 0}

= {[1:t1:...... th €P" i ty,...,t, € CT} = (CY)"

Ademds la accién del toro en si mismo extiende a P". Calculamos la latiz
de caracteres de Tps. Tenemos una secuencia exacta corta de toros

15C*— (CH" = Tpo— 1

que se obtiene de P" = (C"*1 — {0})/C*.
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§2.1 El espacio proyectivo es térico
Observa que P contiene un toro
TIP’” = Pn—V(XO...Xn):{[ao:...:an]ePn:ao...an#O}
= {[1:t1:...... th €P" i ty,...,t, € CT} = (CY)"

Ademds la accién del toro en si mismo extiende a P". Calculamos la latiz
de caracteres de Tps. Tenemos una secuencia exacta corta de toros

15C*— (CH" = Tpo— 1

que se obtiene de P" = (C™! — {0})/C*. Pasando a las latices de
caracteres en la secuencia vemos que

e e S W)

i=0
es la latiz de caracteres de Tpn. Entonces, la latiz dual de cocaracteres es
el cociente

Np= (M) = N/(ME) =271, ..., 1).



Variedades proyectivas tdéricas y puntos en una latiz
Recuerda como obtenemos una variedad afin térica desde un conjunto
finito A = {my,...,ms} C M. Entonces, Y4 es la cerradura de Zariski de
la imagen de

S : Ty —C t—= (xX™(1),...,x™(1)).

Para obtener una variedad proyectiva consideramos ® : A: Ty — (C*)®
para componer con la proyeccién a Tps-1:

Tn 34 (C*)° 5 Tper C PL,

Definimos la variedad tdrica proyectiva X, como la cerradura de Zariski
en P51 del morfismo 7 o ® 4. Es decir, X4 es la cerradura de

T =Pl ot D™ (t) - x™ (b))
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La variedad proyectiva térica X4

Si M = Z" entonces x™i(t) es el monomio de Laurent t™ y X4 es la
cerradura de la imagen de

Ty =Pl ot ™™
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La variedad proyectiva térica X4

Si M = Z" entonces x™i(t) es el monomio de Laurent t™ y X4 es la
cerradura de la imagen de

Ty = P57 e [t™ ™)

Proposicién (Proposicién 2.1.2)

La variedad X4 es una variedad proyectiva térica cuya dimensidn coincide
con la dimensién del espacio afin mds pequefio en My que contiene A.

La proposicién es una consecuencia de la relacién entre X4y Y4 y de la
Proposicion 2.1.6 mas adelante.
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El cono afin de X4

Sea XA C C* el cono afin de la variedad térica proyectiva X4 C P51,
Recuerda que para A = {my,..., ms} C M tenemos una secuencia exacta

0—>L—>Z"—-M
y el ideal de Y4 es el ideal latiz de L:

IL=(x=x":a,eN°,a—fel)cCClx,.

ey Xs)
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El cono afin de X4

Sea X4 C C*° el cono afin de la variedad térica proyectiva X4 C Ps~1.
Recuerda que para A = {my,..., ms} C M tenemos una secuencia exacta

0—>L—>Z"—-M
y el ideal de Y4 es el ideal latiz de L:
L =(x=x":a,eN°,a—Bel)CClx,...,x

Proposicién (Proposicién 2.1.4)
Sean Yy, X4, )A(A definidas como anteriormente. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

@ Y4 es el cono afin )?,4 de X4 c P51,

Q I =1(Xa).

© /. es homogéneo.

© Existe u € Ny un entero k > 0 tal que (m;,u) = k parai=1,...,s.

v
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Prueba de la Proposicién 2.1.4

(1) (2) Tenemos 1(X4) = I(X4) por definicién y vimos /(Y4) = /.
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Prueba de la Proposicién 2.1.4

(1) (2) Tenemos 1(X4) = I(X4) por definicién y vimos /(Y4) = /.

(2)=(3) es directo pues I(X4) es homogéneo.
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Prueba de la Proposicién 2.1.4

(1) (2) Tenemos 1(X4) = I(X4) por definicién y vimos /(Y4) = /.
(2)=(3) es directo pues I(X4) es homogéneo.

Vamos a probar (3)=(4) y (4)=(1) para completar la prueba.
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Prueba de la Proposicién 2.1.4

(3)=(4) Sea I; homogéneo x* — x? € I cona— B € L. Si x* y x?
tienen grados distintos entonces x* y x” se anulan en Y4 (pues /; es
generado de elementos homogéneos). Pero ya vimos que (1,...,1) € Y4y

monomios no se anulan en este punto. Por lo tanto x* y x? tienen el
mismo grado.
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Prueba de la Proposicién 2.1.4

(3)=(4) Sea I; homogéneo x* — x? € I cona— B € L. Si x* y x?
tienen grados distintos entonces x* y x” se anulan en Y4 (pues /; es
generado de elementos homogéneos). Pero ya vimos que (1,...,1) € Y4y
monomios no se anulan en este punto. Por lo tanto x* y x? tienen el
mismo grado.Entonces,

¢-(1,...,1) =0 para todas ¢ € L.

Tomando el producto tensorial con Q de la secuencia corta de L y luego
tomando duales obtenemos la secuencia exacta

Ng — Q° — H%m(L@,Q) —0
Entonces, como (1,...,1) € Q° se mando al cero en Homg(Lg, Q) viene

de algin & € Ng. Es decir, (m;,d) =1 parai=1,...,s. Multiplicando
por un k suficientemente grande da u € N.
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Continuacién de la Prueba de la Proposicién 2.1.4

(4)=(1) Nota que Y4 C X4. Como X4 es irreducible para la otra
inclusién basta probar que

XA N(C*)° C Ya.
Sea entonces p € X4 N (C*)*. Como X4 N Tps—1 es el toro de X4 tenemos
p=p(x™(t),....x™(t))

para algin u € C*y t € Ty. El elemento u € N de (4) es un cocaracter
de Ty, es decir una aplicacion C* — Ty de forma 7 — AY(7).
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Continuacién de la Prueba de la Proposiciéon 2.1.4
(4)=(1) Nota que Y4 C X4. Como X4 es irreducible para la otra
inclusién basta probar que

X_A N(C*)° C Ya.
Sea entonces p € X4 N (C*)*. Como X4 N Tps—1 es el toro de X4 tenemos
p=p(x™(t),....x™(t))

para algin u € C*y t € Ty. El elemento u € N de (4) es un cocaracter
de Ty, es decir una aplicacién C* — Ty de forma 7 — A“(7). Calculamos

q:= 04\ (1)t) = (X™AU(T)), - X (A (7))
= (rlmulymi(r), .. imenyms (1)

recordando la definicién de (, ). Sabemos que (m;, u) = k para todas i.
Por lo tanto

g =7 (™ (t), - X (1))
Como k > 0 podemos escoger 7 de tal manera que 7" =y p=q. M
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