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Generadores de conos y semigrupos

Sea ¢ C Ng un cono racional poliedral
estrictamente convexo de dimensién
completay S, =c"NM. Un0#meS,
es irreducible si m = m’ + m’ con

m,m" €S, implicam =0 o m"=0.

Definimos la base de Hilbert de S, como H := {m € S, : m irreducible}.
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Generadores de conos y semigrupos

Sea ¢ C Ng un cono racional poliedral
estrictamente convexo de dimensién
completay S, =c"NM. Un0#meS,
es irreducible si m = m’ + m’ con

m,m" €S, implicam =0 o m"=0.

Definimos la base de Hilbert de S, como H := {m € S, : m irreducible}.

Proposicién (Proposicién 1.2.23)
Sea 0 C Ny un cono racional poliedral estrictamente convexo de
dimensién completa y S, = 0¥ N M con base de Hilbert 4. Entonces,

© H es finito y un conjunto de generadores para S,.

@ H contiene los generadores minimales del cono oV

© H es el conjunto minimal de generadores de S, bajo inclucién.
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Politopos normales y conos
Recuerda el cono de un politopo P C Mg
C(P) = Cono({1} x P) CR x Mg

Nota que m € kP N M corresponde a (k,m) € C(P)NZ x M.
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Politopos normales y conos
Recuerda el cono de un politopo P C Mg
C(P) = Cono({1} x P) C R x Mg
Nota que m € kP N M corresponde a (k,m) € C(P)NZ x M.
Lema (Lema 2.2.14)

Sea P C Mg un politopo de latiz. Entonces, P es normal si y solo si
{1} x (PN M) es un conjunto de generadores para el semigrupo
C(P)N(Z x M).

En particular, P es normal si y solo si {1} x (P N M) es la base de Hilbert
de C(P)NZ x M.

Un politopo normal tiene un nimero suficiente de puntos en la latiz en el
sentido que son suficientes para el semigrupo Sc(p)v.
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Ejemplo: politopos normales y conos

Sea P = Conv(0, e, €2, €1 + €2 + 3e3) C R3. Nota

0 2 0 2 1

1 1 1 1

—10 +§ 0 +§ 2 +6 21 =11] € 2PnM
0 0 0 6 1

De manera similar obtenemos (1,1,2)" € M N2P.

Se puede verificar que C(P) C R* tiene generadores minimales
(17 0)’ (1a el): (1’ 62), (17 €1+ e +3e3) Yy (27 €1+ e+ 63), (27 e+ e+ 263)
En particular, Lema 2.2.14 implica que P no es normal.
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El cono de un politopo y el cono afin

Sea A={my,...,ms} C My P = Conv(A) C Mg. Consideramos
{1} x A CZ x M, que esta contenido en C(P) N {1} x M.

Nota que Z x M es la latiz de caracteres del toro C* x Tp. Tenemos

P gy (s t) = (XM () s X)) = p- (X™(E)s - X (2))-

Por lo tanto, Xj1yx4 = X4 CP*71. Ademds {1} x A cumple la condicién
Proposicion 2.1.4.(4). Por lo tanto:

Y{1}x4 es el cono afin de X4.
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Politopos muy amplios

Un politopo de latiz P C Mg es muy amplio si para cada vértice m € P el
semigrupo Sp , := N(P N M — m) generado por

POM—-—m={m —m:m e Pn M}

es saturado en M.
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Politopos muy amplios

Un politopo de latiz P C Mg es muy amplio si para cada vértice m € P el
semigrupo Sp , := N(P N M — m) generado por

POM—-—m={m —m:m e Pn M}

es saturado en M. Sea A = PN M entonces los conjuntos PN M — m son
de la forma A; = A — m; y definen las piezas afines de la variadad térica
proyectiva X4. Si los semigrupos S; = NA; son saturados, las variedades
Y4; son normales y definidas por conos.

Por lo tanto politopos muy amplios nos dan otra nocién de que es un
nimero suficiente de puntos en la latiz:

Proposicién (Proposicién 2.2.18) J

Cada politopo de latiz normal es muy amplio.
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Ejemplo: politopos muy amplios
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Prueba de la Proposicién 2.2.18

Sea mg € P un vérticey km € Sp m, con k > 1. Hay que mostrar que
m € Sp m,. Sea PN M = {my,..., ms}. Escribimos

S

km = Z aj(mj —mg), a; €N.
i=1

Sea d € N tal que kd > >"7_; a;. Entonces
s S
km + kdmo = " ajm; + (kd — > aj)mo € kdP N M.
i=1

i=1

Por lo tanto m+ dmg € dP N M. Como P es normal tenemos
d
m—+ dmg =Zm,-j, mj, € PN M.
Jj=1
Entonces, m = ZJ‘-I:l(m,-j —m) € Sp.m,. W
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§2.3 La variedad térica de un politopo muy amplio
Sea P C Mg un politopo muy amplio con respecto a la latiz M. Sea

PNM={mi,...,ms}. Definimos Xpnp como la cerradura de Zariksi de
la imagen de

Tv = P51t (X™(0), ... ™ (2)).

Sean xi,...,xs las coordenadas de PS~1 y U; = V(x;) c Ps~1.
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§2.3 La variedad térica de un politopo muy amplio

Sea P C Mg un politopo muy amplio con respecto a la latiz M. Sea
PNM={mi,...,ms}. Definimos Xpnp como la cerradura de Zariksi de
la imagen de

Ty = PL 0 s (X™(t),..., x™(t)).
Sean xi,...,xs las coordenadas de PS~1 y U; = V(x;) c Ps~1.

Teorema (Teorema 2.3.1)

Sea Xpn la variedad térica proyectiva del politopo muy amplio P € Mg
y supongamos P es de dimensién completa.

© Para cada vértice m; de P la pieza afin Xpnp N U; es la variedad
térica afin
Xpem N Ui = Uy, = Spec((C[o,V N M])

donde o = Cono(PN'M — m;) C Mg y o; es de dimensién completa.

v
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§2.3 La variedad térica de un politopo muy amplio

Sea P C Mg un politopo muy amplio con respecto a la latiz M. Sea
PNM={mi,...,ms}. Definimos Xpnp como la cerradura de Zariksi de
la imagen de

Ty = PL 0 s (X™(t),..., x™(t)).
Sean xi,...,xs las coordenadas de PS~1 y U; = V(x;) c Ps~1.

Teorema (Teorema 2.3.1)

Sea Xpn la variedad térica proyectiva del politopo muy amplio P € Mg
y supongamos P es de dimensién completa.

© Para cada vértice m; de P la pieza afin Xpnp N U; es la variedad
térica afin
Xpem N Ui = Uy, = Spec((C[o,V N M])
donde o = Cono(PN'M — m;) C Mg y o; es de dimensién completa.

Q@ El toro de Xpn tiene latiz de caracteres M y por lo tanto es Ty.

v
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Prueba del Teorema 2.3.1

(1) Ya sabemos que los semigrupos N(P N M — m;) definen las piezas
afines de Xpnpy para m; € P vértices. Como P es muy amplio, son
semigrupos saturados y por lo tanto

N(PﬂM—m;)zaYﬂM

donde o = Cono(P N M — m;). Falta mostrar que o es de dimensién
completa.
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(1) Ya sabemos que los semigrupos N(P N M — m;) definen las piezas
afines de Xpnpy para m; € P vértices. Como P es muy amplio, son
semigrupos saturados y por lo tanto
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donde o = Cono(P N M — m;). Falta mostrar que o es de dimensién
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Prueba del Teorema 2.3.1

(1) Ya sabemos que los semigrupos N(P N M — m;) definen las piezas
afines de Xpnpy para m; € P vértices. Como P es muy amplio, son
semigrupos saturados y por lo tanto

N(PONM—-m))=0/NM

donde o = Cono(P N M — m;). Falta mostrar que o es de dimensién
completa. Como m; € P es un vértice tiene un hiperplano de soporte
Hu. b, con P C H 'y PN Hy, b, = {m;}. Por lo tanto Hy, o es un
hiperplano de soporte de o 5 0. Proposicién 1.2.12 implica que o’ es
estrictamente convexo entonces o; es de dimensién completa.

(2) Nota que dimo;” = dim P entonces, o; es estrictamente convexo. En
este caso el Teorem 1.2.18 implica que el toro de Uy, es Ty. Tenemos

Tn € Uy, = (Xpam N U;) € Xpam

por lo tanto Ty es el toro de Xpqpy. B
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El abanico normal de un politopo

Sea P C Mg un politopo de latiz de dimensién completa. Escribimos su
presentacidn con respecto a las facetas

P={me& Mg : (m,ur) > —af para cada faceta F < P}

Sea v € P un Vértice, definimos C, = Cono(PNM —v) C Mg y
oy = C‘y C Ng.
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El abanico normal de un politopo

Sea P C Mg un politopo de latiz de dimensién completa. Escribimos su
presentacidn con respecto a las facetas

P={me& Mg : (m,ur) > —af para cada faceta F < P}

Sea v € P un Vértice, definimos C, = Cono(PNM —v) C Mg y
o, = C/ C Ng. Tenemos una biyeccién

{R<P:veQ} +«+— {Q <C}

donde Q@ — Q, := Cono(Q N M — v) y para una cara @, < C, definimos
QVH(Qv'i‘V)mP

Ejercicio 2.3.2: La biyeccién preserva dimensiones, inclusiones e
intersecciones.
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El abanico normal de P
En particular, tenemos una presentacion
C={me Mr:(mur)>0:F <P faceta,v € F}

por lo tanto el cono dual satisface o, = Cono(ug : F < P faceta,v € F).
Podemos generalizar la construccién para caras Q =< P y obtenemos

0@ = Cono(ur : F < P faceta, Q < F). Nota que of es el rayo generado
por ur € N'y op = Cono(@) = {0}.
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El abanico normal de P
En particular, tenemos una presentacion
C={me Mr:(mur)>0:F <P faceta,v € F}

por lo tanto el cono dual satisface o, = Cono(ug : F < P faceta,v € F).
Podemos generalizar la construccién para caras Q =< P y obtenemos

0@ = Cono(ur : F < P faceta, Q < F). Nota que of es el rayo generado
por ur € N'y op = Cono(@) = {0}.

Teorema (Teorema 2.3.2)
Sea P C Mg un politopo de latiz de dimensién completa y sea
Yp:={oqg: Q= P}

O Cada cara de o también pertenece a X p.

Q La interseccién og Nog para Q, Q' < P también pertenece a ¥p.
Q Q

Cada conjunto finito de conos racionales poliedrales estrictamente
convexos que cumpla (1) y (2) se llama un abanico, £p se llama el
abanico normal (interior) de P.
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Ejemplo: el abanico normal
Consideramos el simplex Ay = Conv(0, e1, &) C R? y sea para k > 0 el
politopop P = kAs.

V2

/

Nota que los conos Cy,, C,,, C,, no forman un abanico, pero sus conos
duales si.
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Caras y sus conos

Lema (Lema 2.3.5)
Sea Q < P una caray H,p un hiperplano de soporte de P. Entonces,

QCH,pNP <= uecog.
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Caras y sus conos

Lema (Lema 2.3.5)
Sea Q < P una caray H,p un hiperplano de soporte de P. Entonces,

QCH,pNP <= uecog.

Proposicién (Proposicién 2.3.7)
Sean Q y Q' caras de un politopo de latiz P C Mg de dimensién
completa. Entonces,
Q@ QC Q' siysolosiog Dog.
@ Si Q C Q' entonces ¢ es una cara de o y todas las caras de o¢
son de esta forma.

Q ogNog = ogr donde Q" es la cara minimal de P que contiene Q y

Q.
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Piezas afines de Xppm

Sea P C Mg un politopo de latiz muy amplio con dimensién completa y
sea s = |P N M| entonces Xpny C P71, Sea v € P un vérice y
Xpam N U, la pieza afin asociada. Teorema 2.3.1 implica

Xpam NU, = Uy, = Spec(C[C, N M]).

Es, los conos maximales o, € ¥, determinan las piezas afines de Xpnp.
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Piezas afines de Xppm

Sea P C Mg un politopo de latiz muy amplio con dimensién completa y
sea s = |P N M| entonces Xpny C P71, Sea v € P un vérice y
Xpam N U, la pieza afin asociada. Teorema 2.3.1 implica

XpavNU, = U,, = Spec((C[CV N M])
Es, los conos maximales o, € ¥, determinan las piezas afines de Xpnp.
Proposicién (Proposicién 2.3.13)

Sea P C Mg un politopo de latiz muy amplio, v # w vértices de Py
Q@ < P la cara mas pequefia que contiene v y w. Tenemos

XpamNU, N U, = oo = Spec((C[CQ n M])

Ademas, las inclusiones
(Xpam N Uy) D (Xpam N U, NUy) C (Xpam N Uy) se pueden escribir
como

Us, D (Us,)yw— = Uy, = (Us, )yv—w C Us,,.

v
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Prueba de la Proposicién 2.3.13

Ya sabemos del Ejercicio Prop. 2.1.4 que

Xpam N U, N Uy = (UO'V)XW_V = (Uo'w)

XV—W.

Falta verificar que (Ug,)\w—v = Uyq. Tenemos w — v € C, = g/ por lo
tanto H,_, No, = 7 es una cara de o,. En esta situacién uno puede
mostrar que (Uy, )yw—v = Ur.

P.D.: Ur = Uy, es decir H,_, N, = 0q.
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Contuacién de la prueba de la Proposicién 2.3.13

Sabemos que o, N oy, = 0. En este caso la Proposicion 2.3.7(3)
implica que es suficiente verificar que H,,_, No, = o, No,,. Sea

ue€ Hy_yNo,. Siu##0 existe b € R tal que H,p, es un hiperplano de
soporte de P.

Ademids u € o, implica que v € H, , (Lema 2.3.5), entonces w € H,
porque u € Hy_,. Por lo tanto u € o, (Lema 2.3.5).

Para la inclusién reversa toma u € 0, No,,. Si u# 0sea b € R como
anterioirmente. Entonces, u € o, N oy, y el Lema 2.3.5 implica que
v,w € H,p. Porlotanto v € H,_,. W
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La variedad térica de un politopo de latiz

Sea P C Mg un politopo de latiz. Definimos la variedad térica
proyectiva de P

Xp = Xkpnm

donde k > 1 es tal que kP es muy amplio. Dado la Proposicién 2.2.18 y el

Teorema 2.2.12 sabemos que tal k existe. jQué pasa si tomamos k,¢ > 1
tal kP y £P son muy amplios?
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La variedad térica de un politopo de latiz

Sea P C Mg un politopo de latiz. Definimos la variedad térica
proyectiva de P

Xp = Xkpnm

donde k > 1 es tal que kP es muy amplio. Dado la Proposicién 2.2.18 y el
Teorema 2.2.12 sabemos que tal k existe. jQué pasa si tomamos k,¢ > 1
tal kP y £P son muy amplios?

Nota que para cada vértice m de P tenemos que km 'y £m son vértices de
kP y (P, respectativamente. Ademds,

Cono(kP N'M — km) = Cono(¢/P N M — {m)

por lo tanto las piezas afines de Xypans ¥ Xepanm coinciden. En particular,
Xkpam Y Xepam son la misma variedad abstracta, lo que cambia es el
encaje:

pH(kPOM) -1 pH(EPOM)—-1

y Xepam €
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§2.4 Propiedades de variedades téricas proyectivas

Sea X C P” una variedad pryectiva.

Q X es normal si existe una cobertura de piezas afines {V,, : a} de X
tal que cada V,, es normal.

@ X es proyectivamente normal si su cono afin X € C"*1 es normal.

Teorema (Teorema 2.4.1)
Sea P C Mg un politopo de latiz de dimensién completa. Entonces,
@ Xp es normal

@ Xp es proyectivamente normal en el encaje definido por kP, k > 0 siy
solo si kP es normal.

v
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Prueba del Teorema 2.4.1

(1) Xp es la unién de las piezas afines {U,, : v € P vértice}. El Teorema
1.3.5 implica que U,, es normal.

(2) Tenemos Xp = Xxpnnm C P! donde s = |kP N M|. Entonces, hay
que mostrar que el cono afin Xypnp es normal. Ya vimos que

Xepom = Y1} x (kPrM)

Teorema 1.3.5 implica que Y1y (kpnm) €s normal si y solo si el
semigrupo N({1} x (kPN M)) C Z x M es saturado. Como kP es normal
el Lema 2.2.14 implica que {1} x (kP N M) es un conjunto de
generadores para el semigrupo C(kP) N (Z x M). Por lo tanto

N({1} x (kPN M))C(kP)N(Z x M) y es saturado.
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Variedades téricas proyectivas suaves

Sea P C Mg un politopo de latiz, v € P un vértice y E < P una arista
con v € E. Definimos wg como el generador minimal del rayo
Cono(E — v), es el primer punto de M en E diferente de v.

P se llama suave si para cada vértice v € P el conjunto
{wg —v:v € E < P arista} es un subconjunto de una base de M. En
particular, si dim P = dim Mg el conjunto debe ser una base de M.

Teorema (Teorema 2.4.3)

Sea P C Mg un politopo de latiz de dimensién completa. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

Q@ Xp es una variedad proyectiva suave.

@ Xp es un abanico suave (i.e. cada cono o € ¥p es suave).

@ P es suave.
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Ejemplo

Sea P = Conv(0, e1,2e,) C R?. Nota que P es normal y por lo tanto es
muy amplio. Entonces, P N Z? = {0, e, &,2e>} define Xp como la
cerradura de la imagen de

[s:t]—[l:s:t:s°] C P
Si x,y,z,w son las coordenadas de P? tenemos
Xp=V(xz—y*)cP?

Por lo tanto Xp es el espacio proyectivo con pesos P(1,1,2) (Ejemplo
2.0.5).

iEs suave Xp?
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Ejemplo

Analizamos P y ¥ p, json suaves?

V

Vo V1
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Ejemplo

Analizamos P y ¥ p, json suaves?

V) Op
Oy,
P % [ [
Vo ® vy
Para vy tenemos det((l) 9) =1, para vy es det (“39) = —1, pero para v,

tenemos det (2 1) = 2. En ¥p vemos que o, no es suave.
-1 q

De hecho con la correspondencia entre orbitas y conos se sabe que o5
corresponde al punto fijo no suave [0:0:0: 1] € Xp.
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Prueba del Teorema 2.4.3

(1) < (2) Recuerda que una variedad es suave si es suave en cada punto,

por lo tanto ser suave es una propiedad local que podemos verificar en la
piezas afines:

Xp es suave <= U, es suave para cada v € P vértice

Teorema 1.3.12 implica que U,, es suave si y solo si o, es suave. Como

caras de conos suaves son suave, vemos que Xp es suave si y solo si X p es
suave.
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Prueba del Teorema 2.4.3

(1) < (2) Recuerda que una variedad es suave si es suave en cada punto,
por lo tanto ser suave es una propiedad local que podemos verificar en la
piezas afines:

Xp es suave <= U, es suave para cada v € P vértice

Teorema 1.3.12 implica que U,, es suave si y solo si o, es suave. Como
caras de conos suaves son suave, vemos que Xp es suave si y solo si X p es
suave.

(2) < (3) Sea v € P un vérticey C, = Cono(P N M — v). Nota que los
generadores minimales de C, son los wg — v para v € E < P una arista.
Por lo tanto

P es suave <= C, es suave para cada vértice v € P.

Ademds tenemos que C, es suave si y solo si su cono dual o, es suave (la
base dual de una base de M es una base de N). Entonces, P es suave si y
solo si X p es suave. M
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