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Ejemplo: Valuaciones y matrices de pesos

Sea R = k[tx, t2x, (1 + t*)x] con deg(x?f(t)) = a y valuacién extendida
D : R\ {0} = N x Z donde o(f(t)x?) = (a,deg(f(t)).

Escogemos B = {tx, tx, (1 + t*)x}, entonces

T =mp: klyL, yo,y3] — Kk[tx, t2x, (1 + t*)x],
i o=
ya = tox
y3 = (L4 th)x

Ejercicio 1
Calcula ker(m) =: | y M := M,.5. ;Cual es el rango de M? jEs inp(I)
primo?

Tenemos | = (yi + y5 — y2yoy3), M= (111}), rango(M) =2 =dimRy
in (/) = (v3 — yfy2y3) no es primo.
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Conos primos y casivaluaciones

Un cono 7 C Trop(/) se llama primo si el ideal asociado in-(/) es primo.

Sea {u1,...,u/} C TNZ" un conjunto de vectores de peso en el interior de
T ysea M € Z™" |a matriz de peso cuyas filas son vy, ..., u,.

Proposicién (Proposicién 4.2, KM19)
Sea 7 un cono primo y {u1,...,u}, M como antes.
Q La casivaluacion vy es una valuacién con rango(vp) = rango(M).
@ El asociado graduado satisface gry,(R) = k[x1,...,xa]/inpm (/).
© El semigrupo I, es generado de las filas de M que son
vpm(b1), ..., vm(bn). Ademas el politopo de Newton—-Okounkov
A(R, I/M) = Conv(uM(bl), ceey Z/M(bn)).
Q Sidim7 =d =dimR y k = k entonces vy, tiene hojas
unidimensionales.
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Prueba de la Proposicién 4.2

@ Tenemos inp = iny, (...ing (1)...) y ing (/) = in-(I) es primo (Lema
8.8). Entonces, k[x1,...,x5]/inm(/) = gry(R) es un dominio entero
por lo tanto vy es una valuacién (Proposicién 3.6).

Q@ Lema 3.4

© Tenemos que los imagenes de B generan gry,(R) por lo tanto, B es
una base de Khovanskii. Entonces, {vy(b1), ..., vm(bn)} generan
N, (Lema 2.10).

@ En este caso vy es una valuacion de rango completo y por lo tanto
tiene hojas unidimensionales. M
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Alternativa Proposicion 4.2

En la proposicién 4.2 podemos escoger los vectores uy, ..., U,
alternativamente segiin una bandera de caras de 7:

Sea 7 € Trop(/) de dimensién d, y escogemos una bandera de caras
T1TCmC--CT19g—1CT

de 7 con dim7; = i. Escogemos u; € 71, y para cada 2 < j < d tomamos
uj € 7; tal que {u1,...,u;} C 7; es linealmente independiente.
Nota que

Q u1 e E(inul(l)) y uz2 € Tmp(inm(l))'

Q ui—1 € L(ing,_,(-..iny (I)...)) y ui € Trop(ing,_,(...iny (1)...))
paracadal <i<d.

Por lo tanto M € Trop?(/), mas precisamente

inp (1) =in (1) =inyepu, (1)
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Clasificacion de valuaciones

Teorema (B21,KM19,BM22)

Sea R un élgebra graduada y dominio entero con v : R\ {0} — Z9 una
valuacién homogénea de rango completo con semigrupo I, finitamente
generado.

Es decir, tenemos una base de Khovanskii finita B = {b1,...,bp} y una
presentacion de R

ng[xl,...,x,,]/l, b; — x; + 1.
En este caso, existe un cono primo T € Trop(/) de dimensién maximal que
satisface
Q@ v =uvy con M = M, € Z9" una matriz de peso,

2] gr,,(R) = k[Xla ‘e 7Xn]/ inT(I)'
© A(R,v) = Conv(My,. .., M,) donde M; es la i®™ columna de M.

v
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Degeneraciones téricas k*-equivariante

Sea R un algebra N-graduada y dominio entero. Recuerda que las
degeneraciones téricas de valuaciones (y de Grober) son definidas por un
algebra N-graduada y dominio entero R que es un k[t]-médulo que
satisface

O R[t7!] = R[t,t!] como k[t]-médulos;

@ R :=TR/(t) es el algebra de un semigrupo graduado I' ¢ N x Z9.
Si una degeneracion térica ademas satisface lo siguiente la llama
k*-equivariante

© La accién de k* en k[t] se extiende a una accién en R que respeta la

N-graduacién y la accién inducida en R’ es por un morfismo de
semigrupos [ — Z.
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Ejemplo: degeneracién térica k*-equivariante
Ejercicio 2

Sean | = (x3 + xz2 + y3) y w = (0, 2,3), entonces construimos

R = K[t][x, v, 2]/ (x3t0 + x22 + y?)

@ R es bigraduado (o Z2 y-graduado). ;Cuales son los grados de los
generadores t,x,y,z € R?

© La accion estandar de k* > a en k|t] es definida por aot' = a't'.
¢ Como se extiende a R? ;Cémo actia a € k* en t,x,y,z€ R?

@ La graduacién inducida de R con grados (0;1,1,1) y inducida de w con grados
(1;0,2,3).
@ Se extiende a R por medio de los caracteres (1;0,2,3) del toro k*:
aof =a'f,aox' =%, aoy =a*y a0z =a%7.

Tenemos k[t] < R y la restriccién de la accién de k™ en R es la accién estandar
de k™ en k[t].
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Continuacién del ejemplo: degeneracién térica
k*-equivariante
La fibra especial es

R/(t) = R = k[x,y,z]/(x2* + y*) = k [< ((1))’ (;)’ <:1’>> >Z>J

y la accién inducida satisface

0% :>—<I’ 30)7’ _ a2l}7l7 o7 — a3lzl'

Nota que R’ es bigraduado con grados M = (31 1) por lo tanto la accion

es biendefinida. Ademas la proyeccion I € N x Z 2 Z induce los
caracteres de la accién:

pr(degp (X)) =0, pr(degm(¥)) =2, pr(degy(z)) = 3.

La valuacién asociada es justo vy : R\ {0} — N x Z con semigrupo

r={(0): 2) 3)zs0-



Clasificacion de degeneraciones téricas algebraicas

Teorema (KMM22)

Para cada degeneracion tdrica k*-equivariante R con fibra genérica R y
fibra especial R' = k[I'] existe una valuacién de rango completo
v:R\{0} = Nx2Z9tal quel =T,.
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Ejemplo: degeneracién térica no k*-equivariante
Sea R = k[xo, x1, X2, X3, Xa, X5, X6, X7, Xg, X9] /| donde I es el ideal generado
de

X7Xg — XgXQ — xg X3Xg — X1X0 — X7XQ X1X5 — X3Xq — X7X0

X5X9 — X4X0 — Xe6X0 X4Xg — XeX0 — XoXQ XoXg5 — X4X3 — Xg
X3X9 — X2Xp — Xg X2Xg — X1X9 — Xg X1X4 — XoXp — Xg
XpXg — X7Xp6 — Xg X3Xp — X5 X0 — Xg XoXp — X4X0 — X9Xp

X1Xe — XgXo0 — Xg XaX7 — X5 X0 — Xg XoX7 — X1X0 — X3X0

Existe una degeneracion térica de V/(/) a la variedad térica definido por el
politopo P que es la envolvente convexa de las columnas de la matriz

o061 o0 0 -1 0 -1 -1
6010 0 -1 0 -1 0 1
100 -1 0 0 1 1 O

o O o
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Ejemplo: degeneracién térica no k*-equivariante
Se puede verificar que la degeneracion térica es definido por el siguiente
k[t1, t2, t3]-mddulo libre que es R = k[t1, to, t3][x0, - - -, Xo] /Z donde Z es
generado por
X7X9 — XgXo — Xg tr  X3Xg — X1X0 — X7Xotz X1Xs5 — X3Xglitr — X7Xp
X5X9 — XaXolo — XeX0 XaXg — XeXo — XoXpt3 XoXs — XgX3lo — Xg
X3Xg9 — XoXg — X02 t3 XoXg — X1Xg9 — X02 thtz3 Xi1X4 — XoXpl1 — Xg
X5Xg — X7Xp — Xg th  X3Xe — XsXot3 — Xg XoXg — XaXotot3 — XgXo
X1Xe — XgXg — Xg tr  XgX7 — X5Xg — thl XoX7 — X1X0 — X3Xp b2
Asignando los multipesos (0, —1,0),(—1,0,1) y (0,1,0) a t1, t> y t3 vemos
que Z es homogéneo.

Pero el politopo P no es el politopo de Newton—Okounkov de una
valuacion:

(0,0,0)
0,-1,0 0,-1,0
G — CGox” - x = (0,-1,0) > (0,0,0)

(0,0,0)

0,0,0) (0,—1,0)
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Ejemplo: degeneracién térica, pero no k*-equivariante

iDénde falla el Teorema de Kaveh—Manon—Murata?

No tenemos una accién de k*: la accién que se extiende de k[t1, to, t3] a R
es definida por los pesos de t1, tp, t3 que son (0, —1,0),(—1,0,1) y (0,1,0).

Pero la latiz generada por estos pesos es solo de rango 2, por lo tanto
tenemos una accién de (k*)? como el toro cuya latiz de caracteres L C Z3
es generado por (0,—1,0),(-1,0,1) y (0,1,0).

Nota: L no intersecta N3 por lo tanto no existe ninguna proyeccién a k*
que hace que la familia es k*-equivariante.
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