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Duffing Equation

La ecuacién diferencial ordinaria que describe el comportamiente de un
oscilador es la ecuacion de Duffing

X"+ aX + X3 — ycos(wt) +6X' =0 (0.1)

donde «, 3,7,0 y w son parametros y t — X(t) es una funcién real.

Dependiendo de los parametros hay soluciones cadticas y no-cadticas con
solucién periédica en estado estacionario de forma

X(t) = X(t+2mk), ke Z.
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Duffing Equation
La ecuacién diferencial ordinaria que describe el comportamiente de un
oscilador es la ecuacion de Duffing

X"+ aX + X3 — ycos(wt) +6X' =0 (0.1)

donde «, 3,7,0 y w son parametros y t — X(t) es una funcién real.

Dependiendo de los parametros hay soluciones cadticas y no-cadticas con
solucién periédica en estado estacionario de forma

X(t) = X(t+2mk), ke Z.

Hay una version mas general de N osciladores acoplados, pero para la
exposicion tratamos el caso N =1 (el caso general se resuelve con los
mismos métodos)
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Harmonic Balancing: a polynomial system
Con el siguiente Ansatz

X(t) = usin(t) + v cos(t)

evaluamos la ecuacién (0.1)
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Harmonic Balancing: a polynomial system

Con el siguiente Ansatz
X(t) = usin(t) + v cos(t)
evaluamos la ecuacién (0.1) y obtenemos

0= F(u,v,t) = —vycos(wt)+ Bcos(t)v(v? —3u?)
—Bsin(t) cos(t)?u(u® — 3v?)
+cos(t)(38u%v + du + v(a — 1))
+sin(t)(Bu® + (a — 1)u — v)
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Harmonic Balancing: a polynomial system
Expansién de Fourier permite escribir

F(u,v,t) = f(u,v)cos(t) + g(u, v)sin(t)

donde f, g son coeficientes de Fourier que se calculan multiplicando F por
cos resp. sin y integrando t.
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F(u,v,t) = f(u,v)cos(t) + g(u, v)sin(t)

donde f, g son coeficientes de Fourier que se calculan multiplicando F por
cos resp. sin y integrando t.Se obtiene

f(u,v) = %ﬁU(u2+v2)+(a—1)u—6v,
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Harmonic Balancing: a polynomial system
Expansién de Fourier permite escribir

F(u,v,t) = f(u,v)cos(t) + g(u, v)sin(t)

donde f, g son coeficientes de Fourier que se calculan multiplicando F por
cos resp. sin y integrando t.Se obtiene

f(u,v) = %ﬁU(u2+ v2) + (o — 1)u —dv,
8 sin(mw)w + 3m(w? — 1)(Bv(v2 + v?) + (o — 1)40‘TV 4 45T“)
gluy) = (4w? — &)

Renombrando las coordinadas se convierte en

flu,v) = au(u® 4 v?) + au + a3v + aq, (0.2)
g(u,v) = bv(v® + v?) + byu + bgv + by (0.3)

= (0.1) con el Ansatz se convierte en f(u,v) = g(u,v) = 0.
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A linear system (subalgebra of a polynomial ring)

» 4 m . . p— 1
Idea gen.eral. una ecuacién de forma > " ; ¢jhj(x1, ..., xs) = 0 tiene un
namero fijo de soluciones para casi todas ¢; € C; el objetivo es calcular este
ndamero.
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A linear system (subalgebra of a polynomial ring)

Idea general: una ecuacién de forma 37, cjhj(xi,...,x,) = O tiene un
namero fijo de soluciones para casi todas ¢; € C; el objetivo es calcular este
ndamero.

Definimos ¢ : C" ——» P™~1 (xq,...,x,) = [h1(x) : -+ : hm(x)] que mando
la hipersuperficie {F = 0} C C” al hiperplano {3°7, ¢jy; = 0} € P™~1.

= el grado de X := ¢(C") € P™! es una cuota mayor para el nimero
que buscamos.
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A linear system (subalgebra of a polynomial ring)

Nuestro caso: f(u,v)y g(u,v) son combinaciones lineales de los
polinomios u(u? + v2), v(u? 4 v2),u, v, 1. Por lo tanto

¢p:C* P (u,v) e [u(® + V) v+ v e v )
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A linear system (subalgebra of a polynomial ring)

Nuestro caso: f(u,v)y g(u,v) son combinaciones lineales de los
polinomios u(u? + v2), v(u? 4 v2),u, v, 1. Por lo tanto

¢:C* P (u,v) s [u(e® +v2) i v(P v v ).

Sean yi1,...,ys las coordenadas de P*. Entonces, la cerradura de Zariski
del imagen es

X={yeP yoys—yiya = yiya +yi — yo¥e = y3 + yayz — y1ye = 0}

Se puede verificar en Macaulay2 que X es de grado 5.
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Hilbert function
Para calcular el grado de X = ¢(C") consideramos el algebra
Sy =Clshi1,...,shm] C C[s,x1,...,Xn]

con graduacion deg(s) = 1,deg(x;) = 0. El grado de X es dim(X)!
multiplicado por el coeficiente principal del polinomio de Hilbert Py de Sy.
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Hilbert function
Para calcular el grado de X = ¢(C") consideramos el algebra
5¢ = C[Shl7 - ,Shm] C C[S,Xl, RN ,X,,]

con graduacion deg(s) = 1,deg(x;) = 0. El grado de X es dim(X)!
multiplicado por el coeficiente principal del polinomio de Hilbert Py de Sy.

Ejemplo: Sy = C[su(u? + v?), sv(u? + v?), su, sv, s] C C[s, u, v]. Calcula
la dimension de (S4)o, (S4)1, (S4)2-
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Hilbert function

Para calcular el grado de X = ¢(C") consideramos el algebra
5¢ = C[Shl, - ,Shm] C C[S,Xl, RN ,X,,]

con graduacion deg(s) = 1,deg(x;) = 0. El grado de X es dim(X)!
multiplicado por el coeficiente principal del polinomio de Hilbert Py de Sy.

Ejemplo: Sy = C[su(u? + v?), sv(u? + v?), su, sv, s] C C[s, u, v]. Calcula
la dimension de (S4)o, (S4)1, (S4)2-

El polinomio de Hilbert es P4(¢) = (5/2)¢% + (3/2)¢ + 1, entonces
deg(Py) =2 =dim X y (5/2)2! =5 = deg(X).
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Initial algebra and Khovanskii basis

Podemos calcular la funcién de Hilbert de una degeneracion térica. Por
ejemplo, fijando el orden monomial < en CJ[s, x1, ..., x| el mapeo
v< 1 S\ {0} = Z" con h+— supp(in<(h)) el asociado graduado es

(S¢)in = C[in <(h) the 5¢].
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Si shy,...,sh, son una base de Khovanskii, entonces
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Initial algebra and Khovanskii basis

Podemos calcular la funcién de Hilbert de una degeneracion térica. Por
ejemplo, fijando el orden monomial < en CJ[s, x1, ..., x| el mapeo
v< 1 S\ {0} = Z" con h+— supp(in<(h)) el asociado graduado es

(5¢)in = C[in <(h) the 5¢].

Si shy,...,sh, son una base de Khovanskii, entonces
(S4)in = Clin<(sh1),...,in<(shs)].

Ejemplo: Para S; = C[su(u? + v?), sv(u? + v?),su, sv,s] C C[s,u,v] y
<=<jex calcula el asociado graduado.
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Politopo de Newton—-Okounkov vy el grado

Teorema [KK] Si shy,...,sh, es una base de Khovanskii de la valuacién
v~ entonces el politopo de Newton—Okounkov es

Q :=Conv (aj € 2" : v(shi)) = (1,4),i=1,...,n) CR"

Si dim Q = n, entonces deg(X) = dim(X)!Vol(Q).
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Osciladores de Duffing acoplados

Teorema [BM?T] El sistema de N osciladores de Duffing acoplados con
parametros generales complejos tiene 5" soluciones complejas.

Ademas existen parametros reales tales que el sistema tiene 5" soluciones
reales. Es decir, la cuota es 6ptima.
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Osciladores de Duffing acoplados

Teorema [BM?T] El sistema de N osciladores de Duffing acoplados con
parametros generales complejos tiene 5" soluciones complejas.

Ademas existen parametros reales tales que el sistema tiene 5" soluciones
reales. Es decir, la cuota es 6ptima.

Los autores de [BM?T] aplican el teorema a la construccién de una
homotopia continua para calcular las soluciones del sistema.
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Homotopy continuation

Continuacién numérica de homotopia es un método para resolver sistemas
de polinomios F(x) = 0. Una homotopia es

@ una familia de un parametro H(x; t), t € C; que define una curva en
CQ X Ct,
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Homotopy continuation

Continuacién numérica de homotopia es un método para resolver sistemas
de polinomios F(x) = 0. Una homotopia es

@ una familia de un parametro H(x; t), t € C; que define una curva en
C7 x Cq, tal que

o el sistema inicial G(x) := H(x;0) tiene soluciones conocidas, y

o las soluciones del sistema destino F(x) se encuentran entre las de
H(x;1)

La homotopia es dptima si cada solucién del sistema inicial se deforma a
una solucién distinta del sistema destino.
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Homotopy from toric degenerations

Sea X C P" una variedad proyectiva de dimensién d y X C P" x C; una
degeneracion térica de X con fibra especial X} y fibra genérica A7 = X.
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Homotopy from toric degenerations

Sea X C P" una variedad proyectiva de dimensién d y X C P" x C; una
degeneracion térica de X con fibra especial X} y fibra genérica A7 = X.

Toma un espacio lineal general L C P" de codimensién d que intersecta
transversalmente Xy y X1 (Ao N Ly &1 N L son secciones lineales).
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Homotopy from toric degenerations

Sea X C P" una variedad proyectiva de dimensién d y X C P" x C; una
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Homotopy from toric degenerations

Sea X C P" una variedad proyectiva de dimensién d y X C P" x C; una
degeneracion térica de X con fibra especial X} y fibra genérica A7 = X.

Toma un espacio lineal general L C P" de codimensién d que intersecta
transversalmente Xy y X1 (Ao N Ly &1 N L son secciones lineales).

Sea H(x; t) un conjunto de
© un namero finito de polinomios que definen X'y
@ d formas lineales que determinan L.

H(x; t) se llama una homotopia de seccion lineal.

Proposicién [BFW] Una homotopia de seccién lineal es 6ptima.
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Toric two-step homotopy algorithm

Algoritmo

Input: Una degeneracién térica X' C P" x C; con Xy definido por un ideal
térico y un espacio lineal L C P" con dim X; = codimL.
Output: Todos los puntos de X7 N L.

LEs una homotopia éptima para resolver sistemas téricos.
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Input: Una degeneracién térica X' C P" x C; con Xy definido por un ideal
térico y un espacio lineal L C P" con dim X; = codimL.
Output: Todos los puntos de X7 N L.

Do:

@ Calcula el sistema de polinomios G(x) = 0 que determina L N Ap;

@ Utiliza homotopia poliedral® para resolver G(x) = 0 y obtiene los
puntos de LN Xp;

© Utiliza la homotopia de seccién lineal para determinar los puntos de
XiNL.
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Toric two-step homotopy algorithm

Algoritmo

Input: Una degeneracién térica X' C P" x C; con Xy definido por un ideal
térico y un espacio lineal L C P" con dim X; = codimL.
Output: Todos los puntos de X7 N L.

Do:

@ Calcula el sistema de polinomios G(x) = 0 que determina L N Ap;

@ Utiliza homotopia poliedral® para resolver G(x) = 0 y obtiene los
puntos de LN Xp;

© Utiliza la homotopia de seccién lineal para determinar los puntos de
XiNL.

Teorema [BFW] El algoritmo es una homotopia éptima para X3 N L.

LEs una homotopia éptima para resolver sistemas téricos.
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Mas aplicaciones

@ Determining the equations defining the Hirota variety (moduli of
soliton solutions to the KP equation)
[Agostini-Fevola-Mandelstham-Sturmfels]

@ Proving the positive Laurent phenomenon for cluster algebras
[Gross-Hacking-Keel-Kontsevich]

o Naturality of Schubert polynomials [Knutson-Miller]

@ Gromov width of coadjoint orbits of all compact connected simple Lie
groups [Fang-Littelmann-Pabiniak]

@ Computing the symbol alphabet and adjacencies among letters for
amplitude bootstrap in N = 4 Super-Yang-Mills [B.-Drummond-Glew]
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