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Base de Khovanskii

Sea R un algebra graduada de dimensién dy o : R\ {0} — N x Z"~! una
valuacién de rango r < d.

Un conjunto B C R es una base de Khovanskii para (R, ) si el imagen
de B en gr;R es un conjunto de generadores del algebra.
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Base de Khovanskii

Sea R un algebra graduada de dimensién dy o : R\ {0} — N x Z"~! una
valuacién de rango r < d.

Un conjunto B C R es una base de Khovanskii para (R, ) si el imagen
de B en gr;R es un conjunto de generadores del algebra.
Tarea 1 (Lema 2.10, KM19)

Sea B una base de Khovanskii para (R, 7). Entonces {(b) : b € B} es un
conjunto de generadores del semigrupo I';.
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Ejercicio: Base de Khovanskii

Ejercicio 1

Sea R = k[w, 3w, (t — t3)w] C k[w, t] con ¥ : R\ {0} — (Z2, </ex)
definido por
f(t)w? — (a,deg(f(t))).

Calcula una base de Khovanskii.
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Algoritmo de subduccién

Recuerda la proyeccion R — gr, R, fi—f ¢ R<iry/ Reo(ry-

Input: Una base de Khovanskii B de (R,?)y f € R\ {0};
Output: una expresion polinomial de f en terminos de un namero finito de

elementos de B;
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Algoritmo de subduccién

Recuerda la proyeccion R — gr, R, fi—f ¢ R<p(ry/ Reo(r)

Input: Una base de Khovanskii B de (R,?)y f € R\ {0};
Output: una expresion polinomial de f en terminos de un namero finito de
elementos de B;

El imagen de B genera gr; R entonces existe un polinomio p(xi,...,Xp) y
bi,...,b, € Btal que f = p(by,...,b,);

si f = p(bl, ..., bn) output: p(by,..., by);
sinof<«—f —p(bi,...,bs)y repite;
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Algoritmo de subduccion

Nota que D(f — p(b1, ..., bn)) < D(f) y recureda que dim(R_p(r)) < o0y
[T <p(s)| < oo. Entonces, el algoritmo termina si y solo si cada componente
[<5(r) tiene un minimo. En otras palabras:
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Algoritmo de subduccién

Nota que D(f — p(b1, ..., bn)) < D(f) y recureda que dim(R_p(r)) < o0y
[T <p(s)| < oo. Entonces, el algoritmo termina si y solo si cada componente
[<5(r) tiene un minimo. En otras palabras:

Proposicién (Proposicién 2.13, KM19)

Supongamos que el semigrupo 'y, es minimo-bien-ordenado, es decir cada
subconjunto tiene un minimo con respecto al orden total en N x Z". En
este caso el algoritmo de subduccién termina.
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Valuacién e ideal inicial

Sea B = {b1,..., by} un conjunto de generadores de R. Consideramos
T KX, ... xn] = R, Xxi — bj,
7, k[xi,...,xa)] = gr,R, x;+ b;.
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Valuacién e ideal inicial

Sea B = {b1,..., by} un conjunto de generadores de R. Consideramos
T KX, ... xn] = R, Xxi — bj,
7, k[xi,...,xa)] = gr,R, x;+ b;.

Sean | = kerm y Iy = kermp. Si D tiene hojas unidimensionales el ideal I,
es torico pues

k[xt, ..o xnl /o = k[{D(b1), .., D(bn))zs,]
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Valuacién e ideal inicial

Sea B = {b1,..., by} un conjunto de generadores de R. Consideramos
T KX, ... xn] = R, Xxi — bj,
7, k[xi,...,xa)] = gr,R, x;+ b;.

Sean | = kerm y Iy = kermp. Si D tiene hojas unidimensionales el ideal I,
es torico pues

k[xt, ..o xnl /o = k[{D(b1), .., D(bn))zs,]

Si B ademas es una base de Khovanskii para (R, ) tenemos

kixt, .. xal /b = k[(D(b1), ..., D(bn))z5o] = k[T5] = gryR
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Valuacién e ideal inicial
Sea M € Z"™" la matriz cuyas columnas son los vectores (b1), ..., (bp).

Lema (Lema 2.16, KM19)

El ideal inicial de | con respecto a la matriz de pesos M cumple

in M(I) C Iy.

En particular, si D tiene hojas unidimensionales tenemos M € Trop" (/).
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Valuacién e ideal inicial
Sea M € Z"™" la matriz cuyas columnas son los vectores (b1), ..., (bp).

Lema (Lema 2.16, KM19)

El ideal inicial de | con respecto a la matriz de pesos M cumple

in M(I) C Iy.

En particular, si D tiene hojas unidimensionales tenemos M € Trop" (/).

Prueba: Sea p = Zaezgo cax® € 1. Entonces, por definicién
p(b1,...,b,) = 0. El multipeso de un monomio c,x® con respecto a M es

Mo = degpy(cax®) = D(caby™ -+ - by")

con a = (aq,...,qp).
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Valuacién e ideal inicial
Sea M € Z"™" la matriz cuyas columnas son los vectores (b1), ..., (bp).

Lema (Lema 2.16, KM19)

El ideal inicial de | con respecto a la matriz de pesos M cumple
in M(I) C Iy.

En particular, si D tiene hojas unidimensionales tenemos M € Trop" (/).

Prueba: Sea p = Zaezgo cax® € 1. Entonces, por definicién

p(b1,...,bs) = 0. El multipeso de un monomio c,x® con respecto a M es
Mo = degpy(cax®) = D(caby™ -+ - by")
con a = (aq,...,a,).Nota que degy,(p) es el peso de cada monomio en

in p(p) entonces

D(in m(p)(b1, .- ., bn)) < degu(p)
Pues in M(p)(bl, ce bn) =0en RgdegM(p)/R<degM(p) yin M(p) cl,. i
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Criterios para bases de Khovanskii

Teorema (Teorema 2.17, KM19)

Sea B un conjunto de generadores de R. Entonces,

B es una base de Khovanskii para (R,?) siysolosi inwn(l)=1Is.
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Criterios para bases de Khovanskii

Teorema (Teorema 2.17, KM19)

Sea B un conjunto de generadores de R. Entonces,

B es una base de Khovanskii para (R,?) siysolosi inwn(l)=1Is.

Teorema (Teorema 1, B21)

Sea B un conjunto de generadores de R y U una valuacién de rango
completo con hojas unidimenionales. Entonces,

B es base de Khovanskii para (R,?) <« rango(M) = d yin p(I) primo.
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Casi-valuaciones

Recuerda, nuestras valuaciones homogéneas v : R\ {0} — (N x Z", <)
satisfacen para f,g € R\ {0} y c € k

0 o(fg) = 0(f) + 2(g):
@ si f + g # 0 tenemos P(f + g) < max{?(f),0(g)};
Q »(cf) = 0(f).
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Casi-valuaciones

Recuerda, nuestras valuaciones homogéneas v : R\ {0} — (N x Z", <)
satisfacen para f,g € R\ {0} y c € k

0 o(fg) = 0(f) + 2(g):
@ si f + g # 0 tenemos P(f + g) < max{?(f),0(g)};
Q »(cf) = 0(f).

Si en cambio de (1) satisface

(1) o(fg) < o(f) + 0(g)
la aplicacién © se llama una casivaluacion. Como en el caso de valuaciones

podemos definir una filtracién F<, = {f € R\ {0} : &(f) < a} U {0}
asociado a una casivaluacién.
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Casi-valuaciones desde matrices de peso

Sea M € Z"" una matriz de pesos. Definimos una casivaluacién asociada
Um : kl[xt,...,n] \ {0} = Z" como sigue. Sea p =) -» Cax® entonces

opm(p) == max <, {Ma : ¢, # 0}.
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Casi-valuaciones desde matrices de peso

Sea M € Z"" una matriz de pesos. Definimos una casivaluacién asociada
Um : kl[xt,...,n] \ {0} = Z" como sigue. Sea p =) -» Cax® entonces

opm(p) == max <, {Ma : ¢, # 0}.

Tarea 2

Verifica que Up @ k[x1,...,xn] \ {0} = (2", <jex) €s una valuacion para
cada M € Z"™". Recuerda que in p(f) = iny,(...iny (f)...) para
ui,...,u, las filas de M.
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Casi-valuaciones desde matrices de peso

Sea 7 : k[xi,...,xn] = R la proyeccion tal que R = k[x1,...,x5]/l = R.
Entonces obtenemos un diagrama de pushforward

KDt - xa) \ {0} — 2 (2", <1ex)

™ ~
T+ OV M

R\ {0}
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Casi-valuaciones desde matrices de peso

Sea 7 : k[xi,...,xn] = R la proyeccion tal que R = k[x1,...,x5]/l = R.
Entonces obtenemos un diagrama de pushforward

KDt - xa) \ {0} — 2 (2", <1ex)

™ ~
T+ OV M

R\ {0}

Definimos vy : R\ {0} — (Z", <jex) como v := 7, 0 . Se llama la
casivaluacion de la matriz de peso M
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Casi-valuaciones desde matrices de pesos

Lema (Lema 3.2, KM19)

La casivaluacion de la matriz de peso vy : R\ {0} — (2", <jex) para
f € R\ {0} se calcula

um(F) == min {ﬁM(F) FeKx,. .. xn),m(F) = f}.

<lex
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Casi-valuaciones desde matrices de pesos

Lema (Lema 3.2, KM19)

La casivaluacion de la matriz de peso vy : R\ {0} — (2", <jex) para
f € R\ {0} se calcula

vu(f) := min {ﬁM(F) FeKx,. .. xn),m(F) = f}.

Es decir, para f € R\ {0} tenemos

vpm(f) = min {max(l\/la ca £0): f= anxa € klx1, ..., x), m(F) = f}

<lex <lex

Para calcular casivaluaciones de matrices de pesos de manera mas eficiente
vamos a utilizar ciertas bases del algebra R.
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Ejercicio: Casi-valuaciones

Ejercicio 2
Fijamos <ex en Z? y consideramos el algebra
R = k[x,y, 2]/ (x> + xz® + y3).

Seanf=xcRyg=x*>+22cR.

Q@ Con M= ((1) ; ;) calcula vy (f),vm(g) y vm(fg).
1 11
0 Conm= (1 ¢ 1) calula () m(e) y (1)

¢ Es vpy una valuacién o solo una casivaluacion? ;Qué distingue los dos
casos?
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Bases adaptadas

Sea B una k-base de Ry F = {F<,: a €'} una filtracién de R con

respecto a un grupo ordenado I'. La base B se llama adabtapa a F si para
cada a € ' tenemos

BN F<, esuna k-base de F<,.

Si F viene de una (casi)valucacion v decimos que B es adabtada a v.
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Bases adaptadas

Sea B una k-base de Ry F = {F<,: a €'} una filtracién de R con
respecto a un grupo ordenado I'. La base B se llama adabtapa a F si para
cada a € ' tenemos

BN F<, esuna k-base de F<,.
Si F viene de una (casi)valucacion v decimos que B es adabtada a v.

Tarea 3 (Comentario 2.30, KM19)

Sea v una valuacién con hojas unidimensionales en R y B una k-base de R.
Muestra que

B es adaptada a v
<~
b v(b) da una biyeccion B <> v(R\ {0})

Nota que si las hojas no son unidimensionales tenemos mas elementos en la
base que valores de v.

v
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