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El rango y el graduado asociado

Definimos el rango r(ν̂) de la valuación ν̂ : R \ {0} → N × Zd como el
rango del grupo generado por su imagen Γν̂ .
En Ejemplo 1 el semigrupo ⟨(1, 0), (1, 1), (1, 3)⟩ ⊂ Z2 es de rango 2.

Proposición 1 (Pilant, Proposición 3.1 Teissier)
Sea r(ν̂) = r(Γν̂) y grν̂R =

⊕
(m,u)∈Γν̂ R≤(m,u)/R<(m,u). Entonces,

dim grν̂R = r(ν̂).

Recuerda: si Γ ⊂ Zd es un semigrupo y k[Γ] su álgebra. Entonces,
Spec(k[Γ]) es una variedad tórica afín con M = ⟨Γ⟩ su latiz de caracteres.
Tenemos

dim k[Γ] = dim Spec(k[Γ]) = rango(M) = r(Γ).
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La desigualdad de Abhyankar

Sea R = R(V ) y la valuación ν̂ : R \ {0} → N × Zd con su imagen el
semigrupo graduado Γν̂ .

Proposición 2 (Teissier, p.17)
Se cumple la desigualdad de Abhyankar: r(ν̂) ≤ dimR .

Prueba: Tenemos una proyección de álgebras graduadas

πν̂ : R ↠ grν̂R, f 7→ R≤ν̂(f )/R<ν̂(f ).

Por lo tanto R/ ker(πν̂) ∼= grν̂R y r(ν̂) = dim grν̂R ≤ dimR . ■

Si r(ν̂) = dimR decimos que ν̂ es de rango completo. En este caso, como
consecuencia de la desigualdad de Abhyankar y la Proposición de Pilant
tenemos

dim grν̂R = r(ν̂) = dimR.
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Hojas unidimensionales

Si las cocientes R≤(m,u)/R<(m,u) se llaman las hojas de la filtración. Si
satisfacen

dimk(R≤(m,u)/R<(m,u)) ≤ 1 ∀ (m, u) ∈ Γ

se dice que ν̂ tiene hojas unidimensionales.

Tarea 1
Sean Rν̂ := {f ∈ K \ {0} : ν̂(f ) ≥ 0} ∪ {0} el anillo de la valuación,
mν := {f ∈ K \ {0} : ν̂(f ) > 0} ∪ {0} su ideal maximal y kν̂ = Rν̂/mν̂ el
campo residual. Como ν̂(c) = 0 para c ∈ k tenemos k ⊂ kν̂ . Verifica que

1 ν̂ tiene hojas unidimensionales ⇔ k = kν̂
2 Si ν̂ es de rango completo, tiene hojas unidimensionales.
3 Si ν̂ tiene hojas unidimensionales, entonces grν̂R ∼= k[Γν̂ ].
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Ejemplo 2
Consideramos R = k[x , y , z ]/(g) con g = x3 + x2z + xz2 + y3 y la
valuación ν̂(x) = (1, 3), ν̂(y) = (1, 1) y ν̂(z) = (1, 0).
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Ejercicio:

1. Calcula dimR .

2. Calcula ν̂(xz2), ν̂(y3) y ν̂(xz2 + y3).

3. Calcula R≤(3,3) y R≤(3,3)/R<(3,3).

4. Calcula grν̂R .

El orden en N × Z es (a, b) ≤ (a′, b′) si a < a′ o a = a′ y b > b′.
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Ejemplo 2
Consideramos R = k[x , y , z ]/(g) con g = x3 + x2z + xz2 + y3 y la
valuación ν̂(x) = (1, 3), ν̂(y) = (1, 1) y ν̂(z) = (1, 0). Recuerda el orden
en N × Z es (a, b) ≤ (a′, b′) si a < a′ o a = a′ y b > b′.

1 dimR = 2 (superficie en k3).
2 ν̂(xz2) = ν̂(x) + ν̂(z2) = (1, 3) + (1, 0) = (3, 3)

ν̂(y3) = (3, 3)

ν̂(xz2 + y3)
mod (g)
= ν̂(x3 + x2z) = min<{ν̂(x3), ν̂(x2z)}
= min<{(3, 9), (3, 6)} = (3, 9).

3 R≤(3,3) = ⟨x3 < x2y < x2z < xy2 < xz2, y3⟩ ∪ R2 ∪ R1 ∪ k

nota que R≤(3,3) ̸∋ xyz < y2z < yz2 < z3

tenemos −y3 mod (g)
= xz2 + x3 + x2z , con x3 + x2z ∈ R<(3,3)

R≤(3,3)/R<(3,3) = ⟨xz2⟩ ⇒ −y3 ≡ xz2 en grν̂R
4 grν̂R = k[Γν̂ ] ∼= k[x , y , z ]/(y3 + xz2)
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Una proyección que respeta el orden
Lema (Lema 8, Anderson)

Sea S ⊂ Z × Zd un conjunto finito. Entonces, existe una proyección
π : Z × Zd → Z tal que para cada (m, u), (m′, u′) ∈ S

(m, u) < (m′, u′) ⇒ π(m, u) < π(m′, u′)

donde el orden en Z × Zd es el orden extendido de ≺lex en Zd .

Prueba: Sea C ∈ Z≥0 más grande que cada entrada de (m, u)− (m′, u′)
para todas las (m, u), (m′, u′) ∈ S y sean α0, . . . , αd tal que
αk > C (αk+1 + · · ·+ αd) para cada k ≥ 0.

Entonces, π(m, u) := α0m −
∑d

i=1 uiαi ≥ 0 satisface las condiciones. ■

Ejercicio 1
Para el Ejemplo 1: define una proyección que cumple el Lema 8 con
respecto al conjunto {(3, 3), (3, 6), (3, 9)}.
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Ejemplo 2
Sea R = k[x , y , z ]/(g) donde g = x3 + x2z + xz2 + y3 con valuación
ν̂(x) = (1, 3), ν̂(y) = (1, 0) y ν̂(z) = (1, 0). Calculamos

ν̂(x3) = (3, 9) < ν̂(x2z) = (3, 6) < (3, 3) = ν̂(xz2) = ν̂(y3)

Por lo tanto en grν̂R : xz2 = y3.

Podemos realizar grν̂R como degeneración de Gröbner utilizando la
proyección π : Z × Z → Z definida a base del conjunto
{(3, 9) < (3, 6) < (3, 3)}. Por ejemplo

π(a, b) = 5a− b

cumple con el Lema 8. Las proyecciones de los generadores de Γν̂ ,
(1, 3), (1, 1), (1, 0) son 2, 4, 5. Calculamos

in(2,4,5)(g) = xz2 + y3 ⇒ grν̂R
∼= k[x , y , z ]/ in (2,4,5)(g)
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Una degeneración tórica

Proposición 3 (Proposición 3, Anderson)
Sea R = R(V ) y supongamos que grν̂R es finitamente generado (entonces,
Γν̂ = Γ(V ) es finitamente generado también). En este caso existe un
álgebra R ⊂ R[t] que es finitamente generada, N-graduada, y plano como
k[t]-modulo tal que

1 R/tR ∼= grν̂R y
2 R[t−1] ∼= R[t, t−1] como k[t, t−1]-álgebras.

Idea de la Prueba: Construir un álgebra R y probar que cumple con la
Proposición utilizando la proyección y la conexión con los ideales iniciales.
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Una N-filtración inducida

Dado la filtración {R≤(m,u) : (m, u) ∈ Γ ⊂ Z × Zd} y la proyección
π : Z × Zd → Z. Nota que por construcción π(Γν̂) ⊂ N.
Obtenemos una N-filtración, para k ∈ N

R≤k := {f ∈ R : π(ν̂(f )) ≤ k}

El anillo asociado graduado es

grπ◦ν̂R =
⊕
k≥0

R≥k/R>k

Ejercicio 2
En el Ejemplo 2 con la proyección π : Z2 → Z definida por
π(a, b) = 5a− b muestra que grν̂R

∼= grπ◦ν̂R . ¿Siempre se cumple?
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El álgebra de Rees de una N-filtración

Dado la filtración {R≤k : k ∈ N} en R definimos el álgebra de Rees

R =
⊕
k≥0

R≤kt
k ⊂ R[t].

Nota: R tiene una N × N-graduación: la N-graduación de k[t] y la
N-graduación de R =

⊕
m≥0 V

m.

Afirmación: R es un k[t]-modulo libre que cumple
1 R/tR ∼= grν̂R

2 R[t−1] ∼= R[t, t−1].

Idea de la Prueba: realizar R como una degeneración de Gröbner.
1 Presentación de R ∼= S/I donde S = k[x1, . . . , xn]

2 Mostrar que R ∼= S [t]/Iw donde w = (π(ν̂(x̄1)), . . . , π(ν̂(x̄n))).
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