Curso: Degeneraciones Todricas

Lara Bossinger
Universidad Nacional Auténoma de México, Unidad Oaxaca

Octubre 18 2022

Lara Bossinger 1/ 14



Contenido

@ Valuaciones

@ Grupos abelianos ordenados
@ Anillos y semigrupos graduados
© cuerpos de Newton—Okounkov
@ Motivacion geométrica

© Degeneraciones

Filtraciones y el anillo asociado graduado
Semigrupos finitamente generados

El rango de una valuacién

La desigualad de Abhyankar

Hojas unidimensionales

La degeneracién térica de Anderson
Prueba

QOO0O0000

Lara Bossinger 2/ 14



El dlgebra de Rees de una N-filtraciéon

Dado la filtracién {R<k : k € N} en R definimos el dlgebra de Rees

R = P Reit* C R[],
k>0
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El dlgebra de Rees de una N-filtraciéon
Dado la filtracién {R<k : k € N} en R definimos el dlgebra de Rees

R = P Reit* C R[],
k>0

Nota: R tiene una N x N-graduacién: la N-graduacién de k[t] y la
N-graduacién de R = 50 V™.
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El algebra de Rees de una N-filtracion
Dado la filtracién {R<k : k € N} en R definimos el dlgebra de Rees
R = P Reit* C R[],
k>0

Nota: R tiene una N x N-graduacién: la N-graduacién de k[t] y la
N-graduacién de R = ®m20 vm
Afirmacion: R es un k[t]-modulo libre que cumple

Q R/tR = gryR

Q@ R[t7'] = R[t,t7].
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El algebra de Rees de una N-filtracion

Dado la filtracién {R<k : k € N} en R definimos el dlgebra de Rees

R = P Reit* C R[],
k>0

Nota: R tiene una N x N-graduacién: la N-graduacién de k[t] y la
N-graduacién de R = 50 V™.
Afirmacion: R es un k[t]-modulo libre que cumple
Q R/tR = gryR
Q@ R[t7Y = R[t,t71]
Idea de la Prueba: realizar R como una degeneracién de Grobner.
@ Presentaciéon de R = S/l donde S = k[xi, ..., Xp)
@ Mostrar que R = S[t]/1" donde w = (7w(D(k1)), ..., 7(D(Xn))).
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Recuerda de la teoria de Grobner

S =k[x1,...,xn], | C S un ideal con < orden monomial

Q existe w € N” tal que inc (/) = iny (/);

@ la homogenizacién /" C S[t] es un ideal (w, 1)-homogéneo con
deg(wyl)(t) =1;

© si / es v-homogéneo con respecto a algiin v € ZZ, entonces /" es
(v,0)-homogéneo.

Q@ S[t]/1" es un k[t]-modulo libre y define una familia plana con fibra
especial S/iny (/) y fibra genérica S/I.
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Prueba de la Proposicion 3

(1) Escogemos generadores homogeéneos f,.. r f, € gryR con
deg(f;) = (m;,u;j) € Ty C N x Z9. Entonces, f; € Re(mpui)/ Re(myun) -
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Prueba de la Proposicion 3

(1) Escogemos generadores homogéneos fi,.. - f, € gryR con
deg(f;) = (m;,u;j) € Ty C N x Z9. Entonces, f; € Re(mpui)/ Re(myun) -

Sean fi,...,f, € R levantamientos de f;,...,f, con f € V™M y
p(f) = (m;, u;). Toma S = k[xi,...,x,] con N x Z9graduacién
deg(x;) = (m, u;).
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Prueba de la Proposicion 3

(1) Escogemos generadores homogéneos fi,.. - f, € gryR con
deg(f;) = (mj,u;) € Tp C N x Z%. Entonces, f; € Re(mpui)/ Re(myun) -
Sean fi,...,f, € R levantamientos de f;,...,f, con f € V™M y

D(f;) = (mj,u;). Toma S = k[xi, ..., xs] con N x Z9-graduacién
deg(x;) = (mj, u;).

Tenemos un homomorfismo de anillos graduados

Y :S —gryR, x; > i

Sean gy, ..., &s generadores homogéneos del nicleo de 1 con
deg(g)) = (nj, vj).

Lara Bossinger 5/ 14



Prueba de la Proposicion 3

(1) Escogemos generadores homogéneos fi,.. - f, € gryR con
deg(f;) = (m;,u;j) € Ty C N x Z9. Entonces, f; € Re(mpui)/ Re(myun) -

Sean fi,...,f, € R levantamientos de f;,...,f, con f € V™M y
p(f) = (m;, u;). Toma S = k[xi,...,x,] con N x Z9graduacién
deg(x;) = (m, u;).

Tenemos un homomorfismo de anillos graduados
VS —gryR, X —f

Sean g1, ..., gs generadores homogéneos del nicleo de ¢ con
deg(gj) = (nj, v;). Entonces, gj(fi,...,f;) =0 en Re(n )/ Re(n; )

gi(f,..., fn) =0en Rg(nj,vj)/R<(nj,\/j) = gi(h,....fr) € R<(nj,vj)
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

Entonces, g;(fi,...,f,) =0 en R<(nj )/ R<(n;,v7)-

g'j(fl, e, Fn) =0en Rg(nj,vj)/R<(nj,vJ-) = g'j(fl, ey fn) S R<(nj,vj)
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

Entonces, g;(fi,...,f,) =0 en R<(nj )/ R<(n;,v7)-

g'j(fl, e, Fn) =0en Rg(nj,vj)/R<(nj,vJ-) = g:,'(fl, ey fn) S R<(nj,vj)

R<(n;,y;) €S de dimensién finita y [ <(n;,v;) €S un conjunto finito por lo tanto
existen polinomios gj € gj + S<(,,j7vj) tal que

Se pueden escoger tal que son N-homogéneos (pues los f; son
N-homogéneos).

Afirmacion: 5/(g1,...,8) = R.
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Ejemplo 3: una presentacién de gr, R

Sea R = k[w, t?w, (t — t3)w] C k[w, t] con D : R\ {0} = (Z2, <|ex)
definido por

f(t)w? — (a,deg(f(t))).

Ejercicio 1
@ Verifica que I'; es finitamente generado y de rango completo.
Recuerda el Lema p.7 del 11 de octubre.

© Toma un conjunto de generadores homogéneos fi, . .., f, para
gryR = k(5] y calcula un conjunto de generadores del niicleo de
Y :S — gryR donde S = k[xi, ..., x|
Recuerda la construccion de ideales téricos utilizando el mapeo de las latices
de caracteres, e.g. p.1 agosto 21.

v
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3
Afirmacién: S/(g1,...,85) = R.

Sea | = ker(S = R)y J =ker(S — gryR). Entonces, g ly gj € J.
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3
Afirmacién: S/(g1,...,85) = R.

Sea | = ker(S = R)y J =ker(S — gryR). Entonces, g ly gj € J.
Definimos un orden monomial no total:

<xt & Z ai(mj, uj) < Z bi(mj, u;).

i€[n] i€[n]

Nota que por construccién in<(gj) = g;j, por lo tanto J C in<(/).
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3
Afirmacion: S/(gi1,...,8s) = R.

Sea | = ker(S = R)y J =ker(S — gryR). Entonces, g ly gj € J.
Definimos un orden monomial no total:
x*<xt & Z aj(mj, u;) < Z bi(mi, u;).
i€[n] ie[n]

Nota que por construccién in<(gj) = g;j, por lo tanto J C in<(/).

Para ver in<(l) C J sea h € | entonces h(fi,...,f,) =0 € R lo cual
implica que el imagen en gr;, R satisface

h(f,....f,) = h(A,....f,) = 0.

Por construccién h es la forma <-inicial de h y por lo anterior esta en J.
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3
Afirmacion: S/(gi1,...,8s) = R.
Sea | = ker(S = R)y J =ker(S — gryR). Entonces, g ly gj € J.

Definimos un orden monomial no total:

x? < xb = Z a,-(m,-, u,-) < Z b,-(m,-, u,-).
i€[n] i€[n]
Nota que por construccién in<(gj) = g;j, por lo tanto J C in<(/).

Para ver in<(l) C J sea h € | entonces h(fi,...,f,) =0 € R lo cual
implica que el imagen en gr;, R satisface

h(f,...,fh) = E(ﬁ,...,f,,):o.
Por construccion h es la forma <-inicial de h y por lo anterior esta en J.

Consecuencia: J =in<(/)y {g1,...,8s} es una <-base de Grobner de /.
En particular | = (g1,...,8s). U
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Ejemplo 3: levantando la presentacion a R
Sea R = k[w, t?w, (t — t3)w] C k[w, t] con D : R\ {0} — (Z2, <iex)
definido por w?f(t) — (a,deg(f(t))). Calculamos en el Ejercicio 1

groR = k[[p] = k[w, wt?, wt3] = S/(x1x3 — x3),

S = k[x1, x2, x3], con deg(x1) = D(w), deg(x2) = D(wt?) y
deg(xs) = D(w(t — £°)).
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Ejemplo 3: levantando la presentacion a R

Sea R = k[w, t?w, (t — t3)w] C k[w, t] con D : R\ {0} — (Z2, <iex)

definido por w?f(t) — (a,deg(f(t))). Calculamos en el Ejercicio 1
groR = k[[p] = k[w, wt?, wt3] = S/(x1x3 — x3),

S = k[x1, x2, x3], con deg(x1) = D(w), deg(x2) = D(wt?) y
deg(xs) = D(w(t — £°)).

Ejercicio 2
Seaglexg_xgesyﬂ:W7f2:Wt2yf:9’:W(t_t3)

Q Calcula (n,v) el multigrado de g € S y verifica que
g(ﬁ., f27 fé) € R<,ex(n,v)-

@ Busca g € S tal que g(f1,f2,3) =0 y g es la <-forma inicial de g.
Donde x?*x22x2* < xP*xE2x22 si y solo si

(o) +ula) +(s) wanly) +e) ()
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

(2) P.D. S[t]/1" con w = (w(P(x1)), ..., m(P(xn))) cumple con la
Proposicién 3.

1p.11 de las diapositivas del septiembre 13
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3
(2) P.D. S[t]/1" con w = (w(P(x1)), ..., 7(P(xn))) cumple con la
Proposiciéon 3.
Recuerda la construccién de un v € N para cada orden monomial < en S.
El vector w es construido de la misma manera para < tomando el conjunto
{(nj,v;) : j € [s]} para . Entonces,

inw () =in<(/)

1p.11 de las diapositivas del septiembre 13
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

(2) P.D. S[t]/1" con w = (w(P(x1)), ..., 7(P(xn))) cumple con la
Proposiciéon 3.

Recuerda la construccién de un v € N para cada orden monomial < en S.
El vector w es construido de la misma manera para < tomando el conjunto
{(nj,v;) : j € [s]} para . Entonces,

inw () =in<(/)

Sabemos que S[t]/I" es un k[t]-modulo libre Proposicién 3.2.4 HH!,
Ademas el Corolario 3.2.6, HH implica

(S[t]/1™)/(t) S/inw(l) =gryR
(S[E]/1")/(t —a) = S/I=R

1%

Por lo tanto S[t]//" cumple con la Proposicién 3.

1p.11 de las diapositivas del septiembre 13
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Ejemplo 3: la familia plana

Tenemos R = S/(x1x32 — x23 — x12x2 + 2x1x§) del Ejercicio 2 y el orden en

los monomios de S definido por xx32x5* < xP x22x2* si y solo si

111 () _ 11 21
023?023/ |72
as b3
Ejercicio 3
Sea | = (x1x§ —x3 — x2x +2x1x3) C S.
@ Busca un vector de peso w € N3 tal que in<(1) = in,, (/).
@ Define la familia S[t]/I".
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

P.D. El algebra de Rees R = S[t]/I".
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3
P.D. El algebra de Rees R = S[t]/I".

Recuerda que S[t]/I" es (w, 1)-graduado donde deg(,, 1)(t) = 1. Ademas
es N-graduado donde deg(x;) = m; y los g/ son homogéneos.
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

P.D. El algebra de Rees R = S[t]/I".

Recuerda que S[t]/I" es (w, 1)-graduado donde deg(,, 1)(t) = 1. Ademas
es N-graduado donde deg(x;) = m; y los g/ son homogéneos.

Recuerda la N-filtracién en R es de la forma

Ir

pues los f; son generadores de R.
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Continuacién de la prueba de la Proposicién 3

P.D. El algebra de Rees R = S[t]/I".

Recuerda que S[t]/I" es (w, 1)-graduado donde deg(,, 1)(t) = 1. Ademas
es N-graduado donde deg(x;) = m; y los g/ son homogéneos.

Recuerda la N-filtracién en R es de la forma

Ir

pues los f; son generadores de R. Asi obtenemos un isomorfismo

S[t]/1v =R = @ngt", xj = tYif, t t.
k>0
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Resumen

Cada valuacién 7 : R(V)\ {0} — N x Z? en un anillo N-graduado
finitamente generado que satisface

@ U es de rango completo, y
@ el semigrupo graduado ', es finitamente generado

induce una degeneracién térica de Proj(R(V)) a la variedad térica
Proj(k[l»]) (que no necesariamente es normal). Ademas la normalizacién
de Proj(k[l;]) es la variedad térica proyectiva

XA(R,D)

definida por el politopo de Newton—Okounkov A(R, D).
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