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Ejemplo 3:

Recuerde el Ejemplo 3: R & 5/(x1x32 — xg’ — X12X2 + 2x1x22) y el orden

arcial) monomial definido por x?1x32x2* < xP1x22xb3 iy solo si
p por X" X3 X3 1 Xp"X3” Sy

by

ai
11 1 111
<
(o 2 3) 32 [ Slex (o 2 3) by
as b3
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Ejemplo 3:

Recuerde el Ejemplo 3: R = 5/(x1x3 — x23 — xlxz + 2x1x2) y el orden
(parcial) monomial definido por x;*x32x3% < xlb x2b b3 5i y solo si

11 1 31 _ (111 21
0 2 3/ |%?) =l\o 2 3)|7?
a3 b3
La matriz (0 > 3 junto con el orden <., funcionan como un vector de

peso w € Ry el orden < en R. Los monomios obtienen multipesos al
multiplicar su vector exponente con la matriz
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Ejemplo 3:

Recuerde el Ejemplo 3: R = 5/(x1x3 — x23 — xlxz + 2x1x2) y el orden
(parcial) monomial definido por x;*x32x3% < le x2b b3 5i y solo si

11 1 al< 111 21
0 2 3) (%) Slexg 2 3) |2

a3 b3

La matriz (0 > 3 junto con el orden <., funcionan como un vector de

peso w € Ry el orden < en R. Los monomios obtienen multipesos al
multiplicar su vector exponente con la matriz, e.g.:

(3a6) - (3’6) Zlex (374) Zlex (372)
x1x3 — X + 2x1x22 - Xi{X2
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Matrices de pesos y la region de Grobner

Sea S = k[x1,...,x,] y I C S un ideal. Una matriz M € Q%" se llama
una matriz de pesos y junto con el grupo ordenado (Q9, <) definimos para
f = Zaezgo XaCa

in(M7_<)(f) = Z XBCB.

B:MB>Ma
Va:ca#0

De manera similar definimos in(p, <) (/) = (in(p,<)(f) : £ € 1). Si del
contexto (Q?, <) esta claro escribimos mM(l).
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Matrices de pesos y la region de Grobner

Sea S = k[x1,...,x,] y I C S un ideal. Una matriz M € Q%" se llama
una matriz de pesos y junto con el grupo ordenado (Q9, <) definimos para
f = Zaezgo XaCa

in(M7_<)(f) = E XBCB.
B:MB>=Mao
Va:ca#0

De manera similar definimos in(p, <) (/) = (in(p,<)(f) : £ € 1). Si del
contexto (Q9, <) esta claro escribimos inp(/).

Definimos en Q%" la regién de Grébner de rango d

GRY(I) := {M € Q9% : 3 < orden monomial, in ~(/) = in ~(in M(I))}
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Ejemplo

Ejercicio 1

Sea | = (x°y — xy + yz? + z%) C k[x, y, z|. Fijamos el orden lexicografico
en Q2. Calcula los ideales iniciales con respecto a las siguientes matrices.
iEstan en la regién de Grébner GR?(1)?

10 -1
0/\/11—(13 1)
-1 0 -1
eMZ_(l 3 1)

1 -1 -1
°M3:(1 3 1)

Recuerda: si < es un orden monomial en S y xV, x" dos monomios tal que x"
divide x", entonces . ..
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La region de Grobner y conos de Grobner

Tarea 1 (Lema 8.7, KM19)
Sea | C S un ideal.
© Muestra que la region de Grébner GRY(I) contiene el ortante positivo
W

Q@ Si | es homogéneo GRY(I) = Q*".
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La region de Grobner y conos de Grobner

Tarea 1 (Lema 8.7, KM19)
Sea | C S un ideal.
© Muestra que la region de Grébner GRY(I) contiene el ortante positivo
W

Q@ Si | es homogéneo GRY(I) = Q*".

Como en el caso de rango uno definimos los conos abiertos asociados a
matrices de pesos: para M € Q9x"

CIM] := CF[M] == {M' € Q%" in p(1) = in (1)}
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La utilidad de la base de Grobner reducida

Recuerda la base de Grobner reducido G := G.(/) de I con respecto al
orden monomial < en §.

Lema (Lema 8.5y 6, KM19)
Sea M € Q%" y < un orden monomial.

@ M c CY<] siy solo siinc(iny(g)) = in-(g) para cada g € G. En
particular, C9[<] es un cono poliedral y GRY(I) tiene la estructura de
un abanico.
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La utilidad de la base de Grobner reducida

Recuerda la base de Grobner reducido G := G (/) de I con respecto al
orden monomial < en S.

Lema (Lema 8.5y 6, KM19)

Sea M € Q%" y < un orden monomial.

@ M c CY<] siy solo siinc(iny(g)) = in-(g) para cada g € G. En
particular, C9[<] es un cono poliedral y GRY(I) tiene la estructura de
un abanico.

Q@ G(inm(/)) ={inm(g) : g € G<}.

© Si M e C9<] entonces M' € C4[M] si y solo siiny(g) = inu(g)
para cada g € G..
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Conexion: de rango mayor a rango uno
Fijamos el orden lexicografico en Q9.

Lema (Lema 8.8 KM19)

Sea M € Q9" y uy, ..., uy sus filas. Para cada | C S un ideal homogéneo
tenemos

inp(l) =ing,(...iny(1)...)
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Conexién: de rango mayor a rango uno
Fijamos el orden lexicografico en Q9.

Lema (Lema 8.8 KM19)

Sea M € Q9" y uy, ..., uy sus filas. Para cada | C S un ideal homogéneo
tenemos

inp(l) =ing,(...iny(1)...)

Idea de la prueba:
>y aity
Sean «a, 8 € Z, entonces Ma = ( ) Asi Ma > M si

S0 ajug
n n

Yorqajuyp > >0 Bimg, o

Sorqaiu = YoiBiviy  Yoiq it > > Biugi,
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Conexién: de rango mayor a rango uno
Fijamos el orden lexicografico en Q9.

Lema (Lema 8.8 KM19)

Sea M € Q9" y uy, ..., uy sus filas. Para cada | C S un ideal homogéneo
tenemos

inp(l) =ing,(...iny(1)...)

Idea de la prueba:
>y aity
Sean «a, 8 € Z, entonces Ma = ( ) Asi Ma > M si

27:1.041'%,'
Soiaiup > Y Biug, o
Siaou = Y Biuy oy Yo > Y By,

En particular, para cada f € [ tenemos inp(f) =iny (...iny (f)...) por

lo tanto inp(/) Ciny,(...iny (/)...). Para la otra inclusién se utiliza la
induccién por d. [J
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Ejemplo
Ejercicio 2

Sea | = (x’y — xy + yz? + z%) C k[x, y, z]. Fijamos el orden lexicografico
en Q°. Calcula los ideales iniciales

inu, (in uy (1))

donde uy, uy son las filas de las siguientes matrices:
1 0 -1
0 M = (1 3 1 )
-1 0 -1
o M= ( 1 3 1 )

1 -1 -1
G”\/’3:(1 3 1)
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Tarea 2
Sea | C S unideal y M € GRY(1).

@ Muestra que existe un w € Q" tal que
in (1) =inpm()

Recuerda el Lema 8 de Anderson (p.8 del 12 de octubre).

@ Supongamos que las filas de M son linealmente independientes y que
pertenecen al mismo cono C € GF(I) del abanico de Grébner (de
rango uno) de |. Sea u la suma de las filas de M entonces

inp () =in (1)

Recuerda que para cada u,v € R" existe un ¢ > 0 tal que
iny(iny (1) =inypeu(l). )
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La tropicalizacién de rango mayor

Dado I C S recuerda su tropicalizacion
Trop(/) := {w € GR(/) : in (/) # monomios}.
Fijamos el orden lexicografico en Q9 y definimos su analogo de rango mayor

Trop9(1) := {M € GRI(I) : in p(/) # monomios}.
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La tropicalizacién de rango mayor
Dado I C S recuerda su tropicalizacion
Trop(/) := {w € GR(/) : in (/) # monomios}.
Fijamos el orden lexicografico en Q9 y definimos su analogo de rango mayor

Trop9(1) := {M € GRI(I) : in p(/) # monomios}.

Proposicién (Proposicién 8.16, KM19)

Sea | C S un ideal y M € GRY(I) con filas uy, ..., uy. Entonces,
M € Trop9(l) si y solo si u; € Trop(l) y

uj € Trop(iny, ,(...iny(l)...)) paratodasl <i<d
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Prueba de la Proposicién 8.16

Sabemos del Lema 8.8 que

inp(l) =ing,(...ing (1)...)

Entonces, in p(/) no contiene monomios si y solo si in,(...in 4 (/)...)
no contiene monomios
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Prueba de la Proposicién 8.16

Sabemos del Lema 8.8 que

inp(l) =ing,(...ing (1)...)

Entonces, in p(/) no contiene monomios si y solo si in,(...in 4 (/)...)
no contiene monomiossi y solo si

in 4, (1) # monomios, y in ,(in 4, (1)) Z monomios, y ...
Lo cual es equivalente a vy € Trop(/) y uz € Trop(iny, (1)) y los demas

ui € Trop(iny,_,(...iny,(/)...)) paratodasl<i<d
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Ejemplos de la Proposicién 8.16

Para un ideal (homogéneo) | C S consideramos 7 € Trop(/) un cono de
dimension d y {ui,...,uq} C 7°. Definimos M cuyas filas son vy, ..., ug.

Entonces,
in Ul(l) = ... = in ud(l) = in M(I)

y M € Trop?(l).

Lara Bossinger 13/ 16



Ejemplos de la Proposicién 8.16

Sea 7 € Trop(/) de dimensién d, y escogemos una bandera de caras
TMTCmC - CT19g-1CT

de 7 con dim7; = i. Escogemos u; € 71, y para cada 2 < j < d tomamos

uj € 7; tal que {u1,...,u;} C 7 es linealmente independiente.
Nota que

Q w1 € L(iny, (1)) y u2 € Trop(ing, (1)),

Q ui—1 € L(ing,_,(-..iny (1)...)) y ui € Trop(ing,_,(...iny (1)...))
paracadal <i<d.
Por lo tanto M € Trop?(/), mas precisamente

inp() =in (1) =in g4, (/).
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Ejemplos de la Proposicién 8.16

TDOTy DTy
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