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Orden monomial y vector de peso

Sea w = (wq,...,w,) € RZ; y < un orden monomial para romper
empates. Definimos el orden monomial <,,:
a b > wi(ai — bi) <0, o
XT <y X = n a b
Ei:l w,-(a,-—b,-)zO y x° < X",

Lara Bossinger 3/ 16



Orden monomial y vector de peso

Sea w = (w1,...,w,) € RZ; y < un orden monomial para romper
empates. Definimos el orden monomial <,,:

n
a b >y wi(ai — bj) <0, o
e ® {27:1 wi(ai — b)) =0 yx? < xP.

Corolario
Seaw € Ry, y | C S un ideal.

© Si G es una base de Grébner para | con respeto a <,,, entonces
{inw(g) : g € G} es una base de Grébner para in,, () con respeto a <.

@ Siiny(!) es un ideal monomial, entonces iny(l) = in<,(I).
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Ejercicio

Ejercicio 1

Sea | = (x1x2 — 1,52 — x2) C K[x1, %] ¥ <€ {<jexs <reviex}-
@ Calcula una <-base de Grébner de I.
© Define un vector w € N? tal que in,, (1) = in(/).

Recuerda,

S(f,g) = mcm(in<(f),in<(g))f mem(in<(f),in<(g))

in<(f) in<(g)
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Orden monomial y vector de peso

Lema (Lema 3.1.1, HH)

Dado un orden monomial < en S y un namero finito de pares de monomios
(x¥,xP1), ..., (x®m xPm) tal que x3 > xbi para todas i € [m], existe un
vector de peso w € Z2, tal que (aj, w) > (b;, w) para todas i € [m].

Prueba: Usa el Lema de Farkas.
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Orden monomial y vector de peso

Lema (Lema 3.1.1, HH)

Dado un orden monomial < en S y un namero finito de pares de monomios
(x¥,xP1), ..., (x®m xPm) tal que x3 > xbi para todas i € [m], existe un
vector de peso w € Z2, tal que (aj, w) > (b;, w) para todas i € [m].

Prueba: Usa el Lema de Farkas.

Teorema (Teorema 3.1.2, HH)

Sea | C S un ideal y < un orden monomial en S. Entonces existe w € Z%
tal que iny, (1) =in<(/).
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Prueba del Teorema 3.1.2

Sea gi1,...,8s una <-base de Grobner de /. Consideramos todos los pares

(in<(gi), u) donde u € supp(gi) \ {in<(gi)}. Nota que es un nimero finito
de pares, por lo tanto Lema 3.1.1 implica que existe w € ZZ, tal que

inw(gi) = ciin<(g;) para todas i € [s] donde ¢; es el coeficiente principal
de g; con respecto a <.
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Prueba del Teorema 3.1.2

Sea gi1,...,8s una <-base de Grobner de /. Consideramos todos los pares
(in<(gi), u) donde u € supp(gi) \ {in<(gi)}. Nota que es un nimero finito
de pares, por lo tanto Lema 3.1.1 implica que existe w € ZZ, tal que
inw(gi) = ciin<(g;) para todas i € [s] donde ¢; es el coeficiente principal
de g; con respecto a <. Entonces,

in (1) = (in<(g1), ., in <(g))  in  (1).

Asi obtenemos

in<(/) =in<(in<(/)) Cin<(inw(l)) =in,(/),

donde <, es el orden monomial obtenido de refinar w con <.
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Prueba del Teorema 3.1.2

Sea gi1,...,8s una <-base de Grobner de /. Consideramos todos los pares
(in<(gi), u) donde u € supp(gi) \ {in<(gi)}. Nota que es un nimero finito
de pares, por lo tanto Lema 3.1.1 implica que existe w € ZZ, tal que
inw(gi) = ciin<(g;) para todas i € [s] donde ¢; es el coeficiente principal
de g; con respecto a <. Entonces,

in (1) = (in <(g1).- . in ~(g5)) < in ().
Asi obtenemos
in<(/) =in<(in<(/)) Cin<(inw(l)) =in,(/),

donde <, es el orden monomial obtenido de refinar w con <. El Corolario
6.1.5 implica H(S/in (1)) = H(S/in <, (I)), por lo tanto, tenemos
in<,(I)=in<(/) (Prueba del Corolario 6.1.6). ®
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Homogenizacion

Dado f =37 ; cix* € Sy w € N” recuerda el w-grado de f
deg,, (f) = max{(aj, w) : ¢; # 0}.

Definimos un polinomio en S[t] que se llama la w-homogenizacién de f
S
V= Z C,'Xa"t‘deg""(f)_<a’"W> S S[t]
i=1

Para un ideal / C S la w-homogenizacion de [ es I := (f"¥ : f € I).
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Homogenizacion
Dado f =37 ; cix* € Sy w € N” recuerda el w-grado de f
deg,, (f) = max{(aj, w) : ¢; # 0}.

Definimos un polinomio en S[t] que se llama la w-homogenizacién de f

S
V.= Z cix?itden(f)—(aiw) o S[t].
i=1

Para un ideal / C S la w-homogenizacion de [ es I := (f"¥ : f € I).

Ejercicio 2
Dado el ideal | = (x1xo — 1,x? — x2) C K[x1, x2] calcula la

Q (3,1)-homogenizacion de los elementos de la <je-base de Grébner
{x1x0 — 1,x12 — X2,X22 — X1},

@ (1, 3)-homogenizacién de los elementos de la < ,eyjex-base de Grébner
{x1x2 — 1,x12 = X2,xf’ —1}.

v
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Homogenizacion

Lema
Dado | € S un ideal y w € N" tenemos
Q (fg)¥ = f"g" paratodos f,g € S.

@ " € S[t] es homogéneo con respecta a la graduacion
(Wi, ..., Wy, 1) € NTHL
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Homogenizacion

Lema
Dado | € S un ideal y w € N" tenemos
Q (fg)¥ = f"g" paratodos f,g € S.

@ " € S[t] es homogéneo con respecta a la graduacion
(wi,..., Wy, 1) € N1,

Tarea 1 (Lema 3.2.1, HH)

Si f € S[t] es homogéneo, entonces f € | si y solo si existen g € |,m € N
tal que f = tmg".
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Homogenizacion

Dado w € N” un orden monomial en S es w-graduado si
deg,, (x?) < deg,, (x?) implica x? < xb.

Nota: El orden <geglex ¥ <degrevlex Son (1,...,1)-graduados.
Para cada orden monomial < el orden <, es w-graduado.
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Homogenizacion

Dado w € N” un orden monomial en S es w-graduado si
deg,, (x?) < deg,, (x?) implica x? < xb.

Nota: El orden <geglex ¥ <degrevlex Son (1,...,1)-graduados.
Para cada orden monomial < el orden <, es w-graduado.

Un orden w-graduado induce un orden <" en S[t]:

Xt <" xPt? o x?<xP ox?=xPyc<d.
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Homogenizacion
Dado w € N” un orden monomial en S es w-graduado si
deg,, (x?) < deg,, (x?) implica x? < xb.

Nota: El orden <geglex ¥ <degrevlex Son (1,...,1)-graduados.
Para cada orden monomial < el orden <, es w-graduado.

Un orden w-graduado induce un orden <" en S[t]:

Xt <" xPt? o x?<xP ox?=xPyc<d.

Proposicién 1 (Proposicion 3.2.2, HH)

Seal C S unideal y G ={gi,...,8s} una base de Grébner de | con
respecto a un orden monomial < graduado con respecto a w € N".

Entonces, G" = {g{",...,8'} es una <"-base de Grébner de I".

Lara Bossinger 9/ 16



Prueba de la Proposicién 3.2.2

Como /"™ es homogéneo es suficiente mostrar para un f € [ homogéneo
que incw(f) € (incw(gy), ..., inc(gd))-

Con el Lema 3.2.1 concluimos que f = t™g" para algin g€l y

m € Z~g. Por lo tanto,

in <o () = in < (t"g") = £ in (g).
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Prueba de la Proposicion 3.2.2

Como /"™ es homogéneo es suficiente mostrar para un f € [ homogéneo

que in<‘”(f) € (in<w(glw)v SRR) in<’(gsw))'
Con el Lema 3.2.1 concluimos que f = t™g" para algin g€l y
m € Z~q. Por lo tanto,

in <o () = in < (t"g") = £ in (g).

Como G es una <-base de Grdbner de | existe un monomio u € S tal que

inc(g) = uin<(gj) para algin i € [s]. Luego como in.(gj) = in<w(g})
concluimos

incw(f)=t"uin -(gij) = t"uin < (g").
[ |
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Un modulo libre

La inclusiéon K[t] C S[t] induce la estructura de un K[t]-médulo en S|[t].

Ademas, dado un ideal / C S induce un homomorfismo de K[t]-médulos
K[t] — S[t]/!" para cualquier w € N".
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Un modulo libre

La inclusiéon K[t] C S[t] induce la estructura de un K[t]-médulo en S|[t].
Ademas, dado un ideal / C S induce un homomorfismo de K[t]-médulos
K[t] — S[t]/!" para cualquier w € N".

Proposicién 2 (Proposicién 3.2.4, HH)

El cociente S[t]/I" es un K[t]-médulo libre para cada ideal | C S y cada
w e N

En particular, con el Lema p.12 agosto 30 concluimos que S[t]//" es un
K [t]-médulo plano.
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Prueba de la Proposicién 3.2.4

Sea G ={g1,...,8s} una <-base de Grobner de / por lo tanto
{g{’,...,8Y} es una <"-base de Grobner de /". Asi obtenemos una
K-base para S[t]/I" de monomios estandar

B<w = Mon(5[t]) — Mon((in <« (g1"), . ., in <w(g"))S[t]).

En particular, los monomios en S que no pertenecen a incw (/") forman
una K|[t]-base de S[t]/I". W

Lara Bossinger 12/ 16



Prueba de la Proposicién 3.2.4

Sea G ={g1,...,8s} una <-base de Grobner de / por lo tanto
{g{’,...,8Y} es una <"-base de Grobner de /". Asi obtenemos una
K-base para S[t]/I" de monomios estandar

B<w = Mon(5[t]) — Mon((in <« (g1"), . ., in <w(g"))S[t]).

En particular, los monomios en S que no pertenecen a incw (/") forman
una K|[t]-base de S[t]/I". W

Para cada a € K la clase t — a en S[t]/1" no es un divisor de cero.

Ejercicio 3 J
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Un morfismo plano

El homomorfismo 7* : K[t] — S[t]//" induce un morfismo
7 : Spec(S[t]/1") — Spec(K[t]) = AL.

Corolario

El morfismo 7 : Spec(S[t]/I") — Spec(K][t]) = Al es plano. J
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Un morfismo plano

El homomorfismo 7* : K[t] — S[t]//" induce un morfismo
7 : Spec(S[t]/1") — Spec(K[t]) = AL.

Corolario
El morfismo 7 : Spec(S[t]/I") — Spec(K][t]) = Al es plano. J

Prueba: Recuerda que 7 es plana si y solo si para cada p C S[t]/I" primo
tenemos que la localizacién (S[t]/1"), es un K[t]«(p)-médulo plano lo
cual pasa si y solo si S[t]//" es un K[t]-médulo plano (Proposicién
24.2.3 Vakil). B
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Una familia plana

Corolario (Corolario 3.2.6, HH)
Para cada ideal | C S y cada w € N" existe una familia plana con
e fibra genérica isomorfa a S/1, y

o fibra especial isomorfa S/ in,, (/).

En particular, tenemos una degeneracion de Spec(S/1) a Spec(S/inw(/))
que se llama una degeneracion de Grobner.
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Prueba del Corolario 3.2.6

La familia plana es definida por el homomorfismo 7* : K[t] — S[t]/I". Por
definicion de la homogenizacién /" tenemos para la fibra especial

(S[e1/1%) /(1) = S/inw (1)
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Prueba del Corolario 3.2.6

La familia plana es definida por el homomorfismo 7* : K[t] — S[t]/I". Por
definicion de la homogenizacién /" tenemos para la fibra especial

(S[e1/1%) /(1) = S/inw (1)

Para la fibra genérica consideramos a € K*. Sea G = {gi,

.-, 8s} una
base de Grobner tal que g1",.

..,8Y genera [". Sea gi = ), c,u, entonces

g’ mod (t—a)= Z cl gdegw gi—deg uy —: g

u
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Prueba del Corolario 3.2.6

La familia plana es definida por el homomorfismo 7* : K[t] — S[t]/I". Por
definicion de la homogenizacién /" tenemos para la fibra especial

(S[e1/1%) /(1) = S/inw (1)

Para la fibra genérica consideramos a € K*. Sea G = {g1,...,8s} una
base de Grébner tal que g1¥, ..., g¥ genera I". Sea gj = ), ¢, u, entonces

g’ mod (t—a)= Z cl gdegw gi—deg uy —: g

u

El homomprfismo ¢ : § — S definido por ¢(x;) = a%ix; para todas i/ tiene
la propiedad que ¢(gj.,) = a%&~(&)g;. Por lo tanto

(St 1™)/(t —a) = S/1.
_
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