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El abanico de Grobner

Sea I C Sy weRYL,.

Definicién

Sea C[w] la cerradura del cono C[w] en R". Definimos el abanico de
Grobner GF (1) del ideal I como el conjunto de los conos cerrados C[w]

para todos w € RL,. Si existe un politopo P tal que GF(I) = N(P), P se
llama politopo de estado.

v

Proposicién 1 (Proposicién 2.4 y Teorema 1.2 Sturmfels)

El abanico de Grébner es un abanico finito.

v

Teorema 1.2: Cada ideal | C S tiene un namero finito de ideales iniciales
(utiliza que S es Noetheriano).
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El abanico de Grobner de un ideal homogéneo

Teorema (Teorema 2.5, Sturmfels)

Sea | C S un ideal homogéneo. Entonces existe un politopo P C R" tal que
el abanico normal exterior N'(P) coincide con el abanico de Grébner GF(1).

El politopo P del Teorema se llama un politopo de estado de /. El capitulo
[§2,Sturmfels| se dedica a la construccién explicita de un politopo de
estado usando una base de Grobner universal minimal. Para ideales téricos
existe una construccién mas simple, por ejemplo en [§14, Thomas|.

Nota que en particular el abanico de Grébner de un ideal homogéneo es
completo, es decir supp(GF(/)) = R".
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Isomorfia

Definicién

Dos politopos Q, Q' son fuertemente isomorfos si N'(Q) = N(Q'). J

Por ejemplo, los siguientes dos politopos en R? son fuertemente isomorfos:
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Un politopo de estados de politopos de Newton
Proposicién 2 (Proposicion 2.8, Sturmfels)

Sea f un polinomio homogéneo y | = (f). Entonces, New(f) es un
politopo de estado para .
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Un politopo de estados de politopos de Newton
Proposicién 2 (Proposicion 2.8, Sturmfels)

Sea f un polinomio homogéneo y | = (f). Entonces, New(f) es un
politopo de estado para .

Ejercicio 1
Sea J = (f = x¥x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3).
© Calcula el politopo de Newton de f, muestra que vive en un hiperplano
H y que el vector normal de H pertenece al espacio lineal L(1).

@ Verifica la Proposicion 2.8 en este caso. (se puede dibujar mas facil en
el cociente R3/L(1))

o
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Un politopo de estados de politopos de Newton

Proposicién 2 (Proposicion 2.8, Sturmfels)

Sea f un polinomio homogéneo y | = (f). Entonces, New(f) es un
politopo de estado para .

Ejercicio 1
Sea J = (f = x¥x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3).
© Calcula el politopo de Newton de f, muestra que vive en un hiperplano
H y que el vector normal de H pertenece al espacio lineal L(1).

@ Verifica la Proposicion 2.8 en este caso. (se puede dibujar mas facil en
el cociente R3/L(1))

o

Corolario (Corolario 2.9, Sturmfels)

Sea U una base de Grébner universal de | que también es base de Grébner
reducida para cada orden monomial. Entonces ), New(g) es un
politopo de estado de .
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Geometria tropical

La geometria tropical es un area de las matematicas joven. En términos
generales se trata de estudiar objetos geométricos sobre el semianillo
tropical:

RT = (RU{-0},®,®)
a®b = max{a,b},
a®b = a+b Va,beRU{—o0}.

Uno puede pasar de la geometria algebraica a la geometria tropical, este
proceso se llama tropicalizacion.
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Hipersuperficie tropical

Sea k un campo con char(k) = 0. Para simplificar trabajamos solo con
polinomios y ideales homogéneos.

Definicién
Sea f € S un polinomio (homogéneo). La hipersuperficie tropical de f es el
conjunto

Trop(f) = {w € R" : in,,(f) no es un monomio}.

Ejercicio 2
Verifica que los conos maximales de Trop(f) corresponden a los conos de
codimension 1 en N'(New(f)).
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Ejemplo

Sea J = (x?x3 + x{ + x2x3) C C[x1, x2, x3]. Entonces GF(J) es R3 con la
siguiente estructura de abanico:

(23 +x3)

Wy =0 - N XL = ((1,1,1))

La tropicalizacién de J consiste de los trés rayos y el espacio lineal L.
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(Pre-)Variedad tropical

Definicién

Una prevariedad tropical es una interseccion finita de hipersuperficies
tropicales: Trop(fi) N ---N Trop(fs), para fi,...,fs € S (homogéneos).

Definicién
Sea | C S un ideal homogéneo. Su tropicalizacion es

Trop(1) := ﬂ Trop(f) C R".
fel

El conjunto Trop(l) se llama una variedad tropical.

Definicién
Sean fi,...,fs € | tal que Trop(l) = Trop(fi) N ---N Trop(fs). En este
caso {fi,...,fs} se llama una base tropical de I.

v
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Bases tropicales

Teorema (Teorema 11, BJSST)
Cada ideal | C S tiene una base tropical. J

Ejemplo: Para cada ideal principal / = () en S, {f} es una base tropical.
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Bases tropicales

Teorema (Teorema 11, BJSST)
Cada ideal | C S tiene una base tropical. J

Ejemplo: Para cada ideal principal / = (f) en' S, {f} es una base tropical.
Ejercicio 3
Sea | la interseccion de los tres ideales lineales
(x+y,2),(x+2,y),(y +2,x) CClx,y, 2]
@ /Cual es su tropicalizacion T ()7

v
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Bases tropicales

Teorema (Teorema 11, BJSST)
Cada ideal | C S tiene una base tropical. J

Ejemplo: Para cada ideal principal / = (f) en' S, {f} es una base tropical.
Ejercicio 3
Sea | la interseccion de los tres ideales lineales
(x+y,2),(x+2,y),(y +2,x) CClx,y, 2]
@ /Cual es su tropicalizacion T ()7

@ Una base de Grobner universal minimal es

{x+y+z,2y +x2 v’z +y2? Xz +x2*} = F

Calcula la prevariedad tropical (¢ T(f). (Es cierto
T = Neer T(F)?

v
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Prueba del Teorema 11

Sea F un conjunto de generadores de / que no es una base tropical.
Escojemos un cono (abierto) C[w] en el GF(/) tal que

@ la interseccion C[w] N (NfexrTrop(f)) no es vacia;

@ el ideal inicial in, (/) contiene un monomio x™.
Sea <, un orden monomial que refine w, G, la base de Grobner reducida,
h una expresién estandar de x™ con respeto a G, y f := x™ — h.
Nota que x™ reduce a cero con respeto a {in<,(g): g € G<, } y cada
monomio de h tiene w-peso mas pequefio que (w, m) = deg,, (x™).
Ademas h solo depende de G, no de w. Por lo tanto, para cada
v € C[w] tenemos x™ = in,(f) y asi C[w] no es un cono en Trop(/).
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Continuacion de la Prueba del Teorema

Reemplazamos F por F' := FU{f} y repetimos el procedimiento anterior.
De esta manera vamos a pasar por todo el abanico de Grobner eliminando
conos cuyos ideal inicial contiene algin monomio. Como el abanico de
Grobner tiene un numero finito de conos Teorema 1.2, el proceso termina
en tiempo finito. |

Comentario
Adn existen, las bases tropicales pueden ser muy grandes. Por ejemplo,
para cada 1 < d < n existe un ideal linear en S tal que cualquier base

tropical de formas lineares en | tiene al menos n—+d+1 (g) elementos
[Teorema 2.19 en BJSST].
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