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Teorema estructural

1 La dimensión del ideal I es definida como dimKrull(S/I ) = dimk(V (I ))
donde V (I ) ⊂ An

k es la variedad afín.
2 Sea Σ un abanico y sean r1, . . . , rs sus rayos con generadores

primitivos ρ1, . . . ρs . El abanico se llama balanceado si existen
m1, . . . ,ms ∈ Z>0 tal que

∑
miρi = 0;

3 Una faceta de Σ es un C ∈ Σ que no es cara de ningún otro C ′ ∈ Σ.
El abanico Σ es puro si todos sus facetas tienen la misma dimensión.

Teorema (Teorema estructural de variedades tropicales)
Para cada ideal primo I de dimensión d su tropicalización Trop(I ) es el
soporte de un abanico balanceado puro de dimensión d .

Que es un abanico de dimensión d es consecuencia de [Bieri y Groves,
1986]. Para lo demás es [Theorem 3.3.6 in Maclagan–Sturmfels].
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Teorema fundamental

Teorema (Teorema fundamental)
Sea I ⊂ S un ideal primo de dimensión d . Entonces,

Trop(I ) = {w ∈ Rn : inw (I ) no contiene monomios} =: NoMon(I ),

En particular, Trop(I ) ⊂ GF (I ) tiene la estructura de un abanico.

Sobre la prueba: Una inclusión es fácil: NoMon(I ) ⊆ Trop(I ): Tomamos
w ̸∈ Trop(I ), entonces existe un g ∈ I tal que su forma inicial inw (g) es un
monomio. Pues inw (I ) ∋ inw (g) entonces w ̸∈ NoMon(I ). Para la otra
inclusión: [Theorem 3.2.5 in Maclagan–Sturmfels].
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Ejemplo: Ideales tóricos

Ejercicio 1
Sea I = (cux

u − cvx
v : Au = Av) un ideal tórico, es decir es primo y

generado por binomios. Entonces, su tropicalización satisface

T (I ) = L(I ) = {w ∈ Rn : in w (I ) = I}

En particular, módulo L(I ) la tropicalozación de un ideal tórico es un
punto.
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Degeneraciones tóricas de Gröbner

Sea I ⊂ S un ideal primo homogéneo. Una degeneración tórica de Gröbner
es una degeneración de Gröbner de I con respecto a un vector de peso
w ∈ GR(I ) tal que inw (I ) es un ideal tórico (i.e. es un ideal primo
generado por binomios).

Corolario
Si w ∈ GR(I ) induce una degeneración tórica de Gröbner de I , entonces w
pertenece a un cono maximal de T (I ).
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Prueba del Corolario

Si w induce una degeneración tórica de Gröbner si y solo si inw (I ) es
tórico. En particular, es generado por binomios y por lo tanto no contiene
monomios. Teorema fundamental implica que w ∈ T (I ).

Recuerda la estructura de las cerraduras C [w ]: supongamos que C [w ] no
es un cono maximal en T (I ). Entonces existe v ∈ T (I ) tal que
w ∈ C [v ] \ C [v ] y

in v (in w (I )) = in v (I ).

En particular, v ∈ T (inw (I )) = L(inw (I )) ∋ w , una contradicción. ■
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Polinomios de Laurent

Sea k[x±] := k[x±1
1 , . . . , x±1

n ] el anillo de los polinomios de Laurent. Los
monomios Mon± ⊂ k[x±] son en biyección con Zn y son invertibles. En
particular, tenemos la acción de GLn(Z) en Zn que se extiende a Mon±:

A · xm := xA·m, A ∈ GLn(Z) ⇒ A ·m ∈ Zn y A ·Mon± = Mon±.

se llama un cambio de coordenadas multiplicativo.

Para f =
∑m

i=1 cix
ai ∈ S definimos f ± :=

∑m
i=1 cix

ai ∈ k[x±]. Para un
ideal I ⊂ S definimos I± := (f ± : f ∈ I ) ⊂ k[x±].

Muchos definiciones se extienden directamente de S a k[x±], por ejemplo:
la forma inicial y el ideal inicial con respeto a un vector de peso;
las hipersuperficies tropicales y las (pre-)variedades tropicales
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La variedad tropical y polinomios de Laurent

Ejercicio 2
Para cada ideal I ⊂ k[x±] y w ∈ Rn tenemos que inw (I ) no contiene
ningún monomio si y solo si inw (I ) ̸= (1) = k[x±].

Lema (BJSST, p. 60)

Para cada ideal I ⊂ S la variedad tropical Trop(I ) solo depende de I±.

Prueba: Primero tratamos el caso de hipersuperficies: sea
f =

∑m
i=1 cix

ai ∈ S y w ∈ Rn. Tenemos inw (f ) = inw (f
±), entonces

Trop(f ) = Trop(f ±).

Sean I1, I2 dos ideales en S tal que I±1 = I±2 en k[x±]. Toma w ̸∈ Trop(I1).
Pues existe f ∈ I1 tal que inw (f ) es un monomio. Como I±1 = I±2 sabemos
que existe un monomio xm ∈ k[x±] tal que xmf ∈ I±2 . Pero
inw (x

mf ) = xminw (f ) es un monomio. Entonces w ̸∈ Trop(I2). ■
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Intersecciones

Sean I , J dos ideales y w ∈ Trop(I ) ∩ Trop(J). Sean F ⊂ Trop(I ) y
G ⊂ Trop(J) los conos (abiertos) con w ∈ G ∩ F .

Si RF ∪ RG = Rn decimos que Trop(I ) ∩ Trop(J) es transversal en w . Si
existe tal w se dice que Trop(I ) y Trop(J) se encuentran transversalmente.

Lema (Lema 15, BJSST, Intersección transversal)
Sean I , J ideales en S cuyos variedades tropicales Trop(I ) y Trop(J) se
encuentran transversalmente en w ∈ Rn. Entonces w ∈ Trop(I + J).

Corolario (Corolario 16, BJSST)
Sean I , J ⊂ S ideales. Entonces Trop(I + J) ⊆ Trop(I ) ∩ Trop(J).
Si además la intersección Trop(I ) ∩ Trop(J) es transversal en cada punto
que no es el origen y la intersección no contiene solo el origen, entonces
Trop(I + J) = Trop(I ) ∩ Trop(J).
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Conectividad

Sea I un ideal primo de dimensión d en S . Entonces su variedad tropical
Trop(I ) se llama irreducible.

Teorema (Teorema 14 BJSST)
Cada variedad tropical irreducible es conectada en codimensión uno: es
decir, para cada I primo de dimensión d y cada pareja de facetas
F ,F ′ ∈ Trop(I ) existe una secuencia de facetas

F = F1,F2, . . . ,Fr−1,Fr = F ′

tal que Fi ∩ Fi+1 es un cono de dimensión d − 1.
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Sobre la prueba del Teorema 14

Primero, I se reemplaza por I± que también es primo. La prueba es con
inducción sobre d .

d = 1 es conectado en dimensión cero.

d = 2 Bajo un cambio multiplicativo de coordenadas es suficiente verificar
para T (I ) ∩ {xn = 1}. Incluimos C[xn] → K [x1, . . . , xn−1] donde
K = C{{xn}} son las series de Piuseux con exponentes reales. Sea
I ′ ⊂ K [x1, . . . , xn−1] el imagen de I , entonces
T (I ′) = T (I ) ∩ {xn = 1} [Teorema 9.17, Sturmfels 2002] y
[Einsiedler-Kaoranov-Lind 2006] probaron que T (I ′) es conectado
en codimensión uno.
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Sobre la prueba del Teorema 14
d ≥ 3 Afirmación: Para F ,F ′ facetas de T (I ) se puede encontrar una

hipersuperficie H tal que H ∩ F y H ∩ F ′ tienen dimensión d − 1 y se
H ∩ T (I ) es transversal en cada punto menos el origen.

H = T (f ) para algún binomio fu =
∏

i :ai>0(uixi )
ai −

∏
j :aj<0(ujxj)

−aj

en S , a ∈ Zn, u ∈ (C∗)n. Lema 15 implica

H ∩ T (I ) = T (f ) ∩ T (I ) = T (I + (f )).

I es primo de dimensión d y fu ̸∈ I por lo tanto I + (fu) es de
dimensión d − 1 Teorema de Krull para ideales principales.

Si I + (fu) es primo aplica la inducción. Nota que T (I + (fu)) solo
depende de la subvariedad de (C∗)n:

V (I + (fu)) = V (I ) ∩ V (fu) = V (I ) ∩ u−1 · V (f(1,...,1)).

El Teorema de Kleimann [Hartshorne III.10.8] aplicado al grupo
(C∗)n implica que para u genérico V (I ) ∩ u−1 · V (f(1,...,1)) es una
variedad irreducible.
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Ideales no homogéneos

Para f =
∑m

i=1 cix
ai ∈ k[x1, . . . , xn] recuerda su homogenización

f (1,...,1) :=
m∑
i=1

cix
ai x

deg(f )−
∑n

j=1 aij
0 ∈ k[x0, x1, . . . , xn].

Para un ideal I ⊂ k[x1, . . . , xn] de manera similar tenemos su
homogenización I (1,...,1) := (f (1,...,1) : f ∈ I ) ⊂ k[x0, . . . , xn].

Ejercicio 3
Muestra que para w ∈ Rn tenemos

inw (I ) contiene un monomio ⇔ in(0,w)(I
(1,...,1)) contiene un monomio .

En particular, con respeto a la computación, es suficiente tener algoritmos
para calcular la tropicalización de un ideal homogéneo.
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Calcular una hipersuperficie tropical

Recuerda: v ∈ C [w ] ⇔ ∀g ∈ G<w (I ) : inw (inv (g)) = inw (g).

Un conjunto F ⊂ Rn de conos poliedrales representa un abanico F si F es
el conjunto de F con todas las caras de sus conos.

—————————————————————————————
Input: f ∈ S
Output: Una representación F de un abanico cuyo soporte es T (f ).
F = ∅;
∀v ∈ New(f ) vértice

calcula el cono normal Nv (New(f ));
F := F ∩ {facetas de Nv (New(f ))};

—————————————————————————————
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TropicalCurve: Calcular una base tropical de una curva

Recuerda del Teorema 11: f ∈ I tal que T (f ) ∩ C [w ] = ∅ se llama un
testigo.

Para dos abanicos F1 y F2 definimos su refinamiento común
F1 ∧ F2 = {C1 ∩ C2 : Ci ∈ Fi}.

—————————————————————————————
Input: Un conjunto G de genradores de un ideal que define una curva
tropical
Output: Una base tropical G ′ de I .
Calcula una representación F de

∧
g∈G T (g);

∀C ∈ F sea w ∈ C ◦;
si inw (I ) contiene un monomio calcula un testigo f ;

empieza de nuevo con G = G ∩ {f };
G ′ := G

—————————————————————————————
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Lift

Una <-base de Gröbner marcada es una pareja (G , in<(G )) donde G es
una <-base de Gröbner y in<(G ) = {in<(g) : g ∈ G}.

Un algoritmo clásico de las bases de Gröbner es el levantamiento de una
base de Gröbner

——————————————————————————————–
Input: Dos ordenes monomiales < y <′, < dos bases de Gröbner reducidas
marcadas

1 G<′(I );
2 G<w (inw (I )) con w tal que in<′(inw (I )) = in<′(I ).

Output: La base de Gröbner reducida marcada G<w (I ).
——————————————————————————————–
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Calcular un cono de partida: StartingCone
——————————————————————————————————–
Input: Una base reducida marcada de Gröbner y un orden monomial
Output: Dos bases de Gröbner reducidas marcadas (GInit,GFull)

1 para inw (I ) un ideal inicial sin monomios con respecto a <w con
dimL(inw (I )) = d ;

2 para I con respecto a <w .

————————————

Si dim(L(I )) = d :
devuelva (G<(I ),G<(I ));

En otro caso:
calcula una base de Gröbner reducida de I aleatoria;
calcula un rayo aleatorio w del cono de Gröbner asociada;

Hasta que inw (I ) es libre de monomios;
Calcula G<w (I )
(GInit,GFull) := StartingCone(G<w (inw (I )));
Lift(G<w (I ),GFull) = G′;
devuelva (GInit,G′);

——————————————————————————————————–
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Vecinos
——————————————————————————————————–
Input: Una pareja de bases de Gröbner reducidas marcadas (G<w (I ),G<w (inw (I ))) con
inw (I ) libre de monomios y dim(C [w ]) = d .
Output: Una colección V de parejas (G<′

w
(I ),G<′

w
(inw′(I ))) tal que

1 dim(C [w ′]) = d

2 C [w ′] ⊂ T (I )

3 C [w ] y C [w ′] comparten una faceta.

————————————

N := ∅;
Calcula el conjunto F de facetas de C [w ];
Para F ∈ F :

calcula un u ∈ F ◦ y inu(I );
calcula un punto interior v de cada rayo de la curva tropical T (inu(I ));
Para cada v

Calcula (G<v (inv (I )),G<v (I ));
G(<v )u (I ) = Lift(G<w (I ),G(<v )u (inu(I )));
N := N ∪ {(G(<v )u (inv (inu(I ))),G(<v )u (I ))};

——————————————————————————————————–

Lara Bossinger 19/ 22



Vecinos
——————————————————————————————————–
Input: Una pareja de bases de Gröbner reducidas marcadas (G<w (I ),G<w (inw (I ))) con
inw (I ) libre de monomios y dim(C [w ]) = d .
Output: Una colección V de parejas (G<′

w
(I ),G<′

w
(inw′(I ))) tal que

1 dim(C [w ′]) = d

2 C [w ′] ⊂ T (I )

3 C [w ] y C [w ′] comparten una faceta.

————————————
N := ∅;
Calcula el conjunto F de facetas de C [w ];
Para F ∈ F :

calcula un u ∈ F ◦ y inu(I );
calcula un punto interior v de cada rayo de la curva tropical T (inu(I ));
Para cada v

Calcula (G<v (inv (I )),G<v (I ));
G(<v )u (I ) = Lift(G<w (I ),G(<v )u (inu(I )));
N := N ∪ {(G(<v )u (inv (inu(I ))),G(<v )u (I ))};

——————————————————————————————————–

Lara Bossinger 19/ 22



Vecinos
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TropicalTraverse

——————————————————————————————————–
Input: Una pareja de bases de Gröbner reducidas marcadas (G<w (I ),G<w (inw (I ))) con
inw (I ) libre de monomios y dim(C [w ]) = d .
Output: Una colección T de parejas (G<′

w
(I ),G<′

w
(inw′(I ))) tal que dim(C [w ′]) = d y

T (I ) =
⋃

C [w ′].
————————————

T := {(G<w (I ),G<w (inw (I )))};
O := ∅;

Mientras T ̸= O:
O := T ;
T := T ∪ Vecinos(T ).

——————————————————————————————————–
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