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Ordenes parciales y totales

Definicién (§2.1.2 HH)

Para un conjunto P un orden parcial es una relacion < en P tal que para
todos x,y,z € P tenemos

Q x < x (reflexividad);
Q@ x <y yy<ximplica x =y (antisimetria);
Q@ x<yyy<zimplicax < z (transitividad).

Un orden total en P es un orden parcial tal que para todos x,y € P
tenemos x < y oy < X.
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Monomios y ordenes monomiales

Sea k un campoy S = k[x1,...,xs] €l anillo de polinomios en las variables
X1,...,Xn. Los monomios en S son elementos de la forma
a._ a1 a — n
x? =" X", con a=(a1,...,an) € Z3,.

Sea Mon(S) C S el conjunto de monomios.
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Monomios y ordenes monomiales

Sea k un campoy S = k[x1,...,xs] €l anillo de polinomios en las variables
X1,...,Xn. Los monomios en S son elementos de la forma
a._ a1 a — n
x? =" X", con a=(a1,...,an) € Z3,.

Sea Mon(S) C S el conjunto de monomios.
Definicién
Un orden parcial en Mon(S) se llama un buen orden si cumple
Q 1 < x? para todos 1 # x? € Mon;
Q s xa,xb € Mon y x? < xP también x?x¢ < xPx¢ YV x¢ € Mon.

Un orden monomial (o también orden de términos/monomios) es un orden
total que es un buen orden.
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El orden lexicografico y lexicografico reverso

El orden lexicografico <ex es el orden monomial definido como x? < ey x°
si y solo si aj — b; < 0 para j = min{/ : a; — b; # 0}.
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El orden lexicografico y lexicografico reverso

El orden lexicografico <ex es el orden monomial definido como x? < ey x°
si y solo si aj — b; < 0 para j = min{/ : a; — b; # 0}.

El orden lexicografico graduado <geglex €s el orden monomial definido
como X7 < deglex xP siy solo si

O >l ai<Xiibio

Q@ > ,ai=>4,b yaj—bj<0paraj=min{i:a — b #0}.
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El orden lexicografico y lexicografico reverso

El orden lexicografico <ex es el orden monomial definido como x? < ey x°
si y solo si aj — b; < 0 para j = min{/ : a; — b; # 0}.

El orden lexicografico graduado <geglex €s el orden monomial definido
como x? < deglex xP siy solo si

@ Xiiai<Xilibio
Q@ > ,ai=>4,b yaj—bj<0paraj=min{i:a — b #0}.
El orden lexicografico reverso <,evex €s el orden monomial definido como
x? < reviex X si y solo si aj — bj < 0 para j = max{i : aj — b; # 0}.
Ejercicio 1
© /Puedes dar una definicién del orden lexicografico reverso graduado
<degreviex ?
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El orden lexicografico y lexicografico reverso

El orden lexicografico <ex es el orden monomial definido como x? < ey x°
si y solo si aj — b; < 0 para j = min{/ : a; — b; # 0}.

El orden lexicografico graduado <geglex €s el orden monomial definido
como x? < deglex xP siy solo si

@ Xiiai<Xilibio
Q@ > ,ai=>4,b yaj—bj<0paraj=min{i:a — b #0}.
El orden lexicografico reverso <,evex €s el orden monomial definido como
x? < reviex X si y solo si aj — bj < 0 para j = max{i : aj — b; # 0}.
Ejercicio 1
© /Puedes dar una definicién del orden lexicografico reverso graduado
<degreviex ?

@ Ordena todos los monomios de k[x1, x2, x3] con grado menos o igual a
3 con respeto a los ordenes <lexs <deg/e>< Y <reviex; <degrevlex-
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Formas y ideales iniciales

Sea < un orden de monomiosy f =S 7. ¢cix® € S. Definimos el
i=1
monomio inicial de f con respeto a < como

in<(f) :=x¥ con x¥ = m<ax{x‘9" ¢ # 0},

El coeficiente principal es ¢j y ¢jx% es la forma inicia. Para unideal / C S
definimos in< (/) := (in<(f) : 0 # f € I}, su ideal inicial con respeto a <.
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Formas y ideales iniciales

Sea < un orden de monomiosy f =Y 7, ¢cix?* € S. Definimos el
monomio inicial de f con respeto a < como

in<(f) :=x¥ con x¥ = m<ax{x‘9" ¢ # 0},
El coeficiente principal es ¢j y ¢jx% es la forma inicia. Para unideal / C S
definimos in< (/) := (in<(f) : 0 # f € I}, su ideal inicial con respeto a <.
Lema (Lema 2.1.4 HH)

Verifica lo siguiente para x?, x> € Mon y f,g € S:

O si x? divide x?, entonces x? < xb;

Q in.(x?f) = x?in(f);

O in<(fg) = in<(f)in<(g);

Q in.(f 4+ g) < max{in<(f),in-(f)} con igualdad si in-(f) # in-(g).

Prueba: Tarea.
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Base de Grobner

Definicién (Definicién 2.1.5 en HH)

Sea | C S un ideal y < un orden monomial. Un conjunto finito {g1, ..., &s}
de elementos en | se llama una base de Grébner de | con respeto a < si

in<(/) = (in<(g1)7 ce in<(gs))'
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Base de Grobner

Definicién (Definicién 2.1.5 en HH)

Sea | C S un ideal y < un orden monomial. Un conjunto finito {g1, ..., &s}
de elementos en | se llama una base de Grébner de | con respeto a < si

in<(/) = (in<(g1)7 ce in<(gs))'

Ejemplo

Sea <=<ex €l orden lexicografico en S = k[x1,...,x7] con respeto a
X1 > -+ > Xy y sean f = x1x4 — Xox3 Y & = Xx4x7 — X5Xg. Entonces,
in<(f) = x1xa y in<(g) = xax7. El conjunto {f, g} no es una base de
Grébner para el ideal | = (f,g):
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Base de Grobner

Definicién (Definicién 2.1.5 en HH)

Sea | C S un ideal y < un orden monomial. Un conjunto finito {g1, ..., &s}
de elementos en | se llama una base de Grébner de | con respeto a < si

in<(/) = (in<(g1)7 ce in<(gs))'

Ejemplo

Sea <=<ex €l orden lexicografico en S = k[x1,...,x7] con respeto a
X1 > -+ > Xy y sean f = x1x4 — Xox3 Y & = Xx4x7 — X5Xg. Entonces,
in<(f) = x1xa y in<(g) = xax7. El conjunto {f, g} no es una base de
Grébner para el ideal | = (f,g):

Toma h = x7f — x1g, pues in-(h) = x1xsx6 & (in<(f), in<(g)).
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Ejercicios y Tareas

Ejercicio 2

Sea J un ideal generado de monomios {x°, ..., x%}. Muestra que un
monomio x® pertenece a J si y solo si existe un monomio x€ tal que
xP = xx? para algin 1 < i < t.
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Ejercicios y Tareas

Ejercicio 2

Sea J un ideal generado de monomios {x°, ..., x%}. Muestra que un
monomio x® pertenece a J si y solo si existe un monomio x€ tal que
xP = xx? para algin 1 < i < t.

Prueba: Proposicién 1.1.5, HH.
Tarea 1 (Lema 2.1.7, HH)

Sea < un orden monomial. Prueba que para ningiin x? € Mon existe una
secuencia infinita descendiente de la forma x? = x% > x3 > x2 > ..
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Bases de Grobner son conjuntos de generadores

Teorema (Teorema 2.1.8, HH)

Sea | unidealen Sy G ={g1,...,8s} una base de Grébner de | con
respeto a un orden monomial <. Entonces G es un conjunto de
generadores para .
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Bases de Grobner son conjuntos de generadores

Teorema (Teorema 2.1.8, HH)

Sea | unidealen Sy G ={g1,...,8s} una base de Grébner de | con
respeto a un orden monomial <. Entonces G es un conjunto de
generadores para .

Prueba: Vamos a mostrar que cada f € / es un elemento en el ideal (G)

de manera algoritmica. El Lema 2.1.7 asegura que nuestro algoritmo
termina.

Lara Bossinger 8/ 18



Bases de Grobner son conjuntos de generadores

Teorema (Teorema 2.1.8, HH)

Sea | unidealen Sy G ={g1,...,8s} una base de Grébner de | con
respeto a un orden monomial <. Entonces G es un conjunto de
generadores para .

Prueba: Vamos a mostrar que cada f € / es un elemento en el ideal (G)
de manera algoritmica. El Lema 2.1.7 asegura que nuestro algoritmo
termina.

Sea 0 # f €/, entonces in<(f) € in<(l) = (in<(g1),...,in<(gs))- En
particular, existe un gj, € G tal que in<(gj,) divide in-(f).

Sea x% € Mon(S) tal que in<(f) = x®in-(gj,)-
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Continuacion: Definimos

ho = f — c,-glcox"""g,-0 el
donde ¢y y cj, son los coeficientes principales de f y de gj,. Nota que el
monomio inicial de f ya no es presente en hy. Con Lema 2.1.4(2)
concluimos in<(x®gj,) = x®in-(gj,) que implica in<(hg) < in<(f). Si
ho = 0 tenemos f € (g1,...,8&s)-
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Continuacion: Definimos

ho =f— CI-E]'COXaog,'0 el
donde ¢y y cj, son los coeficientes principales de f y de gj,. Nota que el
monomio inicial de f ya no es presente en hy. Con Lema 2.1.4(2)
concluimos in<(x®gj,) = x®in-(gj,) que implica in<(hg) < in<(f). Si
ho = 0 tenemos f € (g1,...,8s).Si ho # 0 continuamos con hg en el lugar
de f. Obtenemos

—1 ~1
h=f—c; ax®g — h cox™gi,
donde g; € G tal que in-(gj,) divide inc(hg) = ¢’x*in-(gi,), con ¢’ € k.
Ademas c;, y ¢; son los coeficientes principales de gj, y hp. Como antes,

in<(h1) < in<(ho). Si hy =0 tenemos f € (g1,...,8s). Si h1 #0
continuamos.
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Continuacion: Definimos
—1
ho =f— CI-0 CoXaog,'0 el
donde ¢y y cj, son los coeficientes principales de f y de gj,. Nota que el
monomio inicial de f ya no es presente en hy. Con Lema 2.1.4(2)
concluimos in<(x®gj,) = x®in-(gj,) que implica in<(hg) < in<(f). Si
ho = 0 tenemos f € (g1,...,8s).Si ho # 0 continuamos con hg en el lugar
de f. Obtenemos
hy=f— c,-;lclx"”:‘g,-1 - ciglcoxaog,-o,
donde g; € G tal que in-(gj,) divide inc(hg) = ¢’x*in-(gi,), con ¢’ € k.
Ademas c;, y ¢; son los coeficientes principales de gj, y hp. Como antes,
in<(h1) < in<(ho). Si hy =0 tenemos f € (g1,...,8s). Si h1 #0
continuamos.

Como no existen secuencias descendentes infinitas este procedimiento
termina después de N >> 0 pasos y nos da una expresion

N
f=> ¢ lcgx™g, € (g . 8) u
q=0
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El teoremo de la base de Hilbert

Como corolario inmediatamente obtenemos el famoso resultado de Hilbert:

Teorema de la base de Hilbert (Corolario 2.1.9, HH)

Cada ideal en el anillo de polinomios tiene un conjunto de generadores
finito.
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§2 Algoritmos
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El Algoritmo de division

Algoritmo de division (Teorema 2.2.1, HH)

Sean < un orden de monomiosenS y gi,...,8s € S no cero. Para cada
polinomio f € S existen polinomios fi,...,f,f € S con

f="fg +hg+---+fgs+f, tal que
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El Algoritmo de division

Algoritmo de divisién (Teorema 2.2.1, HH)
Sean < un orden de monomiosenS y gi,...,8s € S no cero. Para cada

polinomio f € S existen polinomios fi,...,fs,f' € S con

f="fg +hg+---+fgs+f, tal que

Q si f' # 0 tenemos para cada x® monomio de f' que
x? ¢ (in<(g1)7 000y in<(g5))r'
@ si f; # 0 tenemos in.(f) > in-(figi).

Lara Bossinger 12/ 18



El Algoritmo de division

Algoritmo de divisién (Teorema 2.2.1, HH)
Sean < un orden de monomiosenS y gi,...,8s € S no cero. Para cada

polinomio f € S existen polinomios fi,...,fs,f' € S con

f="fg +hg+---+fgs+f, tal que

Q si f' # 0 tenemos para cada x® monomio de f' que
x* & (in<(g1), - - -, in<(gs));
@ si f; # 0 tenemos in.(f) > in-(figi).

v

La expresién fig1 + fogs + - -+ + fsgs + f' de f se llama expresion estandar

de f con respeto a g1,...,84s. El polinomio f’ se llama el resto de f con
respeto a g1,...,8s. Si f' = 0 digamos que f se reduce a cero con respeto
a{g,....&s}
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Prueba del Teorema 2.2.1

Como en la prueba del Teorema 1 vamos a usar el Lema 2.1.7 y proceder
de manera algoritmica.

Sea | := (in<(g1),--.,in<(gs)). Si ningin monomio de f esta en / toma
flefyf=-=Ff=0.
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Prueba del Teorema 2.2.1

Como en la prueba del Teorema 1 vamos a usar el Lema 2.1.7 y proceder
de manera algoritmica.

Sea | := (in<(g1),--.,in<(gs)). Si ningin monomio de f esta en / toma
flefyfi=-=f=0.

Supongamos que existe un monomio x? € supp(f) N/ y sea x% el
monomio mas grande (con respeto a <) en supp(f) N /. Entonces, existe
un gj, y un monomio x2 tal que in-(gj,)x® = x®. Escribimos

! —1_b
f=coc, xgi, + M

donde ¢ es el coeficiente de x% en f y ¢j, es el coeficiente principal de gj,.
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Prueba del Teorema 2.2.1

Como en la prueba del Teorema 1 vamos a usar el Lema 2.1.7 y proceder
de manera algoritmica.

Sea | := (in<(g1),--.,in<(gs)). Si ningin monomio de f esta en / toma
fl=fyf=---=Ff=0.

Supongamos que existe un monomio x? € supp(f) N/ y sea x% el
monomio mas grande (con respeto a <) en supp(f) N /. Entonces, existe
un gj, y un monomio x2 tal que in-(gj,)x® = x®. Escribimos

! —1_b
f=coc, xgi, + M

donde ¢ es el coeficiente de x% en f y ¢j, es el coeficiente principal de gj,.
Entonces,

inc(x®gi,) = x™in.(gi,) = x* < in<(f).

Si hy =0, 0 hy #0ysupp(h1) NI = &, entonces f = c(’)c,-glxbog,-(J + hy es
una expresion estandar de f con respeto a g3, ..., .
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Continuacién de la Prueba del Teorema 2.2.1

Falta el caso: h; # 0 y existe un monomio de h; que esta en /.

Sea x?! el monomio mas grande en supp(h1) N /. Tenemos x% > x21.
Ningn monomio en supp(h1) N/ puede ser mas grande que x; ademas
x & supp(hy).

Seguimos como antes y obtenemos una expresién

r _—1 / _—1_b
f= Q¢ xb°g,-0 +qc. x7tgy + ho

i
donde x% = xbin_(g; ) para algin g;, € {g1,...,8s}, c| es el coeficiente
de x?* en f y c;, es el coeficiente principal de gj,. Tenemos
in<(xb1g;1) < in<(Xb°g;0) < in<(f)'
Continuando obtenemos una secuencia finita (Lema 2.1.7)
X0 > x4 > x32 > ... > AN,

Tarea 2

Verifica que la secuencia nos da una expresién estandar de f con respeto a
81,---,8s-
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Ejemplo: (no) unicidad del resto

Ejercicio 3
Sean g1 = x> — z,80 = xy — 1 € k|x, y, z| con orden <, inducida por
x >y > z. Verifica que para f = x3 — x?y — x> — 1 las siguientes dos
expresiones son estandar con respecto a {g1, &} y <:
O f=(x-1g—xg+(xz—x-—z-1),
Qf=x-y-1g+(xz—yz—z-1).

Lara Bossinger 15/ 18



Ejemplo: (no) unicidad del resto

Ejercicio 3

Sean g1 = x> — z,80 = xy — 1 € k|x, y, z| con orden <, inducida por
x >y > z. Verifica que para f = x3 — x?y — x> — 1 las siguientes dos
expresiones son estandar con respecto a {g1, &} y <:

O f=(x-1g—x@+(xz—x-z-1),
Q@f=(x—-y-1ag+xz—yz—z-1).

o f=fgi+hg+ - +fg +f
@ si f' # 0 tenemos para cada x° monomio de f' que x* & (in<(g1), ..., in<(gs))

@ si f; # 0 tenemos in<(f) > in<(figi).
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Bases de Grobner y unicidad del resto

Lema (Lema 2.2.3 en HH)

Sea G = {gi1,...,8s} es una base de Grébner para | = (gi,...,8s) con
respeto a <. En este caso cada polinomio f € S tiene un resto tnico con
respeto a G.
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Bases de Grobner y unicidad del resto

Lema (Lema 2.2.3 en HH)

Sea G = {gi1,...,8s} es una base de Grébner para | = (gi,...,8s) con
respeto a <. En este caso cada polinomio f € S tiene un resto tnico con
respeto a G.

Prueba: Supongamos que existen dos restos f' # f” de f con respeto a G.
Una consecuencia del Teorema 2 es que ' — f”” € |. Entonces,

h:=inc(f' = ") € in(I). El monomio h es un monomio no cero en f’ o
f". Pero f' y f” son restos de f con respeto a G. En particular, eso implica
que ninguno de los monomios in-(g1), ..., in<(gs) divide h. Entonces,

h¢ (in<(g1),...,in<(gs)), que es una contradiccion. |
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Aplicacion: Pertenencia a un ideal

El siguiente Corolario muestra la utilidad de bases de Grdbner para resolver
el problema de la pertenencia a un ideal:

Corolario (Corolario 2.2.4, HH)

Sea G = {gi1,...,8s} es una base de Grébner para | = (gi,...,8s) con
respeto a <. Entonces, f € | si y solo si el resto iinico de f con respeto a

G es cero.
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Aplicacion: Pertenencia a un ideal

El siguiente Corolario muestra la utilidad de bases de Grdbner para resolver
el problema de la pertenencia a un ideal:

Corolario (Corolario 2.2.4, HH)

Sea G = {gi1,...,8s} es una base de Grébner para | = (gi,...,8s) con
respeto a <. Entonces, f € | si y solo si el resto iinico de f con respeto a
G es cero.

Tarea 3
Muestra el Corolario 2.2.4.

Ejercicio 4
¢ Conoces algtin problema que se puede reformular como el problema de la
pertenencia a un ideal? Si no, da le una bisqueda en google.
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