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Sea S = K[x1, . . . , xn], donde K es un campo. Para a, b ∈ Nn escribimos xa = xa11 · · ·xann
y xb = xb11 · · ·xbnn . Decimos que xa divide xb si ai ≥ bi para todas i ∈ [n] = {1, . . . , n}.

Tarea 1 (Lema de Dickson, Lema 2.1.4 HH). Sea M un subconjunto no vació de los monomios
de S. Un elemento xa ∈ M es minimal en M si para cada xb ∈ M que divide xa tenemos
xa = xb. Escribimos Mmin ⊂ M para el conjunto de elementos minimales de M.

Prueba que Mmin es finito para cada M.

Tarea 2 (Lema 2.1.7, HH). Sea < un orden monomial en S. Prueba que para ningún xa ∈
Mon existe una secuencia infinita descendiente de la forma xa = xa0 > xa1 > xa2 > . . .

Tarea 3 (Finalizar la prueba del Teorema 2.2.1, HH). Verifica que la secuencia nos da una
expresión estándar de f con respeto a g1, . . . , gs.

Tarea 4 (Lema 2.3.1 HH). Sean 0 ̸= f, g ∈ S tal que el mínimo común múltiple mcm(in<(f), in<(g)) =
in<(f)in<(g) (se dice in<(f) y in<(g) son coprimos). Entonces, S(f, g) reduce a cero con
respeto a {f, g}.

Tarea 5 (Cálculos en Macaulay2). 1. Instala Macaulay2 en tu computadora. Para Win-
dows: https: // gist. github. com/ eivan/ cab0b0a29eebd91d767ea6ad7448368e Al-
ternativamente hay una versión en línea: http: // habanero. math. cornell. edu: 3690/

2. En M2: define un anillo de polinomios y especifica un orden de monomios (ver MonomialOrder);

3. Usando las funciones lcm1 y leadTerm2 calula los S-polinomios;

4. Usando la función gb calcula una base de Gröbner;

5. Por ejemplo, para I = (x1x3−x22− 1, x2x4−x3− 1, x3x5−x24− 1, x4x6−x5− 1, x1x5−
x26 − 1, x2x6 − x1 − 1) ⊂ Q[x1, . . . , x6].

Tarea 6 (Espacio lineal). 1. Sea I ⊂ S un ideal homogéneo. Toma w = (1, . . . , 1) ∈ Rn y
muestra que inw(I) = I.

1https://faculty.math.illinois.edu/Macaulay2/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/
Macaulay2Doc/html/_lcm.html

2https://faculty.math.illinois.edu/Macaulay2/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/
Macaulay2Doc/html/_lead__Term.html
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2. Para un ideal I ⊂ S definimos su espacio lineal:

L(I) := {w ∈ Rn : inx(I) = I}.

Muestra que L(I) es un subespacio vectorial de Rn. ¿Puedes dar un ejemplo de un ideal
cuyos espacio lineal tiene dimensión más que uno?

Tarea 7 (Refinar un vector de peso). Prueba que para cada ideal I ⊂ S y cada w ∈ Rn

tenemos in<(inw(I)) = in<w(I). Se dice: el orden <w refine el vector de peso w.

Tarea 8 (Lema 3.2.1, HH). Dado I ⊂ S un ideal y w ∈ Nn:

1. (fg)w = fwgw para todos f, g ∈ S.

2. fw ∈ S[t] es homogéneo con respecta a la graduación (w1, . . . , wn, 1) ∈ Nn+1.

3. Si f ∈ S[t] es homogéneo, entonces

f ∈ I ⇔ ∃g ∈ I,m ∈ N : f = tmgw.

Tarea 9 (Lema 3.2.1, HH). Si f ∈ S[t] es homogéneo, entonces f ∈ I si y solo si existen
g ∈ I,m ∈ N tal que f = tmgw.

Tarea 10 (Cálculos en polymake). 1. Instala polymake en tu computadora (https: // polymake.
org )

2. Ver las funciones básicas que tiene, por ejemplo aqui: https: // www. math. ucdavis.
edu/ ~deloera/ TEACHING/ RMMC2011/ polymake_ reference. html

3. Usando polymake, verifica Lema 1 para f = 2x2y + xy3 + 4z4 y g = (x − y)(1 + z2).
(Puedes proceder como en la prueba y verificar que New(f ·g) y New(f)+New(g) tienen
los mismos vértices.)

4. Usando polymake, verifica que los dos politopos abajo de la Definición 10 son fuertemente
isomorfos. (Primero, da les coordenadas)
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