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Ideas centrales en geometria algebraica



» Una variedad algebraica es el conjunto de soluciones de
un sistema de ecuaciones polinomiales en varias variables
(ejemplo: un circulo de radio r es el conjunto de soluciones
de la ecuacion z? 4 y? = r2).



» Una variedad algebraica es el conjunto de soluciones de
un sistema de ecuaciones polinomiales en varias variables
(ejemplo: un circulo de radio r es el conjunto de soluciones
de la ecuacion z? 4 y? = r2).

» La teoria se comporta mucho mejor si trabajamos con
polinomios con coeficientes en un campo algebraicamente
cerrado, hoy el campo es C.



Una variedad algebraica es el conjunto de soluciones de
un sistema de ecuaciones polinomiales en varias variables
(ejemplo: un circulo de radio r es el conjunto de soluciones
de la ecuacion z? 4 y? = r2).

La teoria se comporta mucho mejor si trabajamos con
polinomios con coeficientes en un campo algebraicamente
cerrado, hoy el campo es C.

Si V es el conjunto de ceros de fi,..., fs € Clxy, ..., z,]
entonces el anillo de coordenadas de V es

ClV]:=Clzy,...,zn]/{f1,- -, fs)

<f1)"'7fs>:{glf1+”'+g5f8|g$€c[$la'°'a$n]}



Ejemplo

SL,(C) es una variedad algebraica. Si consideramos el anillo de
polinomios Clz;; | 1 < i,j < n] y det, es el polinomio determi-
nante, es decir,

n

det, = Y sgn(o) [ [ #io0),

oc€ESnh i=1

entonces SL,(C) es el conjunto de soluciones de la ecuacion
det,, — 1 =0.
Por ejemplo, SLy(C) es el conjunto de soluciones de

11022 — T12021 — 1 =10

(C[SLQ(C)] = (C[.%'H, . ,1’22]/(%11.%‘22 — 122921 — 1>.



Positividad total a la Lusztig



Positividad total clasica para SL,(C)

Sea G la variedad algebraica SL, (C). Entonces
Gs0=1{9€ G| f(g) € Ry para toda f € A},

donde A C C[G] es el conjunto de todos los menores.

Usando varios resultados (el lemma de Cryer, el teorema de Binet-
Cauchy y el teorema de Loewner-Whitney) se obtiene una descrip-
cion equivalente de Gsg.

G~ = monoide multiplicativo generado por las matrices
diagonales con entradas en Rsg y matrices de la forma
zi(t), yi(t) con t € Rso.



Conceptualmente, en la descripcion de monoide de SL,, (C)<, sus
generadores estan inducidos por los generadores de Chevalley del
algebra de Lie sl,(C).

7

SL-'\(G:) 70




SL,(C) es un ejemplo de un grupo de Lie simple. Los grupos de
Lie simples estan clasificados y algunos de ellos son:

» SU(n) el grupo de matrices unitarias con determinante 1
» PU(n) el cociente de SU(n) por la accion escalar
» SO(n) el grupo de matrices ortogonales con determinate 1

» Sp(n) el grupo de matrices simplécticas

Todos los ejemplos de anteriores son parte de la familia atn mas
grande de los grupos reductivos.
Tarea: Checar las paginas de Wikipedia sobre

» Simple Lie groups

» Reductive groups


https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_Lie_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Reductive_group

La descripcion de monoide de SL,(C)~¢ motivo a Lusztig para
definir la parte totalmente positiva de un grupo reductivo G.

G'>¢ = monoide generado por los elementos en G inducidos por

los generadores de Chevalley del algebra de Lie de G.

Lusztig demuestra que Gs¢ tiene una descripciéon equivalente
dada por

Gso={p€G: f(p) € Ryg para toda f € By},
donde B es una base distinguida del C-espacio vectorial C[G]

llamada es la base dual canénica en B, en ¢ = 1.

B, es una base como C-espacio vectorial para un grupo cuantico
asociado al algebra de Lie de G.

Tarea: Checar la seccion Representation theory de esta pagina.


https://en.wikipedia.org/wiki/Canonical_basis

La descripcién por medio By se usa para demostrar
propiedades fundamentales de G'sg.

B; es un conjunto infinito y en general su estudio es muy
complicado pues se necesitan herramientas geométricas y
algebraicas muy avanzadas para construirlo.

Las bases canénicas para grupos cuanticos fueron
inicialmente desarrolladas por Lusztig y Kashiwara. En
2018 Kashiwara recibe la medalla Chern por “For his
outstanding and foundational contributions to algebraic
analysis and representation theory sustained over a period
of almost 50 years.” En su Chern medal lecture decide
hablar sobre interacciones de By y Bj,.

El trabajo de Lusztig dio lugar a una linea de investigacion
muy robusta.


https://www.youtube.com/watch?v=tx3atEWG14E&t=1028s

Variedades totalmente positivas

Mas generalmente, sea V' una variedad algebraica sobre C. Supong-
amos que tenemos una colecciéon de funciones “importantes”

A C ClV].
Podemos definir parte totalmente positiva de V' es

Voo={p €V : f(p) € Ry para toda f € A}

Todos los ejemplos anteriores pueden describirse de esta manera.
La base dual canoénica B; para C[SL,(C)] no es el conjunto de
menores A. En general se puede probar que

A C B
pero A da un certificado de positividad para Bq, es decir,

f(p) > 0 para toda f € By <= f(p) > 0 para toda f € A.



La Grassmanniana de subespacios de deimansiéon k de C" es
Gri(C") :={V C C" | V es un subespacio vectorial de dimension k}.

Grassmann demostro en el siglo XIX que Gri(C") es una variedad
algebraica (projectiva). Por simplicidad hoy k = 2.

Un punto en Gra(C™) puede ser representado por una matriz rect-
angular:

T11 212 0 ZTin
To1 %22 - Top

Las coordenadas de Pliicker de Gra(C") son las funciones

- fli A1y n
P = det [ i 7 ] € C[Gra(C™)].

Podemos tomar A = {P;; | 1 < i < j < n} para definir la
Grassmanniana totalmente positiva

Gr2(C")so = {p € Gr2(C") | f(p) € R5o para toda f € A}.
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1. Matrices positivas

INstituto de
Matematicas

m Sea M € Mathxm(R). Un menor de tamano r de M es el determinante de una sub-matriz cuadrada de M de tamano r x r.
s Una matriz M de tamano n x m es totalmente positiva (TP) si todos sus menores son reales positivos.

2. ¢cCuantos menores son?

Y entonces, la pregunta es éCuantos menores tiene una matriz
cuadrada M € Mat(n x n, R)?
1x 1=n? ,
n
2 x2=5)

3x3=(1)’

4. Afirmacion

Existe una coleccién de 2n— 3 menores que podemos calcular para
asegurar que todos los menores son positivos.
Notacion Sean 1 < (< j £ n el menor de 2 x 2 asociado a las

columnas (,J es
di; daij
Pij = det( )
J az; Qay.

6. Triangulaciones

m Sean A, un n-agono e ij el arco en A, gue une al vértice { con
el j. Una triangulacion de A, es una coleccion maximal de
arcos que no se intersectan en el interior de Anp

m Sean T una triangulacidon en A, e ij un arco interior de A,. 3

yklun cuadrilatero que tiene a y como diagonal = el flip de y

en ijkl es la diagonal k!

{12,23,34,45,15,14,13} fltp
Toda triangulacidén de A, tiene 2n— 3 arcos

8. Caso en que n=38

8)_ 8!

Tenemos

3. Matrices de 2 x n
Por simplicidad comencemos con el caso A € Mato x> (R)

A=(011 Ay --- aln)
dz1 dA22 -+ d2n

Asi, solo hay menoresde 1 x 1y 2 x 2, lo que nos deja con
n n(n—1)
2N + ( ) = 2N+
2 2

menores por calcular.

5. Relaciones entre los me

Relaciones de Grassmann-Plucker. Sean 1 <i<j<k<I[<n
enteros. Entonces PiPj; = PijPki + PilPjk

7. Correspondencia biyecti

Teorema. Sea T una triangulacion de A,. Entonces si P > 0 para

todo ij€ T entonces P >0V 1<i<j<n.
Usando la relacidon de Grassmann-PlUcker

Si, todos los menores del lado derecho son positivos Pj; > 0, ademas,
todas las triangulaciones estan conectadas mediante flip iterados.
Por lo anterior, al iterar este proceso, se demuestra este teorema.

= 5.1 = 28 menoresde 2x 2y 2n—3 = 13 arcos en cualquier triangulacion de un octagono. Pero ¢Que pasa si queremos saber

Si un menor es positivo por ejemplo P>g y no lo incluye nuestra triangulacidon que sabemos que es positiva? Pues como ya mencionamos
podemos llegar mediante una serie de flips iterados que por la relacion de grassmann-plucker podemos concluir gue P,g es positivo.

9. ¢Y para una matriz de n

Denotamos P;; el menor correspondiente al conjunto de filas I
y columnas J. Un diagrama de cableado doble consta de dos
familias de n lineas etiquetadas como 1, ..., n como se muestra en
la siguiente figura. El requisito clave es que cada par de lineas se
cruzan exactamente una vez:

123,123

Este diagrama de cableado doble tiene 32

P3,1,P3,2,P1,2, P23,12, P13,12, P13,23, P12,23, P123,123.
El ndmero total de menores de cdmara es siempre n?.

= O camaras menores:

10. Movimientos

m Cada menor Pr; es un menor de camara para algun diagrama
de cableado doble.

s Dos diagramas de cableado doble se relacionan entre si me-
diante una secuencia de movimientos locales de tres tipos.

m Bajo cada movimiento local, las colecciones correspondientes
de menores de camara se transforman intercambiando los
menores Y y Z, y estos menores satisfacen la identidad

YZ =AC + BD.




Algebras de conglomerado



Qué son las algebra de conglomerado (cluster algebras)?

Una clase de édlgebras conmutativas equipadas con un conjunto
de generadores distinguido. Dichos generadores deben cumplir
ciertos axiomas de naturaleza combinatoria.

Definidas en el ano 2001 por Fomin y Zelevinsky

Motivacién: proponer un enfoque algebraico/combinatorio que
unifique y simplifique el estudio de las variedades totalmente pos-
itivas, las bases candnicas de grupos cuanticos y la interacciéon de
todas estas teorias.



Carcajes

En matematicas, carcaj es un sinénimo de gréfica dirigida.

Restriccion: Consideraremos tnicamente carcajes finitos, sin
ciclos de longitud 1 o 2.

Convencioéon: Dos tipos de vértices: mutables y congelados
{vértices mutables} = {1,... n}

{vértices congelados} = {n+1,...,m}

Ejemplo:

Q : 4 —
1/ \2 7 3



Observacion

Un carcaj sin ciclos de longitud 1 o 2 es lo mismo que que una
matriz antisimétrica con entradas enteras.

Ejemplo:

Q:1—=2—=3

corresponde a

0 1 0
Bog=| -1 0 2
0 -2 0

Regla: La entrada ij codifica el ntimero de flechas de 7 a j.



Mutacién de carcajes

Sea k un vértice mutable de ). La mutacién de () en direccién
k es el carcaj pi(Q) que se construye a partir de @) como sigue:

Paso 1. Por cada camino de longitud dos i — k& — j, se alade una
flecha i — j.

Paso 2. Se voltea la orientacién de todas las flechas incidentes al
vértice k.

Paso 3. Se eliminan los ciclos de longitud 2.

VANSWANSVAN

La mutacién es una involucién: u;(ux(Q)) = Q.



Ejemplo

Q: 2 5

|

Las tres mutaciones posibles de () son:

3

pi(Q): 4=—2







Conglomerados y semillas

Sea F := C(z1,...,2m) el campo de funciones racionales en m
variables.
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variables.
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Un conglomerado en F es un subconjunto {ui,...,u,} C F de

elementos algebraicamente independientes sobre C tales que
F= C(ul,.. . ,ur)
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decir, r es forzosamente igual a m en la definicion anterior.



Conglomerados y semillas

Sea F := C(z1,...,2m) el campo de funciones racionales en m
variables.

Definicién

Un conglomerado en F es un subconjunto {ui,...,u,} C F de

elementos algebraicamente independientes sobre C tales que
F= C(ul,.. . ,ur)

Observacion: Todo conglomerado consta de m elementos. Es
decir, r es forzosamente igual a m en la definicion anterior.

Definicion
Una semilla es una pareja (Q,x), dénde Q es un carcaj y X es
un conglomerado en F.



Mutacién de semillas.

Sea (@, x) una semilla. Para cada vértice mutable & definimos
una nueva semilla

(@, x) = (i (Q), pr(x))

Dénde fu,(x) = x \ {zx} U {z'}

H%"F Hacj

2 = i—keQ k—jeq

Tk

La mutacién es una involucion: pu(ur(Q,x)) = (Q,x).



Ejemplo

(Q,x) = (1 = 2= 3,{z1, 22, 23})



Ejemplo

(Q,X) = (1—)2:{3, {56'1,:(}2,.%'3}) — Tl — X9 =2 X3



Ejemplo
(Q,X) = (1—)2:{3, {56'1,:(}2,.%'3}) —  IT1 — T2 = X3

Las tres mutaciones posibles de (@, x) son:

. ) 1 +23
24 1) Ho - e

N N

1 3 T T3

/’L?): -’1:2

/N,

I 3



Iteracion de mutaciones de semillas

;@

f&k
i&* ox %
1%1 E{X«%

Escribimos (Q,x) ~ (Q',x’) si estas semillas pueden ser conec-
tadas por medio de mutacién iterada.



La definiciéon

Definicion
Sea @ un carcaj.
» x ={x1,...,2n} es el conglomerado inicial

» (@, x) es la semilla inicial

» Xp = U x' el conjunto de variables de conglomerado

xr~x!



La definiciéon

Definicion

Sea @ un carcaj.
» x ={x1,...,2n} es el conglomerado inicial
» (@Q,x) es la semilla inicial

» Xp = U x' el conjunto de variables de conglomerado

xr~x!

El algebra de conglomerado asociada a Q@ es la C-subdlgebra
de F = C(x1,...,xm) generada por las variables de
conglomerado.

Ag = (XQ)



La definiciéon

Definiciéon

Sea Q) un carcaj.
» x ={x1,...,2n} es el conglomerado inicial
» (@Q,x) es la semilla inicial

» Xp = U x' el conjunto de variables de conglomerado

xr~x!

El algebra de conglomerado asociada a Q@ es la C-subdlgebra
de F = C(x1,...,xm) generada por las variables de

conglomerado.
Ag = (XQ)

Ag es independiente del conglomerado inicial: podriamos escoger
otro conglomerado inicial y obtendriamos un algebra isomorfa.



Ejemplo

1 — T2



Ejemplo

1 — T2



Ejemplo

1 — T2

ltzy <— T2
1



Ejemplo

1 — T2



Ejemplo

1 — T2

1+xo N 14+z14zo

1 12



Ejemplo

1 — T2

1+xo N 14+z14zo

1 12

N



(1

Ejemplo

1 — T2

14+z14zo
e - r1T2
z1

N

1+ 29
+ 2 "
14z )

x1
T1x2



(1

Ejemplo

1 — T2

1+xo 14+z14zo
1 - 122

N

1+21+ 22 . 1+ 2o _ r1x9 + 14+ 21 4+ 22
oo xo(1 + x2)

T1x2



(1

Ejemplo

1 — T2

14+z14zo
e - r1T2
z1

N

1+ 2

- = =
2 2 x1 2

+ + 1T 1

14+

x9 : + + 1+ +

14z )

x2)
N x2(1l+

€1

T1T2

T2



(1

Ejemplo

1 — T2

14+z14zo
e - r1T2
z1

N

1+x2
1+11 2
1+x1 — -
x2

1+ 2

X9
I

+ + T1X2 1

1 + ) + 1+ +
T2 -

1 I )

x2)
N x2(1l+

€1

T1T2

T2



Ejemplo

1 — T2

1+xo N 14+z14zo

1 12

N

1+ 1+x1+z2
To — T1T2




Ejemplo

1 — T2

1

Itzs o o
1
Itay — I
14+z14zo e
1+x2 Lt

x1

1+x1+z2
1+x1 —

172



Ejemplo

1 — T2
1
Itzs o o |
1
| Itay — I
14+z14zo e
14z Lt
x1

X2

1+x1+

e = r1T2
T2



1 — T2
1 .
<_

€2

1ty <— T2 |

1
2
Itay — I
14+z14zo e
e r1T2
x1

X2

1+x1+

e = r1T2
T2



x2
1 — \i
1 .
/ -
€2
1ty <— T2 |
1
2
Itay — I
14+z14zo e
e r1T2
x1

X2

1+x1+

e = r1T2
T2



1 — T2
/ \i’
IZTQ — X9 T2 < X1
2 1
1+xo 14+z14zo 1+zq
T z122 v 1L

1+ 1+x1+z2
To — T1T2

»AQ — <331,332, 1+x2’ 1+x1+x2’ 1+a:1>

xr1 T1T2 2



Propiedades fundamentales



Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Ag depende
tinicamente de la clase de mutacion de Q.



Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Ag depende
tinicamente de la clase de mutacion de Q.

Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Todas las vari-
ables de conglomerado son polinomios de Laurent, con coefi-
cientes enteros, en los elementos del conglomerado inicial. Mas
atn

+1
Xo CZxy ..., % , Tngl, - Tyn)



Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Ag depende
tinicamente de la clase de mutacion de Q.

Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Todas las vari-
ables de conglomerado son polinomios de Laurent, con coefi-
cientes enteros, en los elementos del conglomerado inicial. Mas
aln

Xg C Z[lilil7...,$” Tyl e ey T
Conjetura de positividad (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]).

+1 +1
Xo CN[z7 ... 2, Tngts o T



Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Ag depende
tinicamente de la clase de mutacion de Q.

Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Todas las vari-
ables de conglomerado son polinomios de Laurent, con coefi-
cientes enteros, en los elementos del conglomerado inicial. Mas
aln

Xg C Z[Jifl,...,m” Tyl e ey T
Conjetura de positividad (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]).

+1 +1
Xo CN[z7 ... 2, Tngts o T

Teorema (Gross-Hacking-Keel-Kontsevich 2014 [GHKK])
La conjetura de positividad es verdadera.



Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Ag depende
tinicamente de la clase de mutacion de Q.

Teorema (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]). Todas las vari-
ables de conglomerado son polinomios de Laurent, con coefi-
cientes enteros, en los elementos del conglomerado inicial. Mas
aln

Xg C Z[l‘]il7. ) ../.’,U,jL:17.’I:n+1, ey Ty
Conjetura de positividad (Fomin-Zelevinsky 2001 [FZ1]).

+1 +1
Xo CN[z7 ... 2, Tngts o T

Teorema (Gross-Hacking-Keel-Kontsevich 2014 [GHKK])
La conjetura de positividad es verdadera.

La demostraciéon de la conjetura de positividad es geométrica y
utiliza ideas de la simetria especular (teoria originada en el con-
texto de la teoria de cuerdas (~ 1990) que ha tenido gran influ-
encia en las matematicas del siglo XXI).



Teorema (Fomin-Zelevinsky 2004 [FZ2]) Supongamos Q
conexo. El conjunto de variables de conglomerado X es finito si
y solamente si la parte mutable de ) es equivalente bajo mutacion
a una orientaciéon de un diagrama de Dynkin.

A: e——oe .
Dn: e . —
n .,
Es - .

I S
Er - .

S S
By - .




Bases



Un monomio de conglomerado es un monomio en los elemen-
tos de un conglomerado.

Por ejemplo, si Q = 1 — 2, los monomios de conglomerado son
de la forma

gt

> a (I1+1>b

» [ Zitzetl :B1+1
xr1T2

» [ Zitzatl x2+1
xr1T2

v

a (I2+1>b

con a,b € N.



Al crear este concepto Fomin y Zelevinsky esperaban que

1. Los monomios de conglomerado fueran una base para Ag.

2. Para todo grupo reductivo G y C[G] es un algebra de
conglomerado. Mas atn la base dual canénica B es el
conjunto de monomios de conglomerado.

Después de muchos anos de esfuerzo colectivo se sabe que
1. Los monomios son una base de Ag si y solamente si Q) es
de tipo finito.

2. Para todo grupo reductivo G en efecto C[G] es un algebra
de conglomerado, pero la base dual canénica B; en general
contiene propiamente a los monomios de conglomerado.



Ejemplos



Recordemos que
C[SL2(C)] = Clz11, 212, 221, 222] /(#1222 — 212221 — 1)

Veamos que C[SLy(C)] = Ag para Q =2 — 1 +— 3



Recordemos que
C[SL2(C)] = Clz11, 212, 221, 222] /(#1222 — 212221 — 1)

Veamos que C[SLy(C)] = Ag para Q =2 — 1 +— 3

Tog —> T1 <— I3



Recordemos que
C[SL2(C)] = Clz11, 212, 221, 222] /(#1222 — 212221 — 1)

Veamos que C[SLy(C)] = Ag para Q =2 — 1 +— 3

1
Tog —> T1 <— I3 —



Recordemos que
C[SL2(C)] = Clz11, 212, 2021, 222) /{z11222 — 212201 — 1)
Veamos que C[SLy(C)] = Ag para Q =2 — 1 +— 3

1 Toxs + 1
Tog —> T1 <— I3 — Tg «— ——— —» I3
T



Recordemos que
C[SL2(C)] = Clz11, 212, 2021, 222) /{z11222 — 212201 — 1)
Veamos que C[SLy(C)] = Ag para Q =2 — 1 +— 3

1 Toxs + 1
Tog —> T1 <— I3 — Tg «— ——— —» I3
T

Toxs + 1

Por lo tanto Ag = (x1, x2, z3, x4), donde x4 :=
x1



Recordemos que

C[SL2(C)] = Clz11, 212, 221, 222] /(211222 — 212221 — 1)

Veamos que C[SLy(C)] = Ag para Q =2 — 1 +— 3

1 Toxs3 + 1
Tog —> T1 <— I3 < Tg «— ——— —» I3
X1
) Toxs + 1
Por lo tanto Ag = (z1, 22, x3,24), donde x4 := ————.
1
o(z11) = 11
¢(Z12) = 22

¢ : C[SLy] — Ag dada por

T
x .
es un isomorfismo
X
xT



Mas generalmente C[SL,,(C)] tiene una estructura de conglomer-
ado. Por ejemplo para SL5(C) el carcaj Q es




De regreso a las Grassmannianas

Veamos que los anillos C[Gry(C™)] también son algebras de con-
glomerado. Para ello necesitamos la siguiente presentacion de

C[Gra(C™")] =C[P;; | 1 < i < j < n]/(relaciones de Pliicker )



Modelo geométrico

{coordinada de Pliicker de Gra(C™)} <> { cuerdas de un n-agono]
P — arco ij

8 Pis 1




Modelo geométrico

{coordinada de Pliicker de Gra(C™)} <> { cuerdas de un n-agono]

P — arco tj
8 P 1
Prg Pys
17
7 Py 2
Pe Py
6 AT Pay 3
Psg Psy



Los cuadrilateros codifican las relaciones de Grassmann-Pliicker.
7

Entonces

Py Py = Pyj Py + Py Pjy.









= ac+bd

ee’ = HZ+Hw

/
ee



Estructura de conglomerado para Gry(C™)

vértices mutables
vértices congelados
conglomerado/semilla
mutacion

relaciones de intercambio

ORSORSGRRGR

diagonales

lados

triangulacion

flip

relaciones de Grassmann-Pliicker




/
\

@\ /&B

\
/

@\@ /®



Analisis/Fisica

Fisica/Fisica teérica . i
Termodinamica

Algebras C*
Solitones

Teoria de cuerdas
TQFT’s y CFT’s
Sistemas integrables

Algebra
Grupos cuanticos
Teoria de representaciones

Fisica estadistica Teoria de Groébner

Algebras de Lie

=

Combinatoria
Politopos

coria de Nﬁmeros' Algebras de Conglomerad
Numeros de Markov
Fracciones continuas

Secuencias de enteros

Numeros de Catalan
Particiones que no se cruzan

Geometria

Miereiteel Asociaedros
Hiperbolica
Algebraica

Simpléctica, de Contacto y de Poisson

Espacios de moduli

Topologia
Teoria de nudos

Teoria de Morse
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\_Teoria de Morse

Clasificacion matematica: Cluster algebras (13F60).

Aplicaciéon (termodinamica): Prueba de la conjetura de peri-
odicidad de Zamolodchikov por Bernhard Keller.
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