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Intermezzo: algebras de Lie

Las matrices x;(t), yi(t) y zi(t) son muy relacionadas a las generadores de
Chevalley del algebra de Lie

sly={A€R™": tr(A) = ) a;; = 0}.
i€[n]
Mas precisamente, los generadores de Chevalley son las siguientes matrices

e =Eiy1, fi=Ey1;, hi=E;—Ey1i1€sh.
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Intermezzo: algebras de Lie

Las matrices x;(t), yi(t) y zi(t) son muy relacionadas a las generadores de
Chevalley del algebra de Lie

sly={A€R™": tr(A) = ) a;; = 0}.
i€[n]
Mas precisamente, los generadores de Chevalley son las siguientes matrices
e = Eijiv1, fi=FE1i, hi=E,;—Eiy1 €sh.

Recuerda que el exponencial de una matriz A es definido

1

_ Lok
exp(A) = Z k!A

k=0
Ejercicio 1
Verifica que las exponenciales de las matrices e;, f;, h; satisfacen parat € R

xi(t) = exp(te;), yi(t) = exp(tf;) y zi(e) = exp(th;).
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Intermezzo: grupos algebraicos

Del resultado de Cryer en combinacién con el Teorema de
Lowener-Whitney viene la conexién a los grupos algebraicos donde se ubica
el trabajo de Lusztig, Fomin y Zelevinsky.

Lusztig generalizé la nocién de matrices totalmente positivas a otros
grupos de Lie. El inici6 el estudio de /a parte no-negativa G>o de un grupo
G y prob6 que es un conjunto semi-algebraico (es decir que se puede
describir como un conjunto que satisface desigualdades polinomiales

A(x) >0, donde los A son elementos de la propia base candnica dual'y en
casos sencillos son menores generalizados).
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Descomposicion IDS y certificados de positividad

. Cémo nos ayuda entonces la descomposicién IDS en la buzqueda de
matrices totalmente no-negativas?

Sea G = SL,, entonces G>q es un semigrupo multiplicativo [Corolario de
Cauchy-Binet].

El [Lema de Cryer] implica que nos podemos enfocar en el subsemigrupo
N>q de matrices triangulares superiores no-negativas (o equivalentemente
en los matrices triangulares inferiores no-negativas N ).
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Ejemplo

1 x vy
SeaA= |0 1 =z |. Calculamos sus menores:
0 0 1

X, Y,2, y A:XZ_y'

Entonces, A + y = xz y asi obtenemos dos test de positividad {A,y,x} y
{A,y,z}. Como en el ejemplo anterior concluimos que la cardinalidad de
los dos test es la dimensién de N y los test son eficientes.
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83 Objetos combinatorios asociados: redes planas y caminos




Redes planas

Una red plana de ordén n es una grafica plana orientada con 2n vértices
marcados 1,...,ny 1’,...,n’, de los cuales i son fuentes y i’ son pozos;
con vértices interiores y aristas orientadas. Por ejemplo,

,
>

1 —1

2

La matriz de caminos de una red plana de ordén n es la matriz
W = (Wij)lgi,jgn donde

wjj := namero de caminos de i a j'.

Ejercicio 2
Calcula la matriz de caminos del ejemplo. jEs totalmente positiva? J
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Ejemplo: red plana de orden 3

Consideramos la siguiente red plana g

f
3 \\ / / 3
a C [
5 e g I 5
. b\ d /h )

Un camino en Iy es de un vértice i en la izquierda a un vértice j en la
derecha con la restriccion que cada arista se puede atravesar solamente de
la izquierda a la derecha. El peso de un camino es el producto de todos los
pesos (a, ..., i) de sus aristas (los pesos de las aristas sin etiqueta son 1).
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Ejercicio: matrices de caminos y positividad

Ejercicio 3
© Calcula la matriz de caminos de Ty, es decir, la matriz 3 x 3 cuya
entrada ajj es la suma de todos los pesos de caminos de i a j.

@ Muestra que la matriz A = (ajj)1<i j<3 es totalmente positiva si y solo
sia,....i€Rsg.

De hecho, cada matriz 3 x 3 totalmente positiva es la matriz de caminos
de la grafica 'y para alguna eleccién de pesos a, .. ., i.
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§Aplicaciéon: ecuaciones de ondas




Una ecuacién de ondas

La ecuacion de Kadomtsev y Petviashvili (KP) es una ecuacién diferencial
parcial para describir el movimiento de onda no lineal. Para u = u(x,y,t)

(—4us + U + 6uuy)x + 3uy,, =0
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parcial para describir el movimiento de onda no lineal. Para u = u(x,y,t)
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Generaliza la ecuacion Korteweg-de Vries (KdV) que es unidimensional
(para u = u(x, t) es U + Uxxx + 6uL, = 0).
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Una ecuacién de ondas

La ecuacion de Kadomtsev y Petviashvili (KP) es una ecuacién diferencial
parcial para describir el movimiento de onda no lineal. Para u = u(x,y,t)

(—4us + U + 6uuy)x + 3uy,, =0

Generaliza la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV) que es unidimensional
(para u = u(x, t) es U + Uxxx + 6uL, = 0).

Una clase de soluciones muy curiosa es la de ondas solitarias. Son ondas
que viajan preservando su forma y su energia.
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Ondas solitarias en agua de poca profundidad

De Mark J. Ablowitz en Nuevo Vallarta, Nayarit, México,
https://sites.google.com/site/ablowitz/line-solitons
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https://sites.google.com/site/ablowitz/line-solitons

Ondas solitarias en agua de poca profundidad

De Mark J. Ablowitz en Nuevo Vallarta, Nayarit, México,
https://sites.google.com/site/ablowitz/line-solitons

El cuento dice que fueron observados por primera vez de John Scott Russel
en un canal de agua de poca profundidad en 1834 en Escocia.
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Soluciones de ondas solitarias

Un dato de un solitén es una matriz A € R¥*" de rango completo y
K1 < Kp <---<KpenR.
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Soluciones de ondas solitarias

Un dato de un solitén es una matriz A € R¥*" de rango completo y
K1 < Ko < --- < Kkp en R. La funcién T asociada es

X .t Z A/ A) H(’V‘:l — Ki, ©ilx ,y,t),

con Aj(A) el determinante de la submatriz de A con columnasen |y
eI(Xaya t) = Zie[ KiX + ’{',2}/ + H?t-
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Soluciones de ondas solitarias

Un dato de un solitén es una matriz A € R¥*" de rango completo y
K1 < Ko < --- < Kkp en R. La funcién T asociada es

X .t Z A/ A) H(’V‘:l — Ki, ©ilx ,y,t),

con Aj(A) el determinante de la submatriz de A con columnasen |y
Oi(x,y,t) = Y ;cs kix + K2y + K}t. Cada dato de un solitén da una
solucion de solitén que es la funcién

u(x,y, t) = 202 In(7a).
La solucién es un solitén de lineas si Aj(A) > 0 para cada | € ([Z]). En

este caso A corresponde a un elemento en /la Grassmanniana totalmente no
negativa.
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La Grassmanniana totalmente no negativa

La Grassmanniana es el conjunto Grg(R") :={V C R" : dimg V = k}.

Cada V € Gr(R") puede ser representado por una matriz Ay, € Rkx"
cuyas filas forman una base de V' (expresado en la base estandar de R").

La Grassmanniana totalmente positiva (resp. no negativa) Gri(R")>0
(resp. Grk(R")>0) contiene las V' € Gry(R") tal que todos los k-menores
de Ay es positivos (resp. no negativos) para algiin Ay representando a V.

Ejercicio 4
Sea Ay = (é (2) _13 _15) ¢Es V € Gry(R*)~o? ¢ Cual serd un

certificado de positividad para Gry(R*)~o?
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La grafica de un solitén
Substituimos x — %,y — £y t — £ para un € > 0 muy pequefio.
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La grafica de un solitén

Substituimos x — %,y — £y t — £ para un € > 0 muy pequefio. El /imite
tropical es

fa(x,y,t) = Eli_%(eln(TA)) = Iren(e[)z]()(@/(x,y, t)).

Las /ineas de nivel del solitén son capturadas en el conjunto
Ct(A) = {parte del plano de xy donde fs no es lineal} .

La grafica del soliton es C(A) encajada en un disco, olvidando su
estructura métrica pero preservando su estructura topoldgica.
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Clasificacion de solitones

Teorema

Sea A € Gri(R")>0 y k1 < K2 < --- < Kk, en R. Entonces, estos datos de
solitén determinan de manera dnica una solucién de solitén de lineas.
Ademas la estructura asintética de la grafica del solitén se puede calcular a
partir de los k-menores de la matriz A en su forma escalonada, sus
elementos pivot {ii, ..., ik} y no pivot {ji,...,jn—k}-
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