LISTA DE EJERCICIOS 1
ALGEBRAS DE CONGLOMERADO

Ejercicio 1.8 Verificar que las expresiones que se obtiene utilizando el Teorema de
Ptolomeo coinciden con las formulas del ejemplo 1.4.

Solucién. Consideremos la triangulaciéon del pentdgono (de lado 1) mostrada en la
Figura 1 formada por las diagonales x1 y 5.

3

Figura 1: Triangulacion del pentagono.

Calculemos las demas diagonales x3, x4 y x5. Aplicando el teorema de Ptolomeo en los
cuadrilateros 1345, 1234 y 1245 obtenemos que:

Toxs =1+ a7

T1x5 =1+ 29

1+21+ 29
T

$2Q34:1+LE’5I

Despejando x5 v reemplazando en la tdltima igualdad, se obtienen los valores deseados:
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Ty =
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Si bien es cierto x3 y x5 no coinciden con las expresiones del ejemplo 1,4 (se puede
cambiar las etiquetas para que esto si suceda) x3, x4 y x5 contienen las mismas férmulas
que las del ejemplo 1,4 (en un orden distinto quizas) y esto es valido para cualquier
otra triangulacion que consideremos en el pentagono.



Ejercicio 1.10 Calcula todos los menores de las siguientes matrices:

(21)3
11 )

. Hay matrices totalmente positivas o totalmente no negativas entre ellas?; Cuantos me-
nores hay de cada tamano?; Cuantos menores tiene una matriz de orden n x n?

iy (!
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O = =

Solucion. Enunciaremos los menores, salvo repeticién.

2 1

= Los menores de la primera matriz son 2,1 y 11

1
= Los menores de rango 1 de la segunda matriz son 1,2, 3,4. Los de rango 2 son:

3 4|14 1112 4|4 32 3|3 1][3 4|4 1|3 1

2 4014 3|1 11 21 2|2 3|1 1|1 2||1 2
3 41
que son: 4, —8,—2,5,1,7,—1. Y el menor de rango 3es|2 4 3|=09.
11 2

= Los menores de rango 1 son simplemente 1 y 0, hay 36 menores de rango 2 pero
todos ellos seran o bien 1 o bien 0. Caso anédlogo los menores de orden 3, en este
caso hay 16 y toman valores de 0 o 1. La matriz tiene determinante nulo.

La primera matriz y la tercera son totalmente positivas y totalmente no negativas. La
primera es TP pero la tercera no. Por el contrario la segunda no es ninguna de ellas.

Si fijamos una matriz A € R"*" y k € [n]. Entonces la cantidad de menores de orden k

es simplemente:
n\ (n
k) \k

pues hay Z formas de elegir k filas o k columnas de las n. Notamos que si el orden

de la matriz crece, los menores también.



Ejercicio 1.13 Pruebe que si A, B € R" son dos matrices totalmente positivas, enton-
ces C' = AB es totalmente positiva.

Solucién. Sea C(I,J) un menor arbitrario de C, donde I C [n],J C [n] y ademés
|I| = |J]| = m. Tenemos que:

ClI, J] = Al [n]] B[[n], J]

Como Al[l,[n]] € R™™ y Bl[n|,J] € R™™ podemos aplicar el teorema de Cauchy-
Binet, este nos dice que:

C(I,J)= > A(lm], K)B(K,[m])
Ke(l)

Como Ay B son totalmente positivas, se sigue que A([m], K) y B(K, [m]) son positivos
para cada K por lo que su producto y suma sobre todos los K sigue siendo positiva.
De esto se concluye que C'(I, J) > 0, como este menor fue arbitrario se concluye que C'
es totalmente positiva.

Ejercicio 1.18 Pruebe los siguientes items:

01
BA. jCémo estan relacionados?

1) Sea A = <1 0 _11) y B = <Z Z) en GLy(R). Calcule los menores de A y de

2) Sea V € Gra(R") y Ay una matriz asociada cualquiera. Pruebe que para cada
matriz B € GLy(R) el producto BAy también representa V'.;Qué relacién tienen
los menores de Ay y BAy? Si Ay tiene todos sus menores maximales positivos,
icuales son las condiciones necesarias para B, tal BAy también tenga todos sus
menores maximales positivos?

Solucién.

a) Los menores de orden 1 x 1 de cada matriz simplemente son todas sus entradas.
Ahora calculemos los menores maximales, i.e los de orden 2 x 2. En el caso de A:

[ ] plQ(A) = ]_
[ ] plS(A) == ]_
[ ] p23(A) == ]_
Si multiplicamos B A se obtiene (Z 2 Z: i) y sus menores maximales son:

[} p12(BA) = ad — bc.
e p13(BA) = ad — ac — be + ac = ad — be.
® po3(BA) = bd — bc — bd + da = ad — be.



Se nota que para i < j se tiene p;;(BA) = det(B)F,;(A) y esta serfa la relacién,
sencilla para este ejemplo.

Sea V' € Gry(R") y Ay una matriz asociada, definida por la base {vi,v9}. Si
denotamos por:

v1 = (V11,5 Vi), V2 = (Va1, - - -, Vo)
a los elementos de la base, tenemos que:
/l)ll e Ul
Ay = "
Vg1 =+ Uz2p
Probaremos que:
BA, — (@ b\ [vin -+ vip\ _ favii +bvy - avy, + bug,
v = =
c d V21 =+ Uop cv1l + ClUQl cee CUlp + dUQn

también representa a V. Para esto, resta ver que {wy,wy} = {avy +bug, cvy +dvy }
es una base para V. En efecto, consideremos una combinacién lineal nula:

a(avy + bug) + B(cvy +dvg) =0
Agrupando vy, vy y usando la independencia lineal de estos tenemos que:
(aa + fe)vy + (ab+ fd)ve =0 = aa+ Pec=0ANab+ Bd =0

Esto puesto en un sistema matricial nos da que:

a c\ (a) (0O

b d)\p) \O
Como ad — bc # 0 se sigue que a = 0 = [, probando la independencia lineal.
Ahora veamos que genera V', de la definicién de los w;, para cada i € [n] se tiene:

a b Vi) _ [ Wi

c d vy ) \wy
Luego, por la regla de Cramer (o simplemente multiplicando por la inversa de B
y operar) obtenemos:

dwli — bwzi aWo; — CW1;



Entonces tendriamos que:

d b a c
W1 T W2 U2:Ew2_®

B T B

w1

Ahora, sea v € V, existen a1 y as tales que v = ajv; + asvs, reemplazando lo
anterior se obtiene:

B d b n a c
RN T TR Tt AR N V- TR - The

<a1d— O(QC) N <a2a — ozlb)
v=| — |y ——— T
| B | B|

Esto prueba que v € (wy,ws) y asi que {wy,wy} es una base para V', por lo que
BAy representa también a V.

La relacién entre los menores de orden 1 de Ay = (v;;) y BAy = (w;;) es simple-
mente la definicién del producto de matrices:

wy; = avy + buy 5wy = cvy; + duy

En el caso de los menores de orden 2 se tiene que:

pi(BAY) = det (cwu +bvy;  avyj + bv2j)
ij —

cvy; + dvy;  cvrj + duy;
= | B|(v1iv2; — v15v9:)
= | B|det (““ ””)
V2  U2j
= |Blpi;(Av)

Asi, si p;j(Ay) > 0 para todo i < j la condicién que necesita B para que BAy
tenga sus menores maximales positivos es que |B| > 0.



Ejercicio 1.20 Sea Maty?, el conjunto de todas las matrices de orden 2 x n cuyos
menores maximales son no negativos y sea GLy(R)>q el conjunto de todas las matrices
totalmente no negativas en GLy(R). Pruebe que Gry(R™)s( coincide con el cociente de

Mats?, médulo la accién de multiplicacion por izquierda de GLa(R)>o.

Solucién. En la solucion del problema asumiré que el resultado es cierto considerando
que GLy(R)>¢ es el subconjunto de GLy(R) formado por las matrices con determinante
positivo. La accién de multiplicacién por izquierda de GLg(R)>( define una relacién de
equivalencia, dada por:

A~B& A= XB,X € GLy(R)s

tnn
2Xn

Definimos la funcién ¢ : Gry(R™)so — asignando a cada subespacio V' la clase

[Ay], donde Ay es cualquier matriz que representa a V' y cumple que p;;(Ay) > 0. Note
que esta matriz siempre existe por la misma definicién de GLa(R)>o.

s La funcion esta bien definida. Para ver esto, tomemos otra matriz By que
representa a V' y que cumpla lo pedido. Como las filas de ambas matrices generan
V' ambas tienen el mismo rango, por lo que mediante operaciones elementales
podemos transformar una en otra, esto puesto de otra forma quiere decir que:

BV = CAV

donde C' € GLy(R). Por el ejercicio anterior tenemos que p;;(By) = |C|pi;(Av),
como p;;(By) > 0y pi;(Ay) > 0 se concluye que |C| > 0. Asi [By| = [Ay] por lo
que la funcién estd bien definida.

» La funcién es inyectiva. En efecto, si p(V') = ¢(W) entonces [Ay] = [A,] por lo
que Ay = C Ay para algun C' € GLy(R) con determinante positivo. Nuevamente
por el ejercicio anterior se tiene que Ay representa a W por lo que V = W.

Mattnn

2xXn

» La funcién es sobreyectiva. Dado [A] € , denotamos a las filas de A por

los vectores aj,as € R™. Consideramos V' = (ay,ay), claramente V € Gry(R?)>q

y (V) = [A].

Hemos probado entonces que ¢ es una biyeccién y asi que ambos conjuntos coinciden.

Ejercicio 1.21 Dada A una matriz de orden 2 X n, pruebe que para cualesquiera
1 <i<j<k<l<n se tiene la siguiente relacién:

DijPkl + PaDjk = PikDji

Este tipo de relaciones se denominan las relaciones de Pliicker.



Solucioén. Consideremos una matriz:
A= a1x Q2 -+ Qi
Q21 Q22 -+  QA2p

Probaremos lo pedido calculando cada uno de los extremos, escribiremos simplemente
pij para p;;(A). Tenemos:

Pij = A1;025 — A1;A2;
Prl = G1rQ2; — 1102k
Pir = G14Q2; — A11Q2

Djk = Q102K — Q11024
Pik = Q1;Q2k — Q1024

Pji = Q15G9; — A11G2;5
Luego:
DijPkl = A1;G2;A1;02] — A1;G2;01702 — G1;A2;15A2] T Q11025 01;A2;
DilPjk = A1;021Q1j02k — A1;02]Q1k02; — A1102;A1;02k + A1102;A1;02;

Sumamos estas expresiones obtenemos lo pedido:

DijPrl + DiuDjk = (aua% - alka%)(aljam - aualj) = PikPji

Ejercicio 1.22 El politopo cuyos vértices son las triangulaciones del poligono regular
de n lados y cuyas aristas son los flips entre diagonales, se denomina el associahedro o
politopo de Stasheff y se denota por A,,.

1) ;Cudntos vértices, aristas y caras tiene el associahedro A3?
2) (Cuadl es la dimensién del associahedro As?

3 ;Cuadl puede ser la dimension del associahedro A,, y porqué?

Solucién. El hexdgono tiene 14 triangulaciones (ver Figuras abajo). Por comodidad
numeraré las 14 triangulaciones. La numeracién la escogi arbitrariamente (la verdad
fue el orden en el que fui encontrando las triangulaciones).

Estas 14 triangulaciones seran nuestros vértices, para hallar las aristas debemos encon-
trar como se relacionan nuestras triangulaciones mediantes flip’s. Manualmente encontré
el siguiente grafo que nos muestra estas relaciones (ver Figura 4).
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Figura 2: Triangulaciones del hexdgono.
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Figura 3: Triangulaciones del hexagono.

0
0

Este grafo lo podemos modificar y encontrar que Az es un eneadro (tiene 9 caras). Esto
se puede observar en la Figura 5.

2/1\5
4/ \3—6/

1\
10
14

Figura 4: Grafo.

N

a) Tiene 14 vértices, 9 caras y 21 aristas.
b) Su dimensién es 3.

¢) Recordar que la dimensién de un politopo es la dimensién del espacio euclidiano
mas pequeno que lo contiene. Asi por ejemplo el eneadro tiene dimensién 3 por
que estd contenido en R?. A simple vista, podria decir que la dimensién de A,
es n, pues cada vértice tendria n direcciones posibles en las que seguir mutando.
Esas n direcciones me daran R™ como el ambiente espacio.
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Figura 5: Politopo.

Ejercicio 1.23 Generalizamos la regla del friso en la definicién 1.1 y consideramos las
siguientes reglas del juego:

rp+1 sikespar

Tp1Thg1 = . .
S {xi—i—l si k es impar

1) Calcule x3, 24, ... como expreseiones en términos de las variables z1 y zo cuando
(a,b) € {(1,2),(1,3)}.; También se repite el patrén en algin momento?;Cudles
son los valores de las variables si fijamos x7 = x5 = 17

2) Para (a,b) = (1,4) y &1 = x5 = 1 calcular la secuencia (x;) para i = 1,...,10.;Es
periédica?

Solucién. Recordamos la regla del friso en la Figura.

0 0 0O 0 0

Regla: xp_1xp1=1+ x;

a) Consideremos el caso a = 1y b = 2, la regla quedaria:

rr+1 sikes par

Tp1Tpy1 = ) .
oLtk {azi—i—l si k es impar



Tenemos entonces:

1‘|‘£B2
€

T3 =1+29 = a3 =

2
14z

1+<7f>__1+x%w£+2@
T a 279
1+x2+x2+2x2

1+(—4E£__)_1+x?+@

14z
1

2
1+x%+x2
1 + ( xr1T2 . 1 + :L'%
1+x%+x%+2x2 - To

x%xg

1+<ﬁf)

T5T7 =1+ w6 = 27 = T N

T1T2

x2x4:1+x§ — x4 =

T3xs =1+21y = x5 =
T1T2

x4x6:1+x§ — I =

Asi g = x9 y a partir de este momento se empiezan a repetir las variables
x;, por lo que si es periddica. Si ponemos z; = x5 = 1 obtenemos la sucesion:
T, = 1,1’2 = 1,373 = 2,1’4 = 5,1‘5 :3,I6 = 2,.1‘7 = 1,1‘8 = 1,

b) Calculamos:

Tix3=1+29 = 23 =2
Doy = 1+ 25 = x4 =17
305 =1+24 = x5=09
T416 =1+ 1s = 36 = 386
r5r7 =1+ 2 = x7 =43
x6x8:1+x§ = 1xg = 8857
Trrg =1+ 28 = 29 = 206
25210 = 1+ 25 = 719 = 203321

Las expresiones en funciéon de x; y x5 no son nada amigables y por lo anterior se
ve que no es periddica.

10



Ejercicio 1.24 - 1.25 Una red plana de orden n es un grafo plano orientado con 2n
vértices marcados por 1,...,ny 1’,...,n’, de los cuales i son fuentes e i’ son pozos o
sumideros, con vértices interiores y aristas orientadas (de izquierda a derecha general-
mente).

Consideramos la red plana I'y mostrada en la Figura 6:

Je 3
2e o2
le ® 1

Figura 6: Red plana I'y.

Un camino en I'y lo tomaremos como un camino que liga un vértice ¢ de la izquierda con
un vértice j de la derecha, tal que cada arista se puede atravesar solamente de izquierda
a derecha. El peso de un camino es el producto de todos los pesos de sus aristas (los
pesos de las aristas sin etiquetas se consideran 1).

1) Calcule la matriz de caminos de I'y, esta es la matriz de orden 3 tal que cada
entrada a;; es la suma de los pesos de todos los caminos que ligan ¢ con j.

2) Pruebe que la matriz A = (a;;) es totalmente positiva si y solo si a,b,...,i > 0.
Solucion.

1) Analizando todos los posibles caminos, la matriz pedida es:

d dh dhi
A= bd bdh + e bhdi + e(i+ g)
abd abdh +e(a+c) (a+c)e(g+1i)+ f

b) (=) Si A es totalmente positiva sus entradas son positivas, en particular tenemos
que d > 0. Con esto, utilizadndolo progresivamente en las demas entradas se
prueba lo pedido.

(<) Podriamos calcular todos los menores de la manera usual, pero estos menores
los podemos expresar en funciéon de los caminos. Por ejemplo, consideremos
I ={1,2},J = {2,3} entonces el menor asociado es:

dh dhi
det <bdh +e bhdi+e(i+ g)) = egdh

Para nosotros un camino que une I con J es una upla de caminos ligando
cada coordenada de I con la respectiva coordenada de J. Si vemos en [y los
caminos de pesos eg y dh ligan 2 con 3 y 1 con 2 respectivamente (ver Figura
7), iseran estos caminos los inicos que unen I con J7.

11



La respuesta es no, podemos considerar por ejemplo el camino de peso dh,
como antes, y el camino de peso ei. En este caso, los caminos siguen ligando
I con J sin embargo comparten un vértice en comun.

3e

28

le

Figura 7: Caminos ligando I con J.

Entonces, podriamos decir que el menor asociado a I y J es la suma de
todos los productos de pesos de caminos que unen [ con J y no comparten
ningtn vértice en comun. En efecto, esto es un lema denominado el Lema de
Lindstrom’s. Los menores de A son:

* De orden 1 son las entradas, si a,b,...,7 > 0 entonces estos seran posi-
tivos.
* De orden 2 son:
- Asociado a I ={1,2} y J ={1,2}: de.
- Asociado a I = {1,2} y J ={1,3}: e(i+g)d.
- Asociado a I = {1,2} y J = {2,3}: dehg.
- Asociado a I ={1,3} y J = {1,2}: de(a+c).
- Asociado a I ={1,3} y J ={1,3}: d(f+(a+c)e(g+i)).
- Asociado a I = {1,3} y J = {2,3}: dh(f+(a+c)eg).
- Asociado a I = {2,3} y J = {1,2}: bdec.
- Asociado a I ={2,3} y J = {1,3}: bd(f+ce(g+1i)).
- Asociado a I = {2,3} y J = {2, 3}: ef+bdh(ceg+f).
Se nota que cada uno de estos es positivo si es que a,b,...,i > 0. Asi

hemos probado que A es totalmente positivo, mas atn se puede probar
que cualquier otra matriz TP es de este tipo.

12



Ejercicio 2.6 Pruebe que la mutaciéon de un carcaj es una involucién. Es decir, para
cada carcaj @) y cada vértice mutable k de @ tenemos uy(ur(Q)) = Q.

Solucion. Basta analizar localmente nuestro quiver, vamos a suponer que existe algin
camino de la forma ¢ — k — j. Si es que no existiera ningtin camino, entonces al mutar
solo invertirifamos las orientaciones que contienen a k y al volver a mutar volveriamos
a () probando lo pedido. Hay tres posibles casos para el camino i — k — j, todos
se muestran en la Figura 8, note que tras mutar dos veces se llega a lo que habia

inicialmente.

ay
A,

s

Figura 8: Mutacion.

0/'.\0
0/'.\0

~_

Cabe decir, que pueden haber muchas aristas de un vértice a otro, pero al aplicar la
mutacion simplemente se sumaran o restaran mas de ellas por lo que se aplica la misma
idea el nimero de veces que sean necesarias. Esto prueba lo pedido.

13



Ejercicio 2.12 Verifica el tltimo paso en la prueba del Lema 2.11.

Solucion. Si bien es cierto, solo debemos analizar en el caso del cuadrilatero pueden
haber muchos casos para este. Analizamos cada uno, aunque los carcajes se parecen en
mucho.

» Caso 1. El cuadrilatero esta determinado por tres lados y una diagonal.

En este caso las restricciones de los quivers Q(T") y Q(T") a este cuadrilatero se
muestran en la Figura 9 (estamos tomando una diagonal inicial, esta eleccién es
arbitaria).

Figura 9: Quiver asociados Q(T") y Q(T").

Calculemos ux(Q(T)), hay tres caminos que tienen a k como vértice medio por
lo que se agregan tres aristas. Una de ellas tiene como extremos a vértices con-
gelados por lo que no se toma en cuenta. Otra de ellas forma un 2-ciclo por lo
que la eliminamos en el tercer paso. El quiver uy(Q(7")) se muestra en la Figura 10.

w(Q(T)
. e .
\\k * \ *
+o—° - ¢ — —7

Figura 10: Mutacién de Q(7T') via k.
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= Caso 2. El cuadrilatero esta formado por dos lados y dos diagonales.

En este caso las restricciones de los quivers Q(T") y Q(T") a este cuadrilatero se
muestran en la Figura 11 (estamos tomando una diagonal inicial, esta eleccion es

arbitaria).

Figura 11: Quiver asociados Q(T) y Q(T").

Calculemos u,(Q(T')), hay cuatro caminos que tienen a k como vértice medio,
por lo que se agregan cuatro aristas. Una de ellas tiene como extremos a vértices
congelados por lo que no se toma en cuenta. Dos de ellas forman un 2-ciclo por lo
que las eliminamos en el tercer paso. El quiver u(Q(7T)) se muestra en la Figura
12, se nota que este coincide con Q(71").

\}/ PN \ B

Figura 12: Mutacién de Q(T') via k.
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c) Caso 3. El cuadrilatero esta formado por un lado y tres diagonales.

En este caso las restricciones de los quivers Q(T") y Q(T") a este cuadrilatero se
muestran en la Figura 13 (estamos tomando una diagonal inicial, esta eleccién es
arbitaria).

Figura 13: Quiver asociados Q(T) y Q(T").
Calculemos u,(Q(T')), hay cuatro caminos que tienen a k como vértice medio,
por lo que se agregan cuatro aristas. Dos de ellas forman un 2-ciclo por lo que

las eliminamos. El quiver u,(Q(T)) se muestra en la Figura 14, se nota que este
coincide con Q(T").

Figura 14: Mutacién de Q(T) via k.

d) Caso 4. El cuadriltero esta formado por cuatro lados, en este caso n = 4 nece-
sariamente, pues en otro caso esto es imposible.

16



Los quiver asociados Q(7T) y Q(71") se muestran en la Figura 15. Al calcular
ur(Q(T)), como no hay ningiin camino que contenta a k, solo se intercambia la
orientacién de todas las aristas, obteniendo Q(7").

flip
P
L 4 L 4
k
L 4 L 4 L 4 L 2
L 2 L 2

Figura 15: Quiver asociados Q(T) y Q(T").

e) Caso 5. El cuadrildtero esta formado por cuatro diagonales. Este caso en esencia
es lo mismo que el caso 3, ya que los quiver Q(T) y Q(T") tendrén las mismas
aristas que los de la Figura 13, la tnica diferencia sera que todos sus vértices son
mutables. Al mutar respecto a k, se obtendra lo mismo que la Figura 7?7 ya que
el vértice congelado que se muestra en aquella imagen cumple el mismo papel que
si fuera mutable.

Ejercicio 2.16 ;Cuantos carcajes (sin vértices congelados) de tipo Az existen?

Solucién. Vamos a considerar al quiver ) : 1 — 2 — 3. Para poder encontrar todos
los carcajes del mismo tipo tenemos que hallar [Q], en realidad de su parte mutable
pero al no tener vértices congelados da igual. Para calcular su clase, mutaremos en las
tres direcciones posibles y encontraremos que tras ciertos pasos los carcajes se empiezan
repetir. Las tres mutaciones se muestran en la Figura 16.

Figura 16: Mutaciones.
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Ahora, vamos a mutar cada una de estas mutaciones en las tres direcciones posibles.
Esto se muestra en las Figura 17, 18 y 19.

s
N

1—2—3 @

le—2¢—3 ~Q

Figura 17: Mutaciones de u1(Q).

e
TN

2—>3 ~Q

L2 3 ~Q

OJ

Q

Figura 18: Mutaciones de us(Q).

lé—2¢—3 ~Q

\ >3 wi(Q)

1—2—3 ~Q

Figura 19: Mutaciones de u3(Q).

Asi tenemos que [Q] = {Q, u1(Q), u2(Q),u3(Q)} por lo que estos cuatro carcajes son
los nicos que tienen el tipo As.

18



Ejercicio 2.22 Pruebe el corolario 2.21 sin usar el Teorema de Calder-Keller.

Solucién. Procederemos por induccién sobre el nimero de vértices, los casos n =1y
n = 2 son evidentes. Supongamos que vale para arboles de n vértices y consideremos

un arbol de n + 1 vértices.

Sean ) y Q' dos orientaciones en nuestro arbol. Se sabe que todo arbol tiene por lo
menos un vértice de grado 1, denotamos a este vértice por v; y a v el Unico vértice al
que esta ligado. Se sabe que el grafo obtenido al eliminar v y la arista que lo contiene, se
obtiene otro arbol de n vértices. Denotamos por Q)1 y @} a las orientaciones inducidas
en estos arboles, que se obtienen de las orientaciones de @ y @ (ver Figura 20). Por
induccion, podemos transformar ) en ()’ tras una secuencia finita de mutaciones en
pozos y fuentes, a estos los denotamos por aq,...,a,.

! v

Mutaciones

Figura 20: Arboles Q v Q.

Tenemos casos:

a) Si a; # v para todo i. En este caso los a; seguirdn siendo pozos o fuentes en @ y
al realizar la mutaciéon en () se obtendra )" salvo posiblemente por la orientacién
de la arista vvy, que si no es la misma se invierte (que seria mutar en v; que es
una fuente o un sumidero).

b) Si a; = v para algin i. En este caso se puede dar dos casos maés:

- La flecha que contiene a v; hace que v; deje ser de pozo o fuente. En este
caso lo que se hace es invertir su orientacién (que es mutar en v), luego
realizamos la secuencia de mutaciones que transforman ; en @] y finalmente
se invierte, si fuera necesario, la flecha que contiene a v.

- u ntien V] 1 usa ningun cambio en v;. En
La flecha que contiene a 0 causa cambio e En este caso se
procede de la misma forma que en el caso a).

Asi en cualquier caso, hemos probado que tras una secuencia finita de mutaciones se
puede obtener )’ a partir de (), solo mutando en pozos o fuentes.

19



Ejercicio 2.29 Pruebe el Lema 2.28.

Solucién. En este ejercicio doy una correcion y es que probaré que:

(0 ) B -B@)

Recordar que si tenemos una permutacién 7 : [n] — [n] la matriz asociada se define co-
mo A = (a;;) donde a;; = 1si (i) = j y a;; = 0 en cualquier otro caso. Sean A; y A, las
matrices asociadas a m; y my, cabe decir que my : {n+1,...,n+m} = {n+1,... ,n+m}
pero se puede considerar de [m] a [m].

Podemos dividir é(@) en su matriz de intercambio B(Q) y la parte congelada C,
operando:

(5 2 )R- (4 ) (202 - (58

Ahora operaremos cada submatriz y veremos que coincide con B (Q'). Antes de esto,
por la definicién de las permutacion para cada i € [n] existe k; € [n] tal que m(k;) = i.
De igual forma, paracada j € {n+1,...,m} existe j € {n+1,...,m} tal que m2(k;) = j.

Dado 4, j € [n] se tiene:

(AT'B(Q)A1)ij; = > (A7) ( (B(Q))lp(Al)pj)

p=

(AT a(BQ)ig, = (B(Q))kik,

n
=1
n
=1

Si es que hay r flechas de k; a k; (o viceversa) también lo habrd de ¢ a j (basta
considerar ;) y se tendrd que (B(Q'));; = r = (A7'B(Q)A,);; para i,j € [n]. Ahora
parai € {n+1,....,m}yj€{l,...,n}, se tiene:

(A7'CA; =D (A (Z(O)lp(Al)m')

Si es que hay r flechas de k; a k; (o viceversa) también lo habrd de ¢ a j (basta
considerar 7 para k; y m, para k;) y se tendrd que (B(Q'));; = r = (A;'CA,),; para
ie{n+1,...,m}yje{l,...,n}. Esto prueba lo pedido.
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Ejercicio 2.31 Convéncete que el Lema 2.30 es correcto.

Solucion. Procederemos caso por caso.

» Sii=~koj=k,veamos: = k el otro caso es andlogo. Si hay p > 0 aristas que ligan
k con j entonces b;; = p. Tras una mutacion, el paso 1 no genera ninguna arista
nueva que contenga a k. El paso 2 intercambia las orientaciones de las p aristas
anteriores. En el paso 3 si se eliminara algun ciclo, este no contendria ninguna de
las p aristas. Asi, tras la mutacién via k tendriamos que bj; = —p = —b;;.

p .
k J

Figura 21: Caso i = k.

En el caso que hallan p > 0 aristas que ligan j con k entonces b;; = —p, tras
la mutacion siguiendo los mismos pasos anteriores tenemos que hay p caminos
ligando & con j por lo que b}; = p = —(—p) = —by;.

» S5i by, > 0, by; > 0, digamos que b, = m y by; = n. Entonces existen m aristas
que ligan ¢ con k y n aristas que ligan k£ con j. Supongamos que hay p > 0 aristas
que ligan 4 con j tenemos que b;; = p. Tras aplicar la mutacién via el vértice £,
agregamos mn aristas ligando ¢ con j. Al invertir las orientaciones de las aristas
que contienen a k no se genera ningun 2-ciclo.

Entonces tenemos que:

bgj =p+mn= bij + blkbkj

@)
» » «

J

mn
i mj
\_P/
Figura 22: Caso b, > 0, by; > 0.
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Anélogamente si se supone ahora que hay p > 0 aristas que ligan j con i tenemos
que b;; = —p. Tras aplicar la mutacién via el vértice k, agregamos mn aristas
ligando ¢ con j. Se generan entonces 2-ciclos por lo que los eliminamos.

u(Q) e
e /_\
m L PR Ly R
w

Figura 23: Caso by, > 0,0, > 0.

Entonces, si mn > p el nimero de aristas que ligan ¢ con j serd mn—p. Simn < p
el nimero de aritas que ligan j con ¢ serd p — mn. En cualquier caso se tiene que:

bgj =mn-—p= bij + bzkbk]

» Siby <0, by; <0, digamos que b, = —m y by; = —n. Entonces existen m aristas
que ligan k con ¢ y n aristas que ligan j con k. Supongamos que hay p > 0 aristas
que ligan j con 7 tenemos que b;; = —p. Tras aplicar la mutacién via el vértice £,

agregamos mn aristas ligando j con i. Al invertir las orientaciones de las aristas
que contienen a k no se genera ningun 2-ciclo. Entonces tenemos que:

b;j = —(mn —i—p) = bij — bzkbk]

Figura 24: Caso by, < 0,0, < 0.
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Anélogamente si se supone ahora que hay p > 0 aristas que ligan 7 con j tenemos
que b;; = p. Tras aplicar la mutacién via el vértice k, agregamos mn aristas
ligando j con i. Se generan entonces 2-ciclos por lo que los eliminamos.

mn

u(Q)
X " ) /_\
m n i m k n ]
w

Figura 25: Caso by, < 0,0, < 0.

Entonces, si mn > p el nimero de aristas que ligan j con i serda mn —p. Simn < p
el nimero de aristas que ligan ¢ con j serd p — mn, en cualquier caso se tiene que:

b;j =p—mn= bij — bzkbk]

= Sino se cumple ninguno de los casos anteriores, tras aplicar la mutacion las aristas
que ligan i con j (o viceversa) no sufren ningin cambio. Entonces bj; = b;;.

Ejercicio 2.35 Pruebe las afirmaciones 2 y 4 de la Proposicién 2.34.

Solucién.

2) Pongamos uy(us(B)) = (c,.), up(B) = iy B= Cij-

ij

/!

- Sii=Fk o j =k, entonces c;

- Si ¢, ¢),; > 0 entonces se tiene que ¢, cx; < 0, luego:

/!

. A _
Cij = Cij + Cikzckj = (Cij — Cikaj> + CikCkj = Cij

- Si ¢, ¢),; < 0 entonces se tiene que ¢, cx; > 0, luego:

"o /o —
Cij = Cij = CirChy = (Cij + CirCrj) — CinCrj = Cij
“

- Cualquier otro caso se tiene ¢j;

— = ..
— Cl] — C’L]'

Esto prueba que ug(ux(B)) = B.

4) Por la definicién de mutacién y usando el hecho que b;; = 0 = bj; se tiene que:

B ={ ko wBha={ P S

b, caso contrario caso contrario

23



B ={ e B

bij caso contrario bji caso contrario

(B, sil=ik=i
(wi(u;(B)))i, = (i (B))i + (i (B))u(ws(B))iw, st (ui(B))is, (u;(B))ig > 0

’ (i (B))i — (i (B))i(wj (B))ars st (w;(B))iss (u;(B))iw < 0
\ (u (B))Zk, caso contrario

¢ ~

o —(wB)w, sil =j, k=]
Ay ) Wi B))u + (ui(B))i(wi(B)) e, si (wi(B))yy, (ui(B))je >0
(ui(B))w — (wi(B))1j(ui(B))jn, si(ui(B))yg, (ui(B))jr <0

L (wi(B)) 1k, caso contrario

Ahora procederemos por casos para probar que (uz(uj(é)))lk = (u](ul(é)))lk,
supongamos que k # [, pues si son iguales la igualdad se cumple trivialmente.

- Sil =10k =1. Supongamos que [ = i, entonces k # i y | # j. Tenemos dos
casos, que k = 7 o que k # j, veamos el primero:

(u(ui(B)i = —(ui(B))ik
= —(uj(B))u

El segundo caso:

(u;(wi(B)))ie = (wi(B))e
= —bu = —(u;(B))u,

En ambos casos tenemos que (u; (ui(B))u = (u,(uj(é)))lk

- Si (uj(g))h-, (u](é))zk > 0. Entonces necesariamente | # j y k # j, caso
contrario ambos serian nulos. Luego tendriamos que b;, b > 0.

Supongamos que (u;(B))j, (u;(B));r > 0, entonces tendriamos que by;, bjj, >
0 y asi operando:

wi(B))u + (s B))ij (wi( B))
b + by zk) + bl]b]k

(w4 (ui(B))ik = (
= (
= (uj(B))u + biibi
= (
= (

U’]( ))lk + (uJ(B>>lZ(uj(§))zk
wi(u;(B)))i
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Si suponemos que (u;(B))i;, (u;(B)) ik < 0 el procedimiento es analogo:

(uj(us(B)))i = (us(B))e — (wi( B))ij(ui( B))
= (big + biibir) — bijbji,

= (u;(B ))lk + bybi

= (u;(B))u, + (u;(B))i(u;(B))un
= (

wi(u;(B)))

En ambos casos tenemos que (u; (us(B)))u = (uz(uj(g)))lk
- Si (uj(é))li, (U](é))zk < 0 se procede de manera andaloga.

- Sino se cumple ninguno de los casos anteriores, tenemos que (ul(uj(é)))lk =
(uj(B)). Ahora, debemos analizar cada uno de los casos posibles para

(u;(ui(B)))uk.

- Sil=jo0k=j, entonces:

Si (u;(B))ij, (ui(B));x > 0 entonces by;, bjr > 0y asi:

(u(uwi(B))ix = (wi( B))ux + (wi( B))ij (ui( B))jw
= blk + bljbjk:

= (u;(B))u

Si (us(B ))zj, (ul(é))]k < 0 se procede de manera andloga.

Si no se cumple ninguna entonces:

(u(wi(B)))ix = (ui(B))k
= (u;(B))

En cualquier caso se tiene que (uj(u;(B)))i = (wi(uj(B)))uw-

Con todo lo anterior se prueba la igualdad pedida.
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Ejercicio 2.38 En este ejercicio probamos la Proposocién 2.37. Sea B una matriz
extendida anti-simetrizable de orden (n+m) x ny k € [n].

1) Muestre que para cualquier signo € € {—1, 1}, la férmula de la mutacién es:

b, . _bij sl k’ S {Z,]}
9\ bij + | —€bik)+-br; + bik[ebyj]+  caso contrario

2) Sea I, la matriz identidad de orden n x n y Ej'; la matriz de orden n x n cuya
tnica entrada no nula es un 1 en la posicién ¢ — j. Definimos Jy,, = I,, — 2E7;,
Ck = (¢ij) la matriz cuadrada de orden n + m cuya tnica columna no nula es la
columna k con entradas ¢;; = [—€bi|+ v Fr = (fi;) la matriz cuadrada de orden
n cuya unica fila no nula es la fila k con entradas f;; = [eby;]+. Verifica que:

uk(é) = (Jern,k + Ck)B(Fk + Jn,k)

3) Deduce que ran(B) = ran(uy(B).
4) En el caso que m = 0, deduce que B y ug(B) tienen el mismo determinante.

Solucién.

1) Si k € {i,j} es evidente que coinciden. Ahora, si b, by; > 0 note que alguno de
los valores [—ebi]+ v [€bix]+ es cero, asi:

bij + [—€bir) 1bk; + biklebrs] 1 = bij + birbr; = b

ij

Andlogamente si b, by; < 0 se tiene que coinciden. En otro caso ambos valores
[—ebi]+ v [ebi]+ serdan nulos por lo que:

bij + [—€bir]+bij + bik[€brs]+ = bij = bj;

2) Dados i, j se tiene que:

m+n n
(Jmgng + Cr)B(Fr + Jnk))ij = Z(Jm—i—n,k + Chr)ip (Z b (Fr + Jn,k)z,j>

p=1 =1

m+n

=Y (Tt + Cr)ip(bpilebrs] 1 + byy)

p=1

m+n

= Z (Jern,k)ip(bpk [Ebkj]+ + bpj)

p=1

m-+n

+ > (Cr)ip(byrlebis]+ + by)

p=1
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Probaremos la igualdad por casos:
- Si k €4, j}, supongamos que k = i
((msmk + C)B(Fi + Jnk))ig = — by + [—ebinl 1oy = =Dy
=y
ij

- Sik ¢ {i,j}, entonces:

m—+n
(ke + Co)B(Fi + Jui))ig = D (Jonsn b )in (o [€brj]+ + byy)

p=1
m—+n

+ ) (Ch)ip(bprlebis] 4 + byy)
p=1

= (bik[€brs]+ + bij) + [—€bir] 4 by,
ij

Asi, hemos probado la igualdad pedida.

3) Recordar quesi M" = AM B con Ay B invertible entonces se tiene que ran(AM B) =
ran(M'). Para ver esto, simplemente se usa la propiedad: ran(AB) < min{ran(A),ran(B)},
en efecto:

ran(M') = ran(AM B) < ran(M) = ran(A~*M'B~!) < ran(M")

Un célculo directo muestra que los determinantes de Jy, 101 + Cr v F + Jp i sSOD
—1, en particular invertibles. Asf por lo anterior se tiene que ran(B) = ran(uz(B)).

4) En el caso que m = 0, basta tomar determinante:

lur(B)| = (~1)|BI(~1) = |B|

Ejercicio 2.41 Verifica que la mutacién de semillas es una involucién, esto es que
wp (ug (X, B) (x, B)

Solucién. Como uy(ux(B)) = B, para probar lo pedido resta ver que uy(uy(X)) = X.
Pongamos ug(X) = (xl, e Ty ) Y Uk (ug(X)) = (21,2 Ty ), entOD-
ces resta probar que x} = . Para esto simplemente se usa la relacién de intercambio:

Ty = H$k+H$ b = HZE ““+Hx”“—:vkxk

b, <0 bik<0 bix>0

Ast ] = xj, y se tendria lo pedido.
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Ejercicio 2.46 Calcula mas mutaciones de las semillas en el Ejemplo 2.45 hasta que
encuentres el primer t < 0 y el primer ¢t > 0 con Q(t) = Q(0) y x(t) = x(0). Muestra
que todas las variables de conglomerado ya aparecen en las semillas asociadas a los
vértices t € [0,4].

Solucion. Realizando los cdlculos obtenemos:

1+x 1+21+2
ZE1(4) = ! £E1(5) = X9 1'1(6) = T2 ZL‘1(7) = #
142
1+ 1+
2o(4) =21 | 22(5) =21 | 22(6) = 2| zy(7) = 2
14| I
1-2 | 21 | 1-2 | 2—1
1
#(8) = % 0(9) =2 | 21(10) = 2
142
1 1
22(8) = | 2p(9) = — | 10(10) =
L2 45
1—2 o 2—=1 | 1-2

Asi se observa que el primer ¢ > 0 con Q(t) = Q(0) y X(t) = x(0) es t = 10. Similarmente
obtenemos:

I i I i

z1(=1) . T | 7i(=2) oy 21(=3) e 21(—4) - 72
+ T + + +
—1) = —9) = —3) = _4) —
za(—1) 2 za(—2) 2 T2(—3) o xo(—4) .
2—1 | 1—2 | 2 > 1 | 152
1+ 1+ 1+
21(=5) = @ | 21(=6) = — - 2 (=7) = — - 1(=8) = — 2
2 2 1
1 1
To(=5) = x| 2(—=6) =1 |2o(-7) = sl ks 1o(—8) = R Bkl
L1L2 T1Xo
21 | 1-2 | 251 | 1= 2
1
xl(_9> = j;mQ xl(—lO) =T
1
2o(=9) = a5 | x5(—10) =z,
2 —1 | 12

Asi se observa que el primer t < 0 con Q(t) = Q(0) y x(t) = x(0) es t = —10.
Ejercicio 2.49 Dada una semilla inicial s, = (X(0), B(0)), definimos el conjunto X =

Us,nsoX(t) donde s, = (X(t), B(t)) es cualquier semilla que se obtiene de sy tras una
secuencia finita de mutaciones. Sea P,, el patrén de semillas dado por sg. Entonces:

Ap, =C[X]C F
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Solucion. Recordar que si ponemos:

X = Jx()

teTy,

tenemos entonces que Ap, = C[X]. Para probar lo pedido resta ver que X = X, clara-
mente X C X. Reciprocamente si escojemos = € X existird algin t (a distancia d de

0) tal que la semilla s; = (X(t), B(t)) contenga a x. Entonces s; se obtiene de sy tras
aplicar d mutaciones, por lo que s; ~ sg y asi x € X.

Ejercicio 2.53 Definimos una relacion de equivalencia alternativa en el arbol n-regular.
Sea {(x(t), B(t)) }ter, un patrén de semillas. Definimos:

t =1 siysolosi (X(t), B(t)) = (X(t'), B(t'))

1) ;Cudl es la gréfica de intercambio para el carcaj 1 — 2 y cudl es su gréfica de
intercambio etiquetada?

2) Sea () =1 — 2 — 3. Calcula la grafica de intercambio asociada.

3) (Como cambia la gréfica de intercambio si se considera semilla etiquetadas.
Solucién.

1) Segun lo visto en clase y en el ejercicio 2.46, sabemos que si consideramos semillas
no etiquetadas nuestro patréon es 5-peridédico y si consideramos semillas etiqueta-
das es 10-periédico. Entonces la grafica de intercambio en el primer caso sera de
la forma0—1—-2—-3—4yenelsegundocaso0—1-2—-3—-4—-5—-6—-7—8—-9.

2) En este caso consideremos la semilla inicial (z1, 9, x3), se obtienen 14 semillas no
etiquetadas distintas:

1—|—£C2 - :L‘) (Qj - 1+£C2) (:L‘ £K1+.Z'3
71 sy L2, L3 1,42, 75 1 9

,l’g)

(z1,29,73)  (

1+ 2 1+ 2, 1+ 2, $1+<1+&32)l’3 X1+ T3 T+ X129 + T3
( y L2, ) ( ) axS) (3317

T XT3 T T1T2 2 ’ ToT3

)

($1+(1+I2)J}3 .7}1+l’3 LI?) <1—|—l’2 $1+<1+$2)I3 I1+$1$2+(1+l’2)]}3
9 s 43 )

12 T2 T 7 T1T2 XT1X273

)

l+xzy 21+ x120+ (1 +29)23 14 29 R T 2 R

) ) (‘rh ) )

X X123 €3 Tol3 €3

(

vy + 11T+ (14 22)x3 11+ 1120+ 23 1+ 29

( , , )

T1X2X3 ToX3 €3

29



T+ (1 + JIQ).T3 1+ T3 T1+T1T2 + (1 + $2)I3

( : ; )

X172 T2 T1T273

T + T1X2 + r3 I + T3 Xq + T1X2 + (1 + ZU2)$3

( ’ ) )

X123 T2 T1X2X3

Se verifica que la grafica de intercambio es Az y esto se puede intuir pues el
quiver mostrado es la parte mutable de un quiver asociado a una triangulacién
del hexagono.

c)

Ejerciccio 2.55 Si a = b = 0, jcudl es el patrén de semillas que uno obtiene de B?

Solucién. El arbol regular T es:

Asociamos un patrén considerando en 0 la semilla ((x7, 22),0). Realizamos los célculos:

21(0) =21 | 21(1) =227 | 20(2) = 207 | 21(3) =21 | 21(4) =y
T9(0) = zo | w2(1) =2y | 29(2) = 205" | 22(3) = 225" | 22(4) = 1y
i (=1) =21 |21(=2) =227 | 21(=3) = 227" | 21 (—4) = 1y
To(—1) = 225" | 29(—2) = 2251 | 29(—3) =2y | 2o(—4) = 2y

Nuestro patréon de semillas es 5-periddico, dependiendo si se consideran semillas etique-
tadas o no, puede tener 7 semillas o 4 semillas.

Ejercicio 2.58 Continuamos con el caso que la matriz B definida no corresponde a
ningun carcaj, es decir, a # b. Seguimos con la notaciéon como en el ejempo 2.57. Las
variables de conglomerado satisfacen la relacién de intercambio:

i +1 sikesimpar

Le-1Tk+1 =
22 +1 sikes par

1) Seaa =1y b= 2. Calcula el patrén de semillas. ;Es periddico?

2) Considera la matriz de intercambio extendida:

_ 0 1
B=|-2 0
p1 P2
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para p1, pe € Z~q y repite el calculo del patron de semillas.
Solucion.

1) Realicemos los calculos:

1+ 23
Tr3 =
T
l+xs 14a+a3
3;'4 = =
T2 T1T2
1+22 1+ 22422 + 23
I‘5 g _—
T3 123
1+ZL‘5 1+ZL’1
Iﬁ = =
Xy X2
1+ 22
X7 = =T
Ts
xrg = T2

Se nota que el patron de semillas es 6-periddico.

b) Para poder calcular las variables de conglomerado debemos mutar la matriz B,
las mutaciones sucesivas son:

0 1 0 -1 0 1
—2 0] 5| 2 o |3 -2 0 EN
D1 P2 —p1 D1t P2 2ps +p1 —p1— D2
0 -1 0 1 0 -1 0 1
2 o]l3] -2 o2 ol]3(-2 o0
—p1—2p2 P2 —P1 —DP2 pP1 —P2 P1 P2

Luego, realizando los calculos tenemos:

_ym+ad
Ty = ——F=
€
1 + yp1+p2 yp1+p2x1 + ym + :L‘%
:L'4 = =
o) T1Z2
. Ii + y2p2+p1 B ypl + I% + y2p2+p1x% + 2x1yp1+P2
5 = =
XT3 I1$g
y? +a; 1 +yPa
:(;‘6 = =
Ty Z2
1+ a3y
Tr=— =01
Zs
rg = T

Nuevamente se obtiene que el patron de semillas es 6-periddico como en el caso

a).
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Ejercicio 3.4 Sean 1 4, . . . .z, 4 las variables de conglomerado de la semilla (X(t,), B(ty))

en A(B(0)) y T gy - - Ty, 4 las variables de conglomerado correspondientes en A(B'(0)).
Por induccion tenemos expresiones:

fz ($17 oo axn—‘rm)
Gia(Z1, .o Tpgm) lz;=1Vj

Tig = fzd( 1, ) n—i—m) tal que Ild—

7 gi,d<m1a s 7'rn+m)

Para nuestra variable x entonces tenemos x = uy,, , (%;4) para algin i € [n]. Sii # kg
no hay nada que probar. Pruebe que en el caso ¢ = kg1 el lema es verdadero usando
lo anterior y la misma idea que en la base de la induccion.

Solucién. Sea z una variable de conglomerado (en A(B(0))) y (X, B(t)) una semilla
que la contiene y estd a una distancia d + 1 de 0. Por hipdtesis inductiva podemos ex-
presar cualquier variable de conglomerado que se encuentra a una distancia d o menor
como una funcién racional.

Ahora, existe algin ¢ € [n] tal que © = wuy,, (7iq4), si © # kqy1 entonces es trivial
pues tendriamos que z = x; 4 y por hipdtesis se tiene que se expresa como una funcién
racional. En el otro caso basta aplicar la relacién de intercambio, denotaremos por bf;

a las entradas de ukd(é(td_l)), asi:

1 v, —¥., 1
T = H xj] + H T ’ = f(xlv"-vxn—f—m)
Tid Tid

)

b',;>0,B(0) b';<0,B(0)
_ h(xb s 7xn+m)
fi,d(xb oo 71:n+m)

donde h; 4 = giaf. Entonces por induccion se tiene que toda variable de conglomerado
se expresa de esta forma. Ahora veamos como se expresa su variable asociada z’ en
B'(0). Por la relacién de intercambio en A(B'(0)):

1 v
e e T s
Tid

b;.i>0,B'(0) b,,<0,B'(0)

RZAW

b >0,5¢1 b <0,j¢1
_ h(x1,. .. Togm)
fi,d(xh s uxn-‘rm)

szl,Vj

Esto prueba lo pedido.
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Ejercicio 3.6 Pruebe el corolario 3.5.

Solucién. Sea z una variable de conglomerado en A(B'(0)) y #’ su variable asociada

en A(B(0)), como se cumple el fenémeno de Laurent se tiene que 2’ se expresa como
un polinomio de Laurent, esto es una funcién racional que tiene como denominador un
monomio. Asi por el ejercicio anterior se tiene que x se obtiene simplemente al evaluar
r; = 1 para todo i € I en este polinomio, el resultado sigue siendo un polinomio de
Laurent en la semilla inicial de A(B’(0)) probando lo pedido.

Ejercicio 3.8 Muestra que z}, y z}, son elementos de Z[z{", ..., z;f},.].

Solucién. Recordar que k; # ky. Claramente xj es un polinomio de Laurent pues:

1 b; —b;
T, = — | | x4 | | x, "
1 7 7
[Ekl

bik;>0 bik, <o

Utilizando nuevamente la relaciéon de intercambio, se ve que 7, es un polinomio de
Laurent en la semilla (z1,...,2) ,..., Tnym). Sin embargo como ), es un polinomio de
Laurent en (z1,...,Zg,, ..., Tnim) Se sigue que x también.

Ejercicio 3.9 Verifica que si ki, ks y k3 son diferentes se reduce al argumento del caso
d=2.

Solucién. Si todo son diferentes, por el ejercicio anterior (d = 2) tenemos que:
- T}, ¥ T}, son polinomios de Laurent en x(0).
- T}, ¥ T}, son polinomios de Laurent en X(t).

Asi 7, es un polinomio de Laurent en x(0).

Ejercicio 3.10 Muestra que las variables de conglomerado de A(B(0)) y de A(—B(0))
son iguales.

Solucién. Denotamos —B(0) = (i), B(0) = (bij) v (x(0), B(0)) la semilla inicial. Si
mutamos en la direccién k, en A(B(0)) afadimos « y en A(—B(0)) afadimos z/. Si
probamos que son iguales tendriamos lo pedido. En efecto, basta usar la relacién de
intercammbio:

/_i bz ‘_bi
:z:k—xk <bH "+ sz ’“)

ik >0 b <0
1
_ = —Cik Cik
(T
k ¢k <0 c; k>0
:x/k:
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Ejercicio 3.11 Prueba que los binomios M; + My y M| + M, son coprimos.

Solucién. Si M; + M, y Mj + M, son coprimos, como se dijo en clase los factores
irreducibles de d deben dividir a los denominadores de las dos expresiones de x. En
este caso, My + My y M| + M) no serian factores irreduciles de d por lo que este es un
monomio y se tiene lo pedido.

En el caso que M, + My y M|+ MJ no son coprimos agregamos una nueva variable con-
gelada x4 11 v extendemos la matriz B (0) anadiendo una fila extra donde la entrada
(n+m+1, k) sea 1y las deméds sean 0. Como by, 4m41k, > 0 el término x,,4,,41 aparecera
en M; pero no en My, asi M+ M se convertiria en x,, 4,11 M7+ M, denotaremos a esta
suma de la misma manera para no sobrecargar la notacién. Entonces M; 4+ M, es irre-
ducible y como M{+ M) no depende de x,, 1,11 se tiene que M+ Ms no puede dividirlo.

Esto prueba que z se expresa como un polinomio de Laurent pero en el algebra de
conglomerado asociada a la matriz extendida, sin embargo por el corolario 3.5 se tiene
que se cumple para la inicial, probando lo pedido.

N . , . : , "
Ejercicio 3.12 Muestra que la variable zj es coprimo a las variables x}, y xy .

3 / / 7
1) Calcula las expresiones de xj, , ), , 2} .
/ , . .
2) Muestra que xj y }, son irreducibles.

. Y7i _ : / —
3) Verifica que z}, evaluado en x,, = 0 es coprimo a xj evaluado en z,, = 0.
Soluciodn.

a) Recordar que tenemos b)) , < 0y b, > 0, ponemos entonces:

b21k2 :_b<0 b22kl :C>O

Podemos suponer que existen filas p; v ps en E(O) tal que bgli =ik, ¥ bgzi = Oiky-
Las mutaciones de B(0) son:

k’l k’g ]{?1 ]{32 kl k2
ky —b ky 0 b k1 —b
kQ Cc 0 kz —C 0 kg c 0
D1 1 0 P1 —1 0 P1 -1 0
D2 0 1 P2 0 1 D2 0 -1
B(0) ur, (B(0)) ks (ur, (B(0)))
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Luego por la relacién de intercambio y usando lo anterior obtenemos que:

1 b9 —b0
/ o c ikq ik o —1 c
Ty, = — | T, Tp, H xz, "+ H x; = (2, ) (2,7, M1 + Ms)

Ty .
b9y, >0,i¢ {k2,p1} b9y, <0

Procediendo de manera analoga se obtiene que:

Ty, = (2, ) (@, ) wpy My + M)
wi, = (@) ™) (@p) Ms + (w},)* M)

donde M; son monomios en x; con i ¢ {ky, ko, p1,p2}-

Ahora, vemos que z;, es irreducible pues se puede ver como un polinomio lineal en

p . , . . .
Ty, Como ), no depende de ), se sigue que x}, es lineal en x,, y asf irreducible,
mas atan son coprimos.

/ 1 : : / 7
Podemos ver a x}, y x;, como polinomios en z,,. Denotaremos por z;,(0) y 7, (0)
los resultados al evaluar x,, = 0. Note que x} (0) = 7}, , entonces:

'f;cz(()) = (z1,) "' My
(mp1M5 + ((xk2>_1M4>CM6)
(a:iQ:I:lel + M>)

.I)Zl (0) = xkl

Los numeradores y denominadores son lineales en z,, por lo que su denominador

(que es en esencia . ) no puede dividir al numerador més de dos veces. Si supo-

nemos que zj (0) y x}, no son coprimos entonces tienen algin factor en comiin

por lo que el denominador tendria que dividir dos veces al numerador (al menos).
. . ’ " / 1

Esto es imposible por lo que tendriamos que zj (0) y z}, son coprimos.
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