LISTA DE EJERCICIOS 2
ALGEBRAS DE CONGLOMERADO

Ejercicio 3.8 Muestra que existe una biyeccion entre las semillas en el sentido de
la Definicion 2.27 y los datos semillas con los datos fijos. Es decir, dada una semilla
(x, B) muestra que determina de manera tinica los datos fijos y los datos de una semilla.

Solucién. Sea (X, B) una semilla. Como B es anti-simetrizable también lo es su trans-
puesta BT, en este caso existen d; y d; tal que:

dzbﬂ — _djbij

Vamos a considerar N = Z"*™ y {e;} la base candnica formada por los vectores enteros
con 1 en la posicién 7 y las demds nulas. Queremos definir {, } : Z"™™ x Z"*" — Q tal
que la matriz (&;;) = ({€;, e;}d;) sea BT. En este caso:

d;

{ei ej}d; = bji = —— by

1

1) Definimos {e;, e;} = 7

bij.

2) Ponemos Ny, = Z™ C Z™T™ es inmediato ver que es saturado. Cabe decir que los
elementos de N,,,; son considerados como los vectores que tienen sus coordenadas
n+1,...,n+ m son nulas.

3) Ponemos I = [n+m] y Inu = [n].
4) Los enteros d; son los ya mencionados.

5) Definimos N° el generado por {d;€;}icintm). Por la definiciéon de {,} se ve que
{NmUt’NO} g Z y {N7NmutmNo} g Z.

Claramente (e;);cr es una base de N, (€;):er,.,. €s una base de Ny La forma que hemos
definido la semilla estd determinada tnicamente por los d; por lo que esto termina la
prueba.

Ejercicio 3.9 Sean los datos fijos I' arbitrarios (no necesariamente con d; = 1) y sean
s = (e; : 1 € I) los datos de una semilla:

» Muestra que ug(s) = (e} : ¢ € I) son datos de una semilla.

= Verifica que la matriz €,,() con entradas €; = {ej,€;}d; es igual a la matriz

uy(es) = (€f;) que se obtiene de €, bajo la mutacién de la matriz en la direccion

k.
Solucién. Sean d; arbitrariamente.

» Para poder ver que ug(s) son datos de una semilla, resta ver que {e;} es una base de
N y asi sucesivamente con los demas conjuntos. Para probar que es una base resta
ver que es linealmente independiente, pues la dimensién es finita. Consideremos:



/ /
0= E e; = E e, — aeg

il itk

Reemplazando los e};:

0= Z o, e; + Z(Ozi[qk]+€k) — Qe = Z oe; + (Z Q; [Eik]+ — Oék> €L

ik i#k ik ik
Luego por la independencia lineal de los e; tenemos que «; = 0 para i # k y asi

ar = 0 también. Anélogo se puede realizar para los otros dos conjuntos.

= Para ver la igualdad de las matrices, separemos en casos:
e Si ke {i,j}, por ejemplo k = i, tenemos:
!/ /
{eiejy = {—eiej + [en]rei} = —{ei, e;}
con o I VN L — e V. —
Y asi €], = —ei; = —{ejej}d; = {ei, e5}d; = €.
® Si €, €5 > 0 tenemos:
!/ / / _ _ "
eij = {ei, ej}dj = {ei —+ €ikCL, e]-}dj = € -+ €ik€kj = eij
e Si €, €5 < 0 se procede de manera andloga a lo anterior.
e Si no se cumple ningiin caso anterior, entonces:
!/ !/ / _ _ —
e; = {e}, e }d; = {eit[ein]ven, ej+ €] ren tdj = €+ [€ju] +€in+[€in]+€xj = €5

Asi tenemos que e;j = e;/] para cualquier caso por lo que hemos probado lo pedido.

Ejercicio 3.10 Prueba el Lema 3.12 en el caso general donde no necesariamente tene-
mos d; = 1 para todo i € I.

Solucién. Recordar que f; = d; 'ef es base de M° que es dual a la base {d;e;} de N°.
Entonces lo que se pide probar es que f/ = d; ‘e dual a la base {d;e/} satisface la
relacion:

~fit Y [el i st k#i

= JELj#k
i

Para esto, vamos a probar que ( ]’,dieb = J;;. Separemos por casos, igual que en la
prueba dada en clase:

- Si k # j tenemos:

(f} dieq) = (fj, diei + dile]vex) = (f;, diei) = 6



- Si k = j separamos dos casos mas:

* Si¢ = k entonces:

(fodiel) = (—=f+ Y [—exlifj —der) = (fi drex) = 1

jel j#k

* Si i # k entonces:

(flodiefy = (= fe+ D [—enjlefi diles + [ei)er))

JeLj#k

(firdic)) = =(fro dilendver) + Y [—ew]s (fr dies)

JEl,j#k
(fr,die;) = di[—€xi) — dileir]+ =0
Asi hemos probado lo pedido.

Ejercicio 3.11 Los elementos v, € M satisfacen vy, = Y. €xid, fi.

Solucién. Recordar que v, = {ey, -}, para e € N se tiene que:
€ = E o;€e;
iel

Considerando e se llega a que a; = (e}, e) (estoy usando la notacién (ef,e) = ef(e)).
Luego se tiene que:

{er, e} = Z e){er, e} = Z<d;16f,e>{ek, e; }d; = Z<f“ e)eri

el iel el

Estoy probando que vy, = >, €k fi-

Ejercicio 3.12 Prueba la Proposicién 3.14 en el caso general donde no necesariamente
tenemos d; = 1 para todo 7 € I.

Solucién. Por el ejercicio anterior, en la sumatoria no aparece d; por lo que el argumento
es el mismo que se realizo en clase.



Ejercicio 4.1 Congelar variables en una semilla conmuta con la mutacién de semillas.

Solucién. Antes de comenzar, recalcar que al congelar una semilla en ¢, en la matriz
B no solo se eliminan la columna 7 sino_que se reordenan las filas acorde con las va-
riables z;. Denotaremos (X, B)" = (X', B') a la semilla que se obtiene al congelar .
Lo que se pide probar es que para j,k € [n] se tiene: ux((X, B)) = (ux(X, B)?). Lo
primero que se tiene que notar es que k € [n — 1] pues al congelar una semilla se quita
una variable de conglomerado. Tendriamos que separar en dos casos: si j # ko si j = k.

El caso j = k no es cierto (o por lo menos eso creo). Consideremos X = (1, g, x3) y :

(0 -1
B={1 0
12

donde solo hay una variable congelada x3. Primero congelemos 1, obtenemos el conglo-
merado extenendido X* = (x4, 21, 3) y:

. ., . 42
y luego de mutar en la direccién 1 obtenemos el conglomerado extendido (mz;“ , L1, 23).

Por otro lado, si primero mutamos en la direccion 1 obtenemos el conglomerado exten-
dido (%1“3, T, x3) y luego de congelar 1 obtenemos el conglomerado (x, %1“, x3).

Ahora veamos el caso j # k, primero analizemos el conglomerado extendido de u((X, B)).
Tenemos:
3 = . . .
we(X) =wp(( 1, T, T, T, T T, e oy Tptm)
~ —~— ~~ N~ ~—~—
j—1 j n—1 n n+1 n+m

Reindexando todo como se muestra en la igualdad anterior, tenemos que eliminar x;, y
anadir xj, donde este viene dado por la relacién de intercambio. Como la matriz B’ solo
elimina la columna j y se reordenan las filas adecuadamante, la relacion de intercambio
anterior es la misma que si hubieramos mutado la semilla inicial en la direccion k.

Tendriamos entonces que:
uk(ij) = (X1, Ty Ty Ty e T
Ahora analizemos el conglomerado (uy(X, B)7), tenemos que:
uk(X) = (T1, ., Thy o ooy Tppm)

donde 7}, es el mismo obtenido anteriormente. Luego, al congelar en j se obtiene que:

(up(X))? = (T1, ooy Tt Tty e e s Ty Ty e v vy Ty



donde en el conglomerado aparece z}, en la posicién k pues j # k. Asi obtenemos que
up(X) = (ug(X))7. Ahora veamos las matrices, la matriz B solo elimina una columna
(v no es la columna k) y cambia algunas filas, al mutarla en esencia estamos haciendo
lo mismo que mutar la matriz inicial B , pero al finalizar tenemos que eliminar la fila
j v hacer los mismos cambios que se hizo en B’. Se conluye entonces que ambas son
iguales y por lo tanto tendriamos lo pedido.

Ejercicio 4.2 Restringir una semilla conmuta con la mutacién de semillas.

Solucién. Sea I U J una particién de [n 4+ m] tal que b, = 0 para todo j € J y para
todo k € [n] N I. Fijemos k € [n] N I, probaremos que:

wp(X;, By) = (X*, BF)

donde (X%, B¥) es la semilla restringida de u; (X, B). Para ver esto, lo tinico que se tiene
que tener en cuenta es que en el lado derecho de la relacién de intercambio z,x), = P+ Ps

no aparece ningin x; con j € J. Primero veamos el caso de las matrices, la matriz By

es la submatriz de B donde estamos eliminando todos los términos b;; con ¢ € J y
j € [n] N J, en otras palabras estamos eliminando los indices J de nuestra matriz. Al

mutarla, harémos lo mismo que si mutaramos B solo que no estamos considerando los
indices J. Por otro lado, la matriz B¥ va a coincidir con lo anterior, pues luego de mutar
tenemos que eliminar los indices J nuevamente.

Ahora veamos los conglomerados, tenemos ug(Xr) = (X7 \ {zx}) U {2}} v w(X) =
uk(X \ {zx}) U {z},} donde z} y =} se determinan por las relaciones de intercambio.
Tenemos:

1
! bk —b'k
T = I] =+ I =™
kN >0 by <0

Sin embargo, como se menciond, los b;; no aparecen en ningtin monomio de la derecha,
por lo que podemos escribir:

b

Tk . .
ik >0,2€] bip<0,i€l

Entonces 2, = x7 pues todos los exponentes que se toman en las productorias forman
Ty k i
arte de B;. Entonces X; simplemente toma los que tienen indices I en u(X) junto con
1
xy = x), es decir es igual que ug(X;), probando lo pedido.



Ejercicio 4.3 Prueba el Lema 4.10 usando la férmula de la mutacion de matrices y el
Lema 4.9.

Solucién. Ponemos B¢ = (bﬁj), por el Lema 4,9 tenemos que bgK > 0 si y solo si
existe 1 € I y k € K tal que b;, > 0. Ademads si tenemos que b% 7 > 0 entonces para
k € K existe j € J tal que by; > 0. En resumen:

b?:K,bIG{J > (siysolosiexisteni € I,j € Jyke K tal que b, by; >0
Por la férmula de mutacién de matrices tendriamos entonces:
(—b7, sil=KoJ=K

N b+ 0G bG , siFi, g,k i, by > 0

(ur(BY))i; =

bY caso contrario

Ahora calculemos (ug(B));;:

» 5Sii € K oj € K entonces como by, = 0 para [,p € K se tendria que ul(g)ij = b;;
para todo [ # i (o j). Asi, cuando se llegue a mutar en la direccién i (o j) el
resultado serd —b;;.

» Sii ¢ Ky j¢ Ky existe algin k € K tal que by, by; > 0. En este caso para

| # k tendriamos que (w;(B));; = bi; + buby; pues by = by, > 0y by; = b; > 0.
Luego, si mutaramos por un m # [ entonces tendriamos que:

(Uum(wi(B)))ij = (wu(B))ij + (w(B))im(w(B))m;

pues (UZ(B))zm = bzm = bzk >0 y (Ul(B))m] = bmj = bkj > (0. Asfi:

(Um(w(B)))ij = bij + bibij + bimbin,

Luego si K = {ky = k, ko, ..., k,} entonces mutamos de la siguiente forma:

(ur (uky (- - - ug, (B))))ij

Y repetiendo el proceso anterior se obtendria:

(i (i, (-, (B))ig = big + D bi, by = big + > by

p=1 keK



» Sii¢ Kyj¢ Ky existe algin k € K tal que by, by; < 0 se procede de manera
analoga al item anterior obteniendo:

(ur (i (g, (B))))ig = bij — Y _ i

keK
» Si no se cumple ningun item anterior entonces se obtiene simplemente b;;.
En resumen tenemos que:
[ —by siie KojeK

bij + > by si Tk < by, by; > 0

_ keK
(ur(B))y =
bij — Y bigbr; si Tk : by, by <0
keK
| bij caso contrario

Luego (uK(é))?J = Z(uK(E))” para cualquier j € J. Basta ir viendo caso por caso:
icl

Caso 1:

(u(B))Y, = Z(UK<§))U = Z —bi; = —bF; = (we(B))r.s

Caso 2:

(ur (B))Fy =Y (bij+ Y binbis) = b7y + b7 % 5 = (un(B)) s

el keK

Caso 3:

(UK(E))I J = Z ij Z birbr;) = b?KbKJ = (Uk(BG)) 1,J

el keK

Caso 4:

(u(B) ;=D (ux(B))y =Y by = b7, = (w(BY))1s

el i€l



Ejercicio 4.4 Consideramos el carcaj () con 5 vértices mutables:

X9 I3
NS
x1

Figura 1: Carcaj Q.

con la accién del grupo G = Zsy que actiia con una rotacion de 180° en (). Las G-érbitas
son {1}, {za, 2} v {w3, 24}

1) Verifique que @) es G-admisible y calcula la matriz plegada BS.
2) Prueba que @ es globalmente plegable con respecto a la accién de G.

Solucién. Por comodidad denotaré los vértices del quiver como sigue:
2 3
N
1
i /‘ '\4
Figura 2: Carcaj Q.

La matriz de intercambio de Q) es:

0 -1 -1 -1 -1
1 0 0 0

B@)= (1
1
1

o O OO

0O 0 0
0O 0 0
0O 0 0
1) Veamos que es G-admisible, para esto verifiquemos cada una de las condiciones:

e Como todos los vértices no hay nada que probar aqui.

e Tenemos b12 = b14 = —1, b13 = b15 = —1, b21 = b41 =1 y b31 = b51 = 1, las
demds entradas son nulas.

e Setieneque 1 ~1,2~4y 3~ 5 Ademads by; =0, byy =0y bzs = 0 por lo
que se tiene lo pedido.

e Tenemos 1 ~ 1 y para cualquier otro vértice k distinto tenemos que bypb1x =
(=1)(=1) =1 > 0 y si fuera k = 1 tendriamos 0. Tenemos también que
2 ~ 4y borbyx es o bien 0 o bien 1, lo mismo para 3 ~ 5.

Ahora, calculemos la matriz plegada. Para esto consideremos las G-6rbitas con la
numeracién: {1} :=1, {2,4} := 2y {3,5} := 3. Entonces la matriz seria:

~ 0 -1 -1
BS=(2 0 0
2 0 0



2) Denotamos J; = {1}, Jo = {2,4} y J3 = {3, 5}. Para los subconjuntos de cardina-
lidad 1y 2, todas las posibles mutaciones se muestran en la Figura 3 (cabe decir
que uy, y uy, conmutan pues las direcciones donde se mutan no estan relacionadas
por flechas):

2\% 3
2‘\ /'3 T/l J'ujl(UJZ(Q)) U(]l(UJg(Q))
1 ur(Q) 5— 4 2 —> 3
5/ \4 J"\ /’I‘
2 3 1
N N
) ; 17 (@) 5 "1
N u,(Q) Y 2 3
5/ \‘4 2 3 ‘\ll/
N\
2\ /'3 1 up(un(Q)) 5/’ Ny
1 ) 5/ \4 uJ?,(qu(Q))

ufs(Q
5'/ \4

Figura 3: Carcaj Q.
Todos los quiver’s mostrados son G-admisibles (note que en la Figura se repiten
algunos, por ejemplo uy, (Q) = uy, (v, (Q))). La primera y segunda condicién son
verificadas facilmente. Para la tercera basta notar que dos elementos de una G-
érbita no estan relacionados por una flecha (viendo la Figura esto queda claro).
Para la cuarta condicién basta notar que por ejemplo si consideramos 2,4 y cual-

quier otro vértice k no existe un camino de longitud 2 de la forma 2 — k — 4 o
4 — k — 2. Lo mismo para 3 y 5 (ver la Figura 3).

Restaria ver el caso de los subconjunto de cardinalidad 3, sin embargo los calculos
muestran algo interesante:

U, (qu (U’Jz (Q)» = Uy (qu (uJ2 (Q>>> = Uy (qu <UJ1 (Q))) =uy (ujs <Q>>
UJs (qu (qu (Q))) = Uy (qu (uJ3 (Q))) = Uy, (UJ3 (qu (Q>>> = Q
U, (qu (ufs (Q))) = Ugs (qu (qu (Q))) = Un (ufs (qu (Q))) = Uy (UJQ (Q))

U Js (uJ2 (ufs (Q))) A (qu (Q))

Entonces, con lo anterior se concluye que el quiver es G-admisible.



Ejercicio 4.6 En este ejercicio vamos a probar que cada patrén de semillas de tipo
finito es 2-finito.

1) Considera el grupo W C GLy generado por s; = (_01 (11) y Sg = (2 _01) y

muestra que es un grupo finito si y solo si ab < 3.

SeaB:(O

a
> :
) O) con ab > 4 y sean

x(0) = (z1,29), x(1) = (z3,22), x(2) = (w3,24), ...

los conglomerados en el campo F asociados al patrén de semillas definido por B. Con-
sideramos el semicampo U = {u" : r € R} donde u es una variable formal y U tiene las
operaciones:

min{r,s} r+s

u" Pu'=u y u -uf=u

2) Construye un homomorfismo de semicampos ¢ : F — U tal que el conjunto
{(zy) : t € Z} C U es infinito. Tipp: en el caso ab = 4 toma ¥(x1) = u y
Y(xs) = u®, para ab > 4 toma ¢ (z;) = u® y ¥(x5) = v para un eigenvalor A
de la matriz s1s9 en 1.

3) Muestre que un patrén de semillas de tipo finito es también 2-finito.

Solucién. Voy a suponer que o bien a o b son positivos o bien 0.

=G DGE D=6
a=( 26 )=

Como los elementos de W son sy, S, 83, 53, 5152, 525152, (5182)2, . . . tenemos que W
es finito si y solo si el orden de s;s5 es finito. Calculando:

(=1 a\ (1 O\ (ab—1 —a
2= o 1)\ —1) " b 1
Su polinomio caracterfstico resulta ser \> — X(ab — 2) + 1 = 0, asf por Caley
Hamilton tenemos que s;s9 satisface esta ecuacion.

1) Primero notemos que:

(=) Supongamos lo contrario, entonces tenemos dos casos: o bien ab > 4 o bien
ab = 4. El discriminante del polinomio caracteristico es ab(ab — 4) por lo
que si ab > 4 entonces sus raices seran reales. Como queremos que A" =
1 para algin n y estamos en los reales necesariamente A = =1, pero si
reemplazamos este valor en el polinomio llegamos a que ab = 4 contradiccion.
Ahora supongamos que ab = 4, en este caso:

10



3 —b
S§182 = c —1

o= (5 75)

(5150)F — 2k+1  —kb

T ke —2k+1

Se nota que (s189) # Id para todo k por lo que (s;s2) tiene orden infinito
algo imposible pues W es finito.

Operando:

(<) Si ab < 3 tenemos varios casos:

o Si ab = 3 entonces reemplazando en el polinomio caracteristico tenemos

que A = %*/gi, en este caso A = 1 por lo que el orden de 5,55 es 6.

o Si ab = 2 entonces reemplazando en el polinomio caracteristico tenemos
que A2 = —1, en este caso A\* = 1 por lo que el orden de 5155 es 4.

o Si ab = 1 entonces reemplazando en el polinomio caracteristico tenemos
que A = %\/‘3”, en este caso A* = 1 por lo que el orden de s;s5 es 3.

o Sia=0 =0 entonces (s152)? = Id por lo que tiene orden 1.

En cualquier caso se obtiene que (s153) tiene orden finito y asi W es finito.
2) Separemos en dos casos:

- Si ab > 4, en este caso si consideramos s; y $» como en el item anterior,
tenemos que existe algin A > 1 real tal que \* — (ab—2)A\+1 = 0. Definimos
1 de la siguiente forma:

* Enviamos las variables congeladas a 1.
*ah(zy) = ub.
* ah(zg) = u.

De la matriz B tenemos las relaciones de intercambio:

22 +1 sikes par

L—1Tk4+1 = . .
+ { xip +1 sikesimpar

Aplicando ¢ obtenemos:

[ ()@l sikespar
V(@) (Tpt1) = { ¢(gg:)a @1 sikesimpar

Por induccién probaremos que ¥(zapp1) = vy que h(xopys) = v O,

El caso k = 0 es evidente por la definicién de ), suponiendo que vale para k
tenemos:

b
U(Toprs) = M — MO A

w(l’%ﬂ)

11



D(@apss) = P(Tapr3)" @ 1 g MNTTab= N A (Aab=A=1) AR
U (Tok+2)
Como A > 1 entonces concluimos que {¢(x;)} es infinito.

- Si ab = 4 entonces el polinomio caracteristico de s;sy es (A —1)? = 0 por lo
que solo tiene una raiz A = 1. Ahora definimos ¢ como:

* Enviamos las variables congeladas a 1.

* (1) = u.

* h(zg) = ut
En este caso se cumple que 1(2or_1) = u?* 71y ¢(2opye) = ul . Nueva-
mente el caso k = 0,1 son evidente de la definicién, supongamos que vale

k+1)a

para < k:
w(:z:%)b 61 kab—(2k—1) 2k+1
Y(Tor41) S Cen)
Tor2)’ & 1 B
w<$2k+3) = w — u(k+1)ab (2k+1) _ w2k t3
w<x2k+1)
T ‘@1 . . .
U(Topya) = M — @kt3)a—(k+Da _ , (k+2)
7vZ}($2l<;-s-2)

Luego es notorio que {¢(z;)} es un conjunto infinito.

3) Supongamos que no fuera 2-finito, entonces existe alguna matriz B’ equivalente
por mutacién a B tal que |b;b%;| > 4. En este caso, primero congelemos nuestra
semillas excepto las variables z; y x;, la matriz obtenido luego de esto tiene la
forma del item anterior. Luego, mediante ¢ y mutando en las direcciones i y j (que
serfan 1y 2 en el item anterior) obtendremos infinitas variables de conglomerado,

una contradiccion.

12



Ejercicio 4.7 Para probar el Corolario 4.32, pruebe las siguientes afirmaciones:

1) En un n + 3-4gono hay n(n + 3)/2 arcos distintos.

2) Sean d y d' dos arcos distintos del n + 3-d4gono. Verifica que las variables de
conglomerado asociadas son distintas.

3) El nimero de triangulaciones del n + 3-a4gono es el nimero de Cataldn:

oL __1 (m+2
T 2\n+1

Solucién. Haré un cambio de notacion, consideraré un poligono de n lados con n > 3.
Asi en 1) lo que se pide probar es que el nimero de diagonales es n(n — 3)/2.

1) Lo probaremos por induccién sobre n, el caso n = 4 es evidente pues hay solo
dos diagonales. Supongamos que vale para poligonos de n lados y sea P, 1 el
poligono de n + 1 lados. Fijamos una numeracién (no es necesario hacerlo) y
elegimos cualquier diagonal que une dos vértices de la forma 7, j + 2. Por ejemplo,
en la Figura 4 se escogio la diagonal 1n. El poligono 12...nl tiene n lados por lo
que tiene n(n — 3)/2 diagonales.

Figura 4: Poligono P, .

Falta agregar la diagonal 1n y las n + 1 — 3 diagonales que contienen a n + 1, en
total serfan n — 1. Entonces el nimero de diagonales de P, seria:

n(n2—3)+n_1:n2—3n;—2n—2: (n—|—1)2(n—2)

2) Sean x y ' las variables de conglomerado asociadas a d y d' respectivamente. Hay
dos casos:

e Sidy d no se cruzan en el interior del poligono, en este caso existen trian-
gulacion T'que contiene a d y d'. Por lo tanto z y x’ pertenecen a un con-
glomerado, en particular son algebraicamente independientes por lo que no
pueden ser iguales, caso contrario existiria un polinomio de dos variables que
se anula en (z,z').

13



e Si dy d se cruzan en el interior, entonces existen dos triangulaciones T
y T" distintas que contienen a z y 2’ respectivamente (podemos considerar
simplemente las triangulaciones que contienen a todas las diagonales que
tienen a uno de los vértices de d y d’'). Como todo par de triangulaciones
se relaciones mediante un flip, podemos mutar e intercambiar x por z’ (o
viceversa) y asi obtener:

xx' = M, + M,

donde M; son monomios en un conglomerado extendido X que contiene a x
(o 2'). Si x = 2/, entonces tendriamos que 0 = M; + M, — 23 algo imposible
pues los elementos de X son algebraicamente independientes.

3) Los numeros de Cataldn satisfacen la relacién de recurrencia:
n
Cn—i—l = E OzCn—z
=0

Sea a, el nimero de triangulaciones de un (n + 3)-gon y numeramos los vértices
desde 1 hasta n + 3. Seleccionemos el lado n + 2,n + 3, al triangular este lado
debe formar parte de algin triangulo que tiene como tercer vértice k, algunos de
los vértices de nuestro poligono. El triangulo formado por los vértices n+2,n+ 3
y k divide al poligono en tres partes, a un lado un poligono de k + 1-lados y al
otro lado un poligono de n — k + 3 lados. Cada uno de estos poligonos tiene aj_o
y a,_j triangulaciones. El niimero total de triangulaciones que tiene al triangulo
formado por los vértices n+2,n+3 y k es a;_sa,_ y como k puede ser cualquier
vértices desde 1 hasta n + 1 concluimos que:

n+1

Qp = § Ap—20n—k
k=1

Haciendo el cambio k£ =7 = 1 tenemos que:

n
An = § A;—1Gn—i—1
i=0

De esto conluimos que a,, = ()11 como se queria.
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