LISTA DE EJERCICIOS 3
ALGEBRAS DE CONGLOMERADO

Ejercicio 5.1. La adicién auxiliar del semicampo tropical definida en (5,1) es con-
mutativa, asociativa y distributiva con respecto a la multiplicacién usual, es decir
(p® q)r = pr @ qr. En particular, Trop(yi, ..., y,) €s un semicampo.

Solucién. Antes de probar lo pedido, dados a, b, c € Z se tiene que:
a) min(min(a, b), c) = min(a, min(b, c)).
b) min(a,b) + ¢ = min(a + ¢, b+ ¢).

En efecto:

a) Lo haremos por casos:

- Si min(min(a, b), ¢) = ¢, tenemos que ¢ < min(a, b) por lo que ¢ < ay c <b.
Luego min(b,c¢) = ¢ y asi min(a, min(b,¢)) = min(a,c) = ¢ probando la
igualdad.

- Si min(min(a,b),c) = min(a,b) tenemos que b < ¢ o a < ¢ (aqui esta-
mos usando el hecho que o bien b o bien ¢ es el minimo). En el primer
caso tendriamos que min(a, min(b, ¢)) = min(a, b) probando la igualdad. En
el segundo, tendriamos también que a < b y asi a < min(b,c). Entonces
min(a, min(b, ¢)) = a = min(a, b).

b) Supongamos que min(a,b) = a, entonces a < b por lo que a + ¢ < b+ c y asi
min(a + ¢,b + ¢) = a + ¢ probando lo pedido. El otro caso se procede de manera
analoga.

Sean:

p=]lva=1]vr=]]v" € Troplus,. .. m)
i=1 i=1 =1

s Conmutativa.

n

D @ q= yzmm (asci) H mln(cz,az) =g ® D

=1 =1
= Asociativa.
min(min(a;,b;),c; min(a;,min(b;,c;
(pGM)@T—H (b — H (wmin®icil) — p @ (g r)
=1 =1
= Distributiva.

(p ® q r— H mln(al i)+ci H min(a;+ci,bi+c;) —pr @ qr
i=1



Ejercicio 5.2. Muestra que ZP es un dominio integral para cualquier P.

Sean p, q € ZP tal que pg = 0. Por la definicién de anillo de grupo, podemos encontrar
H finitamente generado (digamos por y1,...,y,) tal que p,q € ZH. Luego H = Z"
(grupo abeliano libre en n variables) y por lo tanto ZH sera el conjunto de polinomios
de Laurent en y;, que es un dominio. Asi p =00 ¢ = 0.

Ejercicio 5.3. Prueba el Lema 5.5. En particular, muestra que cada identidad en el
semicampo universal es valida en cualquier otro semicampo.

Solucién. Definimos el homomorfismo f haciendo que x; — p; y extendemos de ma-
nera adecuada para conseguir un homomorfismo. Ahora la unicidad es inmediata pues
si existiera otro, realizando la misma extension se llega a que deben ser iguales.

Para probar la existencia basta ver que esta bien definida, para esto tenemos que pro-
bar que si P;/Q1 = P,/Q2, donde Pi,Q1, P, Q> son polinomios en zi, ..., %, con co-
eficientes enteros no negativos, entonces f(P;)/f(Q1) = f(P2)/f(Q2). En efecto, de la
igualdad se tiene que P2 v P> tienen los mismo coeficientes en cada uno de los
monomios en ry,...,xT,. Por lo tanto, aplicando f tendriamos:

f(Pl)f(QQ) = f(PQ)f(Q1>

Dividimos correctamente, note que esto es posible pues P es un grupo abeliano. Enton-
ces tendriamos lo pedido.

Ejercicio 5.4. Muestra que la mutaciéon de Y-semillas es una involucién.
Solucién. Consideremos (y, B) una Y-semilla y denotaremos wug(y, B) = (y',B’) y

up(y', B") = (v, B") donde v = (yi,...,4,) ey = (yy,...,y!). Por la regla de muta-
cion tenemos que:

Y = (1)~ , , EI=k
J ()BT @ 1) sig A k

Como y;, =y, ! entonces v} = yi. Ahora, si j # k dividimos en dos casos:
= Si by; > 0 entonces sgn(—by;) = —1 por lo que:
vy =iy, & 1™
Luego, como by; = —by; < 0 se sigue que sgn(—bj;) = 1 por lo que:
i =iy @) (W) @ D =gy @ 1) (Y, @ 1) =y

» S5iby; > 0 se procede de manera andloga a la anterior.

Asi obtenemos que y;’ = y; para todo j por lo que las semillas coinciden (la mutacién
de matrices es involutiva).



Ejercicio 5.6. Prueba la Proposicién 5,19, es decir prueba que para cada generador p;
de P y cada variable de conglomerado z que z es un polinomio en p;.

Solucién. Sea p algin generador de P fijo pero arbitrario. Una variable de conglomerado
z lo podemos ver como un polinomio de Laurent en p con coeficientes el conglomerado
y los p; diferentes de p (solo hemos despejado p y agrupado lo deméds). Lo que pide el
problema ver es que z es un polinomio en p, osea no tiene exponentes negativos.

Probaremos por induccién sobre d la distancia entre la semilla que contiene a z y la
semilla inicial fijada.

Si d = 0 entonces z esta en el conglomerado inicial y no hay nada que probar. Si d > 0
entonces z aparece en alguna relaciéon de intercambio:

22/ =M+ M

Las variables que aparecen en los monomios estan a una distancia menor del conglo-
merado inicial que z, por lo que por hipdtesis inductiva cada una de estas variables es
un polinomio en p. Como p solo aparece en un monomio, pues p @ p; = 1, entonces se
sigue lo pedido.

Ejercicio 5.7. Sean Py, P, P3, P, € P cuatro puntos en la linea proyectiva. Entonces,
P; = [a; : b;] en coordenadas proyectivas. Definimos:

P14 P
Y(P, Py, P, Py) =
( 1,142,143, 4) P12P34
1) Dado seis puntos Py,..., Ps € P! calcula las razones cruzadas de los puntos

{P;, Py, Ps, Ps} en términos de las razones cruzadas de los puntos {P;, P;, P>, P3}.

2) Dada una triangulacién del n-dgono T, sea Br la matriz de intercambio no ex-

tendida del carcaj @)r. Cada arco d € T es la diagonal de un cuadrilatero con
vértices i, j, k, . Definimos Yy = Y (P;, P}, Py, P). Sea Yr = (Y : d € T'). Muestra
que (Y7, Br) es un Y-patron.

3) Concluye que para saber las (Z) razones cruzadas de Py, ..., P, € P! es suficiente
calcular n — 3 de ellas.

Solucion. Veamos.
a) No entendi muy bien la pregunta, pero lo que obtuve fue por ejemplo que:
Y<P17P47P57P6) = Y<P3>P4>P5>P6)Y(P67P17P27P3)_1Y(P47P17P27P3>
Con las demas se encuentran resultados parecidos, pero no puedo simplificarlo
maés para que todo quede en funcién de los Y (P;, Py, P, Ps).

b) Nota: se debe considerar la matriz de la parte mutable del quiver Q(T"). Para ver
que es un Y-patrén solo resta ver que hacer un flip se corresponde con la regla de
mutacién vista en clase.



Consideremos Y7 = (yq,...) v Y = (yar, . ..) donde T” se obtiene de un flip en la
diagonal d € [1,n— 3] de T'. Esta diagonal se encuentra en un cuadrildtero i, j, k, {
(tal que la diagonal ik sea d).

e Calculemos Y}, cabe decir que 7" contiene las mismas diagonales salvo d’

que es la que se anade por d. Por la definicion se tiene que:

PP (PMP-k)‘l _
Y, =Y (P, P, P,P,) = e J =Y !
v =Y(B, B By B) PiP, ~ \ PuPy d

que justamente coincide con la Y-mutacion.

e Calculemos Y] para cualquier otra diagonal. Vamos a analizar la matriz
B(T), si es que bge = 0 entonces esto quiere decir que d y e no forman parte
del mismo triangulo, por lo que al realizar el flip el cuadrilatero que encierra
a e no sufre ningin cambio, asi:

Y/ =Y.

Si es que bge # 0 (supongamos que es < 0 osea —1) entonces d y e forman

parte de un mismo triangulo con d siguiendo a e en sentido horario. Por esta

razén el cuadrilatero que contiene a e como diagonal debe tener como lado

a d necesariamente, pongamos que i, j,l’, k es el cuadrildtero que contiene a

e. Luego del flip el nuevo cuadrildtero que contiene a e seria [, j,1’, k por lo

que:

Pji Pk

Y/ =Y(P;, Py, P, P) = 20k
e (]7 Uy 4k l) Pj,l/PkJ

Por otro lado:

_Y/

biily PPy (PixPi;\ PP
Y:?(l—i_}/d):}/e(].—F [ ],k> 47, l,k( k l,j) _ FRENIN _
Pjy Py,

PP Py Py \ P iP;j

que justamente coincide con la Y-mutacion. Andlogamente se realiza para el
caso en que by, = 1.

¢) Es inmediato de lo anterior, se escoge una triangulaciéon T' del poligono P, y
calculamos todas las razones cruzadas Yr como en el item anterior. Cualquier
otra razén cruzada se corresponde con una diagonal que no se encuentra en la
triangulacién, por lo que mediante el flip (que es la mutacién de Y-semillas) se
expresa en funcién de las n — 3 calculadas al principio.



Ejercicio 5.8. Prueba la Proposiciéon 5.24 usando la proposicién 5.19.

Solucién. Como el algebra tiene coeficientes principales, entonces el semicuerpo es
P = Trop(y, - - -, yn) donde podemos suponer que (yi, ..., y,) es la upla de coeficientes
inicial. Entonces, es claro que cada p; € P pues son los generadores y cada y; estd en
P (para ver esto, notar que yx @ 1 = 1). Luego por la proposicién 5.19 toda variable de
conglomerado es un polinomio de Laurent en las variables de conglomerado de cualquier
semilla, en particular de la semilla inicial x4, ..., x, y tiene coeficientes y1, ..., y,.

Ejercicio 5.9. Seat € T,, y j € [n].

1) Prueba que:

n
bt .
. o . 1,7
Y};t = YJ;t|T‘rop(y1,---7yn) | | Fi;t
i=1

donde B(T) = (b,); icin] €s la matriz de intercambio en ¢.
ij/)i,5€(n]

2) Prueba que si b} ; > 0 para todas las i € [n] entonces Y;; es un polinomio de
Laurent en los coeficientes iniciales yy, ..., y,.

Solucion. Recordemos que por el lema 5.28 tenemos que:
A B¢,
Jit = Yig "lF 1)

a) Usaremos el lema anterior y el corolario 5.26 pero para el caso de un dlgebra
con coeficientes principales y ademas poniendo x; = 1, en este caso tenemos que
Y; = y; por lo que:

~ BO:t
Yjit = Y;‘;t 0’Tr0p(y17~--7yn)
n Y
= Y = Y};tHFz‘;t Y
i=1
[gualando y despejando se obtiene lo pedido.

b) (Nota: deberia decir Yj,;) Por lo anterior, como todos los exponentes son positivos
y los F;; son polinomios se sigue que Yj.; es un polinomio de Laurent en yy, ..., yp.



