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5. Coeficientes

5.4. [F-polinomios, g-vectores y c-vectores

Ejercicio 5.10. Repiten el Ejemplo 5.32 con el algebra de conglomerado asociado al carcaj
1 — 2 — 3 de tipo A3 con coeficientes principales y verifica que también en este caso tenemos:

1. las G-matrices coinciden con las parte extendida de las matrices de intercambio exten-
didas transpuestas bajo permutacion;

2. las filas de las Gy tienen entradas o no-negativas o no-positivas.

5.5. El g-abanico

Ejercicio 5.11. Sea Q = 1 — 2 — 3 como en el Ejemplo 5.44. Calcula el g-abanico del
algebra de conglomerado definido por QP™™.

6. Variedades de conglomerado

6.1. Las variedades Ay X

Ejercicio 6.1. Sean L una latiz y L* := Homy(L,Z) su latiz dual. Con (-,-) : L x L* — Z
denotamos su emparejamiento dual y fijamos (¢,¢') € L x L* tal que (¢,¢') = 0. En el cuerpo
de fracciones del algebra del grupo C[L*] definimos el mapeo

Wyt CLY) = C(LY), 2% 2%(1+2")0 (1)
donde z% € C[L*]. Muestra que los pull-back en la Definicion 6.2 son de la forma N?@ oy

Solucion: Nota que dyvy = {diek, -} = {ex,dr-} : N — Z, pues dyvr, € M. Entonces
tenemos

* *

P = Hdpog.er)r Y 'UZ?A - Mzﬁ—dkek»vk) (2)



6.2. Mapeos de ensamble de conglomerado

Ejercicio 6.2. Sea s los datos de una semilla y definimos un mapeo p* : N — M?® cons respect

“ T
E; — (Bs - (Dc_oingDmut) ) .

a s por la matriz

BS AS
Si pg(s) = s’ muestra que la matriz B;r que representa p* con respecto a s’ se obtiene de ’Bvs
por la regla de mutacion de matrices (2.4). Tipp: Calcula las matrices del cambio de la base

de s a ug(s).

') en la prueba de la Proposicion

Ejercicio 6.3. Verifica el iltimo paso en el calcula de p* (ej

6.15.

Ejercicio 6.4. Muestra el Corolario 6.16, que dice: si p* : N — M° un isomorfismo de latices
entonces p* : A — X es un isomorfismo de esquemas.

6.2.1. Ejercicios
+1 +1

Ejercicio 6.5. Definimos la tropicalizacion de un polinomio f € Zxglzi ..., 2,4, con
=2 mezn cmt™ como
frep .zt 7 avs méax{{a,m) : ¢, # 0}
De manera similar una funcioén racional libre de substracciones £ con f, g € Z [z Pl
g 19 € L20l21 s Znm

se tropicaliza a
fTrop _ gTrop . Zn—i—m N Z, a— fTrop(a) _ gTrop(a)‘

Para un mapeo ¢ : (C*)"*™ — (C*)"*™ definido por a = (a1, .. ., an+m) — (¢1(a), ..., dpim(a))
definimos la tropicalizacion ¢T™°P : Z"+™ — 7™ como

Tr Tr
b= ( 1 Op(p)u e 7¢n+07%(p)) .
1. Calcula la tropicalizacion de pug,4 : Tno —=» Ty,
2. Calcula la tropicalizacion de pg.x @ Thr, --+ Tar,, -

3. Sea p : Tyo — Ty un mapeo de ensamble de conglomerado. Para s’ los datos de la
semilla obtenida de s por mutacién en la direcciéon k muestra que el diagrama conmute:

Trop

N§L>Ms (3)

Trop Trop
Hrg; A J J“k;x

NS — M,
S pTYop

Solucién:



1. Para calcular la tropicalizacion fijamos primero las coordenadas {z; := 2/ : ¢; € s} para
Two y {a} := 2% : e/ € s’} para Tio . Por la Proposicion 3.14 tenemos

A s Tg == Ty,

1 b; —b;
(xla"'vwn-i-m) — (‘Tl)"‘7$k <Hx£ k]+ +H$£ k]+> 7...,wn+m>

i€l el

Segtin la definicion de la tropicalizacion entonces obtenemos u?jp : Ny — N¢ definido
por

pr <<f1ap>a v 7méX { <Z[bzk]+fz - fkap> ) <Z[bzk]+fl - fk7p>} Yy <fn+m7p>> :
iel icl
Note que D ;o7 binfi = p*(ex) vy el maximo depende del signo de (p*(e),p). Es decir,
Trop . . . .

My 4 €S un mapeo lineal por pedazos con dos regiones de linealidad separado por el
hiperplano Hp«(,) = {p € N° : (p*(ex),p) = 0}. Recuerda que {d;e; : i € I'} es la base
de N¢ dual a la base {f; : i € I} de Mg (y similar para Ng,). Entonces para p € Ng de
forma p = >, ; pi(die;) tenemos

0P () > i Di(di€}) + (Xieqlbinl4pi — pr) dwef,  p € Hy,
A iz Pildie’s) + (e[~ binl+pi — i) diel, p € Hy

donde HJ := {p € N°: (¢,p) > 0} y H; := {p € N°: (¢,p) < 0} para ¢ € M°. En

particular, los dos mapeos lineales que definen #E;p son

10 - 0 U 0
M+ = | ° —1 + [bik]+ b + kl+ en H,
k;_A : . n—+m, p*(ek)
-0 : :
0 - 01 o - 0
10 -« 0 0 - 0
M, = o [bE] [bg ] H_.
kAT - . + 1k]+ n+m,k|+ en P*(e)
0 : E
0 .. 01 0 0

donde la entrada —1 en la diagonal estd en la posicion k y la tnica fila no cero en las
segundas matrices es la fila k.

2. Sean {y; = 2% : ¢; € s} y {y, = 2% : €, € &'} las coordenadas de los toros Thy, y T,
Por la Proposicién 7?7 sabemos que

prx s T, -—+ T,

sgn(—bk1)> —bk1

—b ndm _bk,n+m
(y17 cee 7yn+m) = <y1 (1 —+ yk: sgn( k,n+ )) >

7"'7yk_17"'7yn+m(1+yk

Para j # k tenemos dos casos:

—by,; yijkj b >
b (T 1) = G M0 4)
yi(L+ye) ™ by <0



Nota que para cada ¢ € My y cada ¢ € Z>o tenemos

(1 + yk)c)Tmp (q) = méx{0, c{ex, q) } = {C% 7€ gff—; _

Trop

Por lo tanto la troplcahzamon fpax @ Ms — Mg es definido por pgr;p(ql, e Qnam) =

(q1,--- 7Qn+m) donde qk =—qry para k#j

g = {q]‘ + bjqr — max{0, byiqr} br; >0

J méx{q;, qj — brjqr} brj <0
qj br;j > 0,q € H,
qj +brjpr br; > 0,9 € H,
¢ — brjqr brj <0,q € HJ
q; bkj <0, qc He_k

{qj + [=bijlear q € H,

[brjl+ € H,,

Sean {e} : i € I} es la base dual de M, y {€/; : i € I} es la base dual de My . Entonces,
Trop . . . .
[,y €S Un mapeo lineal por pedazos con dos regiones de linealidad separado por el

hlperplano H,, y definido para ¢ € M, con ¢ = ), ; qiej por

TrOp(q) _ {Zz;&k(Ql [ ka]Jqu‘) - lel* € Hé:
it Zi;ﬁk(ql bl +ar)e’; —aw€’y,  q € H,,
En particular, los mapeos lineales que definen u?ﬁép son
10 0 0 [~braly -0
0 . : : :
MZX = -1 + en H;;
0 01 0 [“brmgm]t 0
1 0 - 0 0 [bk1]+ -0
— 0" : : : B
M.y = -1 + en H,,
0 : .
0 01 0 [brpnsmls =+ 0

donde la entrada —1 en la diagonal esta en la posicién k y la tnica columna no cero en
la segunda matriz es la columna k.

. Seap*: N — M?® un mapeo de ensamble de conglomerado dado con respecto a los datos
de una semilla s por la matriz B como en el Ejercicio Entonces, con respecto a los
coordenadas definidos por s = (e; : i € I) tenemos

p:Ine — Ty, z+ (zp*(el) zp*(en+m))_

P

Por lo tanto la tropicalizacién p™°P : N¢ — M, satisface

p = ((P*(er),p), -+ (P (€ntm), P))-



Es decir, pT™P con respecto a los bases {d;e; : i € I} de Ny {ef :i € I} de M es

i
—~T
definido por la matriz transpuesta By . Entonces,
PP (p) =Y (P (e), p)e;
el
En particular, pT™P (H;i (ek-)) = H, 5‘2 por lo tanto podemos verificar la comuntativadad
del diagrama en los dos casos:

T —~T
B B
+ s + — S —
Hpe o) = He, Voo Hpe) T e,
+ + — -
NSO/T)MSI NSO/ T>Ms/
BT BT

s E]

Nota que las matrices Mf a4y Mf y son justo las matrices de (2.7) que determinan la
-1 _
mutacion de matrices. Ademas, satisfacen Mi/\ = <M,i4> y Mi)( = (Mf’){) . En
. . 5T L .

particular, la matriz By segun el Ejercicios satisface

—~ T —~T

+ +
By = MpyBs M 4.
Ejercicio 6.6. Definimos el dual de Langlands TV de los datos fijos I':

= NV := N° con sublatiz saturada D - N =: (NV)° donde D := mmc(dy,...,dyim) es el
minimo miltiple comiin;

= la forma bilineal casi-simétrica es {-,-}V : NV x NV — Q, donde {,-}V := D71{. - };
» [Vi=Ty IV = Inut;
= para cada i € IV definimos d} := d; ' D;

= las latices duales son MY = M°y (MV)° = D' M.

Nota que en el caso casi-simétrico donde d; = 1 en I" tenemos I'Y = I". Dado los datos de una
semilla s = (e; : i € I) para I’ definimos los datos de una semilla dual para 'V

sV = (ef vi€l), e =de;

1. ;Cuales son las bases de NV, (NV)°, M"Y y (MY)° obtenidos de los datos s¥?

2. Sea € = (€j)iclnu,jel 1@ matriz asociada a los datos I' y s. Muestra que la matriz
VARERRY Vol [V VoV coine : - -
€' = (€})iery,, jerv donde ¢ := {e},d/e/}" coincide (bajo un signo) con la matriz

que determina p5 para I' con respecto a s.

3. Dado un mapeo de ensamble de conglomerado p* : N — M? para I definido con respecto
a los datos de una semilla s por la matriz B. ;Cuél sea una matriz asociada Bgv que
determina un mapeo de ensamble de conglomerado para I'V?




Las variedades de conglomerado asociado a los datos fijos T'V son

AFV = UT(N\/)O y va = UTMV.

5. Muestra que los g-vectores asociados a las datos fijos I' satisfacen la mutacién obteni-
da de la tropicalizacion de pg,x., @ Thv, --» TMV,V- Tipp: Usa el Ejercicio y el
Corolario 5.40. ’

Solucién:

1. Las bases son

» {e/ =die;:i €I} para NV = N°;

» {(e])* = fi:ieI}para MY = M°;

» {d/e) = De; :i €I} para (NV)°=D- N,

» {fY =(dY)"1(e))* =D ter :ie I} para (MV)° =Dt M.

2. Tenemos

6;9- = {6;/7d;/€}/ V= Dil{diei,Dej} = —{ej,die,-} = —€5; = _bij~

Por lo tanto €%, = (=Bs ).

3. Tres de los cuatro bloques que determinan /Bz son determinadas por €. Segtn el calculo

T —_—
anterior tenemos b}-/l- = —bj;. Por lo tanto la matriz —B, =: B,v define un mapeo de

ensamble de conglomerado pV : T(nvye — Thyv con pull-back determinado por Bgv =
(p\/>* - NY = N° — Dfl M = (MV)O.

o T
4. La tropicalizacion es uk.rfélgv : MY, — MY, donde para ¢ = Y, ;v qi(e])" tenemos

T . S
Mkf;;)v (@) = icrv ql'-(egv)*. Segun el Ejercicio qQ = —ay

J _ {Qz + [=bllrar x>0
' ¢+ bll+ax @ <0
Ejercicio [.9}3 { gi + [bik]+ar a2 0
¢ + [=bir)ya qr <0

g +birar bir = 0,q1 >0

qi bir > 0,q, <0

qi bir <0,q, >0

¢ — biqr bi <0,q, <0

= ¢ + [bik)+q+ — by min{0, g1},

lo cual coincide con la formula de mutaciéon para g-vectores del Corolario 5.40.
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