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5. Coeficientes

5.4. F-polinomios, g-vectores y c-vectores

Ejercicio 5.10. Repiten el Ejemplo 5.32 con el algebra de conglomerado asociado al carcaj
1 — 2 — 3 de tipo A3 con coeficientes principales y verifica que también en este caso tenemos:

1. las G-matrices coinciden con las parte extendida de las matrices de intercambio exten-
didas transpuestas bajo permutacion;

2. las filas de las G tienen entradas o no-negativas o no-positivas.

5.5. El g-abanico

Ejercicio 5.11. Sea Q@ = 1 — 2 — 3 como en el Ejemplo 5.44. Calcula el g-abanico del
algebra de conglomerado definido por QP™™.

6. Variedades de conglomerado

6.1. Las variedades Ay X

Ejercicio 6.1. Sean L una latiz y L* := Homy(L,Z) su latiz dual. Con (-,-) : L x L* — Z
denotamos su emparejamiento dual y fijamos (¢,¢') € L x L* tal que (£, ¢') = 0. En el cuerpo
de fracciones del algebra del grupo C[L*] definimos el mapeo

Wt CLY) = C(LY), 2% 2%(1+2")0 (1)

*

donde z* € C[L*]. Muestra que los pull-back en la Definicion 6.2 son de la forma H{om-

6.2. Mapeos de ensamble de conglomerado
Ejercicio 6.2. Sea s los datos de una semilla y definimos un mapeo p* : N — M?® cons respect
a s por la matriz
. T
B (Bs ~ (DecheBs Dt ) )
s = N .

BS AS

Si pr(s) = s’ muestra que la matriz By que representa p* con respecto a s’ se obtiene de By
por la regla de mutacion de matrices (2.4). Tipp: Calcula las matrices del cambio de la base

de s a ug(s).



Ejercicio 6.3. Verifica el iltimo paso en el calcula de p* (e;-) en la prueba de la Proposicion
6.15.

Ejercicio 6.4. Muestra el Corolario 6.16, que dice: si p* : N — M?° un isomorfismo de latices
entonces p* : A — X es un isomorfismo de esquemas.

6.2.1. Ejercicios

Ejercicio 6.5. Definimos la tropicalizacion de un polinomio f € Zzo[zfd,... 2l | con

» “n+m
=72 mezn cmt™ como

frep . zrtm 7 avs max{{a,m) : ¢, # 0}
De manera similar una funcién racional libre de substracciones g con f,g € Z>o

se tropicaliza a

+1 +1
Az

fT&"Op . gTrop . Zner N 27 a — mep(CL) o gTrop(a)'

Para un mapeo ¢ : (C*)"*™ — (C*)"*™ definido por a = (a1, . . ., ntm) — (#1(a), ..., dnim(a))
definimos la tropicalizacion ¢™P : Z"+™m — ZnH+™ como

Tr Tr
e (5P W) o onih )
1. Calcula la tropicalizacion de pig; 4 : Tne -+ Tio,.
2. Calcula la tropicalizacion de py.x : Thy, --» Tn, -

3. Sea p : To — Ty un mapeo de ensamble de conglomerado. Para s’ los datos de la
semilla obtenida de s por mutaciéon en la direcciéon k£ muestra que el diagrama conmute:

Trop

Ne X M, (2)

Trop Trop
Hi; A J J{”k;x

NS —— My
S pTrop s

Ejercicio 6.6. Definimos el dual de Langlands TV de los datos fijos I':

» NV := N° con sublatiz saturada D - N =: (NV)° donde D := mmc(dy,...,dpim) es el
minimo miltiple comin;

= la forma bilineal casi-simétrica es {-,-}V : NV x NV — Q, donde {,-}V := D71{. -};
w [Vi=Ty IV = Lnut;

= para cada i € IV definimos d} := d; ' D;

= las latices duales son MV = M°y (MV)° = D1 M.

Nota que en el caso casi-simétrico donde d; = 1 en I' tenemos I'V = I". Dado los datos de una
semilla s = (e; : ¢ € I) para I' definimos los datos de una semilla dual para 'V

sV i=(ef i €l), e =dpe



1. jCuales son las bases de NV, (NY)°, M"Y y (M")° obtenidos de los datos s¥?

2. Sea € = (€j)iclnu,jel 1@ matriz asociada a los datos I' y s. Muestra que la matriz
Vo (VY Vo [V IV VAV Lo : - -
€' = (€})iery,, jerv donde ¢; := {e},d/e/}" coincide (bajo un signo) con la matriz

que determina pj5 para I' con respecto a s.

3. Dado un mapeo de ensamble de conglomerado p* : N — M para I' definido con respecto
a los datos de una semilla s por la matriz Bs. jCuél sea una matriz asociada Bgv que
determina un mapeo de ensamble de conglomerado para I'V?

Las variedades de conglomerado asociado a los datos fijos I'V son

AFV = UT(N\/)O y XFV = UTM\/

5. Muestra que los g-vectores asociados a las datos fijos I' satisfacen la mutacién obteni-
da de la tropicalizacion de ppx., @ Thyv, - TMv/v' Tipp: Usa el Ejercicio y el
Corolario 5.40.
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