
CATÁLOGO DE CURVAS ALGEBRAICAS

1. Introduction

Una curva abstracta C de género g > 1 la podemos representar en el espacio
proyectivo Pg�1 usando secciones de su haz canónico K

C

. Es decir, el haz K
C

nos ayuda a representar la curva C mediante ecuaciones en Pg�1 que podemos
analizar. En este catálogo analizaremos dichas ecuaciones e interpretaremos sus
propiedades en términos geométricos de la curva. Si las curvas abstractas no son
ceros de polinomios ¿qué son?

Empecemos por generalidades del sistema lineal canónico |K
C

|. Observemos que
este sistema lineal no tiene puntos base: supongamos que p 2 C es un punto base
de |K

C

|, entonces
h0(K

C

� p) = h0(K
C

) = g.

El teorema de Riemann-Roch implica que

h0(K
C

� p) = g � 2 + h0(O
C

(p)),

de donde conlcuimos que p 2 C varia en un pincel. Este pincel tendŕıa grado 1 y
por tanto C seŕıa biracional a P1, lo cual contradice g(C) > 1.

Concluimos que el sistema lineal |K
C

| induce un morfismo �
KC : C ! |K

C

|,
definido por

p 7! [!1(p) : · · · : !g

(p)],

con !
i

formas meromorfas sobre C, i.e. una base para H0(C,⌦). La imagen del
morfismo �

KC la llamaremos curva canónica.

Notemos que �
KC es inyectivo en varios casos...

Theorem 1.1 (Max Noether). Si C es una curva suave, no hiper eĺıptica, y K
C

denota el divisor canónico de C, entonces las aplicaciones

SymnH0(C,K
C

) ! H0(C, nK
C

)

son suprayectivas para toda n > 0.

Nos aulixiaremos para calcular las sizigias del siguiente resultado.

Theorem 1.2 (Green). Si C es una curva genérica de género g, el haz canónico
K

C

satisface
k
p,2(C,KC

) ⇠= k
g�p�2,1(C,KC

)_.

La siguiente versión del teorema de Brill-Noether es burda, sin embargo es sufi-
ciente para nuestro estudio de curvas canónicas y sus proyecciones. Recordamos la
definición del número de Brill-Noether:

⇢(g, r, d) := g � (r + 1)(g � d+ r).

Theorem 1.3 (Brill-Noether).
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(1) Si ⇢(g, r, d) � 0, entonces toda curva de género g admite un morfismo no
degenerado de grado d o menos a Pr.

(2) Para una curva general esta cota es precisa; esto es, una curva general de
género g admite un morfismo no degenerado de grado d o menos a Pr si y
solo si ⇢ � 0.

Proposition 1.4 (Zariski, Caporaso - Harris). Si C es una curva general de género
g, entonces la aplicación � : C ! P2 inducida por un g2

d

general es birracional en
su imagen con nodos como únicas singularidades.

Theorem 1.5 (Petri). Sea C una curva canónica, reducida e irreducible de género
g � 4, entonces se tiene que �1,3 = 0 o �1,3 = g � 3. El valor excepcional g � 3
ocurre si y sólo si C está contenida en una superficie de grado g � 2. Más aún, si
C es no singular, esto ocurre si y sólo si existe un g13 o un g25 en C.

La siguiente tabla resume los grados y números de nodos de curvas genéricas de
género g que admiten un g2

d

. También indica si los nodos están en posición general.

Género Grado � d(d+3)
2 � 3� ⇢

1 3 0 9 1
2 4 1 11 2
3 4 0 14 0
4 5 2 14 1
5 6 5 12 2
6 6 4 15 0
7 7 8 11 1
8 8 13 5 2
9 8 12 8 0
10 9 18 0 1
11 10 25 -10 2
12 10 24 -7 0
13 11 32 -19 1
14 12 41 -33 2
15 12 40 -30 0

Tabla teorema de Brill-Noether

2. Configuración de nodos inducen números de betti en curvas
canónicas

Para géneros menores de 11, los módelos planos de curvas genéricas son curvas
planas de grado d con � nodos en posición general. Ver tabla del teorema de Brill-
Noether. La siguiente pregunta guiará nuestro estudio sobre familias de curvas:

Pregunta 2.1. ¿Cómo depende la tabla de Betti de la curva canónica C ⇢ Pg�1

de la configuación de los nodos en P2[�] del módelo plano de C?

¿Es cierto que la tabla de bettti de la curva encajada sólo depende de la posición de
los nodos? Es decir, dos curvas irreducibles con los mismos nodos tienen la misma
tabla de Betti en su encaje canónico.
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De la pregunta anterior se deriba los siguiente: ¿existe una relación entre puntos
base de divisores efectivos en P2[�] y tablas de Betti the curvas encajadas?

A manera de ejemplo, observemos que existen configuraciones especiales de puntos
� 2 P2[�] tal que

�
D

(Bl�(P2)) ⇢ |D| = PN

tiene números de Betti especiales. En este caso, las syzyǵıas de la superficie S =
�
D

(Bl�(P2)) inducirán syzyǵıas especiales de la curva canónica C ⇢ |D|. Listemos
algunos ejemplos espećıficos:

(1) g = 5, � = 5, una de estas configuraciones son 4 puntos colineales.
(2) g = 6, � = 4, una de estas configuraciones son 4 puntos colineales.
(3) Para g = 8, podemos considerar una curva plana de grado 8 con 13 nodos

cuya resolución minimal es de la forma

0 ! O(�7)�O(�5) ! O(�4)3.

Una curva canónica obtenida de esta forma tiene tabla de Betti

Curva “especial” de género 8
0 1 2 3 4 5 6
1 15 40 45 24 5 -
2 5 24 45 40 15 -
3 - - - - - 1

Contrastar la tabla de arriba con la tabla de Betti de una curva canónica
genérica de género 8:

Curva genérica de género 8
0 1 2 3 4 5 6
1 15 35 21 - - -
2 - - 21 35 15 -
3 - - - - - 1
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3. curvas canónicas de género 4 (Homegenizar con g = 6.)

Consideremos una curva C de género 4 y su clase canónica K
C

. Notemos que
|K

C

| ⇠= P3 y además
�
KC : C ! P3

es un encaje, si C no es hiper eĺıptica. Esto nos indica los generadores y sizigias
del ideal de C,

0 ! O(�5) ! O(�2)�O(�3) ! I
C

! 0.

En efecto,

Curva genérica
1 - -
- 1 -
- 1 -
- - 1

La familia de estas curvas abstractas, denotadaMgen

4 , tiene dimensión dimMgen

4 =
9. En efecto, la curva canónica genérica C ⇢ P3 es una intersección completa de
una cuádrica Q y una cúbica. Esto nos indica que C es un elemento del sistema
lineal C 2 |O

Q

(3, 3)|. Dicho sistema lineal tiene dimensión dim |O
Q

(3, 3)| = 15, por
lo tanto las ecuaciones de C dependen de 15 + 9 = 24 parámetros, pues el espacio
de cuádricas en P3 tiene dimension 9. Por lo tanto, eliminando la elección de una
base del espacio H0(C,K

C

) obtenemos que la familia de curvas abstractas de este
tipo tiene dimensión

dim Mgen

4 = 24� 15 = 9.

El párrafo anterior sugiere que la familia de curvas abstractasMgen

4 es birracional al
espacio total de un haz proyectivo. A saber, un haz con espacio base P9 y fibra P15:
el espacio base parametriza una cuádrica Q y un punto en su fibra parametriza una
cúbica que no contiene a Q. Este es en efecto el caso y se demuestra en [Maksym].

Modelo plano de una curva genérica. La tabla de Brill-Noether arriba nos
indica que la curva génerica de género 4 admite un morfismo a P2 de grado 5 i.e.,
admite un g25 . Por la fórmula de grado & género, sabemos que dicho modelo plano
es una curva C irreducible y reducida de grado 5 con dos nodos en p, q 2 P2 como
únicas singularidades.

El sistema lineal |D| = |OP2(2H � p� q)| = P3 induce un morfismo sin puntos fijos

�
D

: Bl
p,q

(P2) ! P3,

el cual contrae la linea que une los nodos l = pq. La imagen Q := �
D

(Bl
p,q

(P2)) es
una superficie cuádrica suave Q ⇢ P3 la cual contiene a la desingulaización C̃,

�
D

(C̃) ⇢ Q ⇢ P3.

Es decir, el morfismo �
D

restringido a la curva C̃ es un isomorfismo C̃ ⇠= �
D

(C̃).
Por lo tanto el ideal de la curva C̃ ⇢ P3 está definido por una cuádrica suave Q y
una cúbica que no contenga a Q.
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Figure 1. Curva de grado 5 y dos nodos.

Encontrando los g1
d

’s: El teorema de Brill-Noether predice un número finito de
g13 ’s en una curva general de C género 4. En efecto, las dos reglas de la superficie
cuádrica que contiene a C ⇢ Q ⇢ P3 son dichos g13 ’s. Dado que la cuádrica que
contiene a C

can

⇢ P3 es única, entonces el Teorema de Riemann-Roch, implica que
estos son los únicos g13 en C.

Especializando los nodos. Los nodos de la curva C soportados en p, q, pueden
colapsar en uno en el otro. Si este es el caso, el subsquema que esta colisión I0, es
no reducido de longitud 2. El sistema lineal |D|, compuesto por cónicas que pasan
por p y q, por tanto se especializa a |D0| sistema (no lineal en P2) de cónicas que
pasan por p (= q) y que tienen una linea tangente fija, denotada L. Dicha linea
tangente define un punto en el divisor excepcional l 2 E

p

y el cual es un punto base
del sistema lineal D̃0 en Bl

p

(P2).

Figure 2. Curva C0 de grado 5 y un tacnodo.

Explotando el punto l 2 E
p

, resolvemos el morfismo racional �
D̃0

inducido por D̃0.
La imagen de esta resolution

� : Bl
p,l

(P2) ! P3

es una cuádrica singular. En efecto, el morfismo � contrae una curva de autointer-
sección �2; a saber, la transformada estricta del divisor excepcional E

p

.
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Observar que cuando la superficie cuádrica que contiene a C ⇢ Q es un cono, los
dos g13 ’s colapsan el uno solo. La familia de curvas abstractas de este tipo forma
un divisor en la familia Mgen

4 .

Ejercicio: Denotemos por D0 el sistema lineal completo en Bl
p,l

(P2) inducido por
D̃0. Calcular el número de intersección D0.El

, donde E
l

es el divisor excepcional
sobre el punto l 2 E

p

.

Ejercicio: Calcular el número de intersección D0.L̃, donde L̃ es la transformada
estricta en Bl

p,l

(P2) de la linea tangente L ⇢ P2.
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Curvas de género 5

Consideremos una curva C de género 5 y su clase canónica K
C

. Notemos que
|K

C

| ⇠= P4 y por tanto el morfismo canónico es

�
KC : C ! P4.

Observemos que
H0(C, 2K

C

) = 16� 5 + 1 = 12,

y además que h0(P4,O(2)) = 15. Esto nos indica que la curva canónica �(C) está
contenida en 3 cuádricas independientes. El teorema de Enriques & Babbage nos
indica que éstas generan el ideal I

C

. Rećıprocamente, dadas 3 cuádricas inde-
pendientes, la fórmula de adjunción aplicada 3 veces, nos dice que la intersección
transversal de estas cuádricas es una curva de género 5 y grado 8.

Ejercicio: Calcular la resolución minimal del ideal de la curva C, notar que ésta es
pura:

0 ! O(�5) ! O(�3)3 ! O(�2)3 ! I
C

! 0.

¿Qué dimensión tiene el espacio de estas curvas abstractas? La curva �
KC (C) = C

está determinada por un subspacio de dimesion 3 en el espacio de quadricas en P4.
Es decir un punto en la Grasmanniana G(2, 14) la cual tiene dimensión 36. Elim-
inando la elección de una base en H0(C,⌦), obtenemos que C está determinadad
por 36� 24 = 12 parámetros.

El comentario de arriba sugiere que el espacio de estas curvas abstractas, denotado
M5, es birracional al cociente

M5
⇠= G(2, 14)ss//SL(5).

Este es en efecto el caso y se demuestra en el art́ıculo [Maksym].

Modelo plano de la curva genérica. Consideremos una séxtica plana con 5
nodos en posición general p1, . . . , p5. En este caso, el sistema lineal tiene dimensión
4, i.e., |3H � p1 � · · ·� p5| ⇠= P4, y además induce un sistema lineal completo |D̃|
y sin puntos base el la exposión Bl�(P2), i.e., obtenemos un morfismo

�
D̃

: Bl�(P2) ! P4,

donde � denota los puntos p1, . . . , p5.
Notar que la imagen de �

D̃

es una superficie S de grado 4 en P4; una superficie del
Pezzo.
Más aún, de esta descripción deducimos que la curva C 2 |O

S

(2)|. Es decir C es
la intersección transversal de tres cuádricas en P4.
Observar que las curvas de esta sub sección no admiten 3-secantes. La familia de
curvas con trisecantes es el tema de la siguiente sub sección.

Brill-Noether: las superficies del Pezzo que contienen a una curva canónica fija en
P4 forman una familia de dimensión 2. Es decir, la representación plana de la curva
abstracta C varia en una familia de dimensión 2.

Cambio de números de Betti: el divisor de Koszul. Los números de Betti
de una curva de género 5 y grado 8 podŕıan no ser los de párrafo de arriba. Esto
sucede, por ejemplo, cuando la intersección de las tres cuádricas arriba dejan de
definir una curva. En este caso, dichas cuádricas definen una superficie donde yace
la curva C. Esta superficie es reglada cúbica (cubic scroll) y la denotaremos por
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S1,2. Describamos esta superficie S1,2. Consideremos una ĺınea l y una cónica C0

ambas contenidas en P4. La supeficie S1,2 es la unión de las ĺıneas xf(x), donde
f : l �! C0 es un isomorfismo fijo. Afirmamos que esta superficie es la intersección
transversal de tres cuádricas, S1,2 = Q1 \ Q2 \ Q3. Por lo tanto, el ideal de una
curva C ⇢ S1,2 debe tener ecuaciones adicionales a las 3 cuádricas Q1, Q2, Q3.

Más aún, las curvas C ⇢ S1,2 satisfacen que las cuádricas en su ideal no generan
las cúbicas del mismo. Es decir, el morfismo multiplicación por formas lineales

I2 ⌦H0(K
C

) ! I3,

no es un isomorfismo.
Modelo plano de la curva C ⇢ S1,2: una descripción alternativa de la superficie
S1,2 es la siguiente. Consideremos el plano P2 y el sistema lineal |D| = |2H � p| de
cónicas que pasan por un punto fijo p. Notar que |D| ⇠= P4 y que además induce un
sistema lineal completo |D̃| en la explosión Bl

p

(P2). Más aún, |D̃| no tiene puntos
base y por tanto induce un morfismo

�
D̃

: Bl
p

(P2)
D̃�! P4.

La imagen de este morphism �
D̃

es una superficie cúbica reglada S1,2.
En efecto, el morfismo �

D̃

manda ĺıneas que pasan por p, denotadas por L, a las
ĺıneas que unen l y C0. Más aún, el divisor excepcional E es mandado a la directrix
de S1,2; la linea l. Ver Recuadro 1, [CL2018].
Si denotamos por F una curva qúıntica con un nodo en P2, entonces su transformada
extricta tiene clase F̃ = 5H � 2E 2 Pic(Bl

p

(P2)) y además ésta es una curva suave
de género 5. Afirmamos que �

D̃

(F̃ ) = C.
Dado que la clase del hiperplano de S1,2 es O(1) = 2H�E, deducimos que la curva
C [ L 2 |O

S1,2(3)|. Es decir, existe Z ⇢ P4 una hipersuperficie cúbica, tal que

S1,2 \ Z = C [ L.

Por lo tanto, ideal I
C

admite un morfismo

O(�2)3 �O(�3)2 ! I
C

! 0.

Un cálculo de cohomoloǵıa, nos permite afirmar que estos son todos los generadores
del ideal I

C

. Observar that el número de Brill-Noether es

⇢(5, 2, 5) = �1.

Ejercicio: Escribir la resolución minimal libre de I
C

.

Comentario: ¿Qué tipo de subvariedad forman las curvas C ⇢ S1,2 en el espacio
móduli M5?

Estimemos la dimensión de la familia T ⇢ M5 que parametriza clases de isomor-
fismo de curvas de género 5 contenidas en superficies regladas cúbicas C ⇢ S1,2.

El esquema de Hilbert de superficies S1,2 ⇢ P4, denotado por H, tiene dimensión
18. En efecto, dado que |D̃| ⇠= P4, entonces el número de opciones para escoger
secciones de O(D̃) son (4 + 1)2 = 25. Dado que dim Aut(Bl

p

(P2)) = 6, entonces
dim H = 25� 1� 6 = 18.
Por otro lado, observar que la dimension del sistema lineal dim|O

S

(F̃ )| = 17. Esto
se sigue de Riemann-Roch (¿de qué otra cosa se podŕıa seguir?)

�(S1,2,O(F̃ )) = �(O) + 1
2 (5H � 2E)(8H � 3E) = 18,
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si h1 = 0. La dimensión que deseamos estimar es por lo tanto

dim T = dimH+ dim |F̃ |� dim AutP4 = 11.

Por lo tanto estimamos que esta familia T forma un divisor en M5.

En efecto T es un divisor en M5 que parametriza clases de isomorfismo de curvas
trigonales. Esto es, dichas curvas cargan un g13 , que en este caso proviene de la
regla de S1,2:

C.(regla de S1,2) = (5H � 2E)(H � E) = 3.

Rećıprocamente,

Proposition 3.1 (Enriques, Harris). La unión de 3-secantes de una curva de
género 5 y grado 8, C ⇢ P4,

S1,2 =
[

L2|g1
3 |

L,

es una superficie cúbica S1,2.

De lo descrito en esta sección concluimos: la curva genérica de género 5 en su
encaje canónico no tiene 3-secantes. Las curvas que śı admiten 3-secantes forman
un divisor en M5. Además, los generadores de la resolución minimal diferencia
entre estos dos casos.

Observar que el modelo plano de una curva genérica se especializa al modelo plano
de una curva que tiene una 3-secante de la siguiente manera: en una séxtica con 5
nodos, éstos se especializan a una configuración donde 4 nodos son colineales. En
este caso, la superficie del Pezzo

Bl�P2 ⇢ |OP2(3L� p1 � p2 � p3 � p4 � p5)| ⇠= P4,

se especializa a una superficie cúbica reglada S1,2. En efecto, cuando 4 puntos son
colineales, el sistema lineal |3L�p1�p2�p3�p4�p5| adquiere una componente fija.
Removiendo dicha componente obtenemos el sistema lineal |OP2(2H � p)| ⇠= P4.

Ejercicio: Calcular los invariantes del haz E sobre P1 tal que S1,2 = P(E).

Ejercicio: ¿Existen curvas eĺıpticas de género 5 y grado 8 en P4 que sean ĺımites
de curvas genéricas?

Ejercicio: Calcular la clase del divisor T en Pic(M5). ¿Esta clase coincide con la
clase de del siguiente divisor

M1
5,3 = {C 2 M5 | I2(KC

)⌦H0(K
C

) 6= I3(KC

)}?

Pregunta 3.2. La superficie reglada S1,2 ⇢ P4 induce una curva de grado 3 en la
Grassmanniana G := G(1, 4). Es decir, un elemento del espacio móduli de Kont-
sevich M0,0(G, 3). Observar que la dimensión de este espacio dim M0,0(G, 3) =
6+15� 3 = 18. Por tanto, existe una aplicación biracional del esquema de Hilbert
de regladas cúbicas H al espacio móduli de Kontsevich

� : H ! M0,0(G, 3).

¿Qué tipo de aplicación es � exactamente?

Pregunta 3.3. Si C ⇢ P4 es una curva canónica de género 5, la proyección de C a
un plano general es una curva C 0 ⇢ P2 de grado 8 con 16 nodos. ¿Cuál es la familia
K5 ⇢ P2[16] que parametriza los 16 nodos de estas curvas C 0?
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Proposition 3.4. Los 16 nodos de la proyección C 0 están contenidos en una curva
de grado 4.

Comentario: La familia de configuraciones de 16 puntos contenidas en una curva
de grado 4 tiene dimensión

�4+2
2

�
� 1+ 16 = 30. Sin embargo, 16 puntos sobre una

cuártica no son, en general, los nodos de una curva plana de grado 8. La familia
de 16 puntos sobre una cuártica que śı son nodos de una curva de grado 8 tiene
dimensión 28.

El rayo extremal no trivial del cono efectivo de P2[16] está generado por el divisor
de Brill-Noether de un haz E que admite las siguientes sucesiones exactas cortas:

0 ! O(2)3 ! O(3)4 �O(4)6 ! E ! 0 (1)

0 ! E ! O(5)12 ! O(6)5 ! 0. (2)

Asimismo, un elemento general Z 2 K5 admite una resolución minimal de la forma

0 ! O(�7)2 ! O(�5)2 �O(�4) ! I
Z

! 0. (3)

Si consideramos la ecuación (3), hacemos producto tensorial con E y tomamos
cohomoloǵıa, obtenemos la siguiente sucesión exacta

0 ! H0(P2, E(�7))2 ! H0(P2, E(�5))2 �H0(P2, E(�4))

! H0(P2, E ⌦ I
Z

) ! H1(P2, E(�7))2.

De la resolución (1) sigue que

h0(P2, E(�5)) = 0, h0(P2, E(�4)) = 6.

Similarmente, de la resolución (2) sigue que

h0(P2, E(�7)) = h1(P2, E(�7)) = 0.

Concluimos que

h0(P2, E ⌦ I
Z

) = 6

y por lo tanto, K5 está contenido en el lugar base estable del divisor D
E

. En efecto,
el lugar base de la clase D

E

es... (?)

De hecho, la configuración de 16 puntos sobre una cuártica general pertenece al
lugar base estable de D

µ

:= µH � �
2 para valores µ 2 [30/7, 9/2). El elemento

general de K5 cumple la misma propiedad. Es decir, dada una configuración de
16 puntos sobre una cuártica, no podemos determinar si ésta pertenece a K5 en
términos de interpolación respecto a algún haz vectorial. Esto lo podemos interpre-
tar como sigue: la configuración general deK5 y la de C(4, 16), imponen condiciones
identicas en secciones globales de haces en P2.

Pregunta 3.5. ¿La construcción de arriba define un morfismo del esquema de
Hilbert H8,5 en el espacio móduli de curvas de género 3,

H8,5 ! M3?
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La variedad de Prym. Consideremos C ⇢ P2 la proyección genérica a un plano
de una curva canónica general de género 5. Dicha curva C es irreducible de grado
8 y tiene 16 nodos como únicas singularidades. Estos nodos �

C

, tienen la siguiente
resolución minimal

0 ! O(�7)2 ! O(�5)2 �O(�4) ! I�C ! 0,

en particular viven en una cuártica C0. Por lo tanto, existen dos curvas de grado
8 que son nodales en �

C

; a saber C y C2
0 . El espacio total del pincel generado por

estas dos cuárticas, denotado P , nos arroja una familia (¿trivial?) de curvas de
género geométrico 5 y con fibra central C2

0 .

Proposition 3.6. La superficie P es singular a lo largo de C0 y su normalización
P̃ tiene una fibra central sobre P1 una curva T de género 5 la cual es una cubierta
étale de C0,

� : T
2:1�! C0.

La aplicación étale � induce una aplicación entre las jacobianas

Jac(T ) �! Jac(C0),

cuyo kernel ker⇤(�) := Prym(T,C0) es una variedad abeliana de diemension 2; a
saber la variedad de Prym de la cubierta �.

La construcción de arriba nos arroja una aplicación entre el espacio móduli R3, el
cual es una cubierta finita de M3, y el espacio móduli de superficies abelianas,

Prym3 : R3 �! A2
⇠= M2,

definida por [T ! C0] 7! Prym(T,C0).

¿La geometŕıa de los 16 nodos de C nos dicen algo sobre la aplicaión Prym3?

Curvas canónicas contenidas en superficies K3. La intersección completa
genérica de tres cuádricas S = Q1 \ Q2 \ Q2 ⇢ P5 es una superficie K3. Un
elemento del sistema lineal |O

S

(1)| es una curva de género aritmético 5 y grado
8. Concluimos que el sistema lineal canónico de la curva C está dado por su
autointersección en la superficie S, |K

C

| = |O
S

(C)|C |.
Los diagramas de Betti de las curvas estudiadas en esta sección son:

Curva general de género 5 9! g13 ¿g12?
1 - - -
- 3 - -
- - 3 -
- - - 1

1 - - -
- 3 2 -
- 2 3 -
- - - 1
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4. Curvas de género 6

Una curva suave de género 6 puede ser una de las siguientes: hiper eĺıptica, trigonal,
bieĺıptica, una qúıntica plana, una sección cuadrática de una superficie del Pezzo S5

la cual ha sido encajada en P5 con la serie lineal anti canónica |�K
S5 |. Las curvas

generales aparecen este último caso i.e., contenidas en S5, donde esta superficie es
suave.

Consideremos una curva abstracta C de género 6 que no sea hipereĺıptica. En este
caso, la serie lineal canónica |K

C

| la realiza como una curva de grado 10 en P5

�
KC : C ! C

can

⇢ P5.

4.1. Curvas genéricas. Consideremos una curva de género 6 que no es hiper
eĺıptica, C. El sistema lineal canónico realiza la curva C como curva de grado 10,

�
KC : C ! C

can

⇢ P5.

Por el teorema de Noether, sabemos el morfismo Sym2H0(C,K
C

) ! H0(C, 2K
C

)
es suprayectivo. Por tanto el teorema de Riemann-Roch implica que el espacio de
cuádricas que contienen a la curva C

can

, es el kernel

K1,1 := ker
�
Sym2H0(C,K

C

) ! H0(C, 2K
C

)
�
,

el cual tiene dimensión k1,1 = 21� 15 = 6.

Por otro lado, el teorema de Enriques & Babbage garantiza que sólo necesitamos
cuádricas para generar el ideal de una curva genérica. Esto implica que las cuádricas
en el ideal I

Ccan , donde C
can

es genérica, generan las cúbicas en él y por tanto el
morfismo multiplicación

µ1 : (I
Ccan)2 ⌦H0(C,K

C

) ! (I
Ccan)3,

es un isomorfismo; en particular, dim (I
Ccan)3 = 36. De estas cúbicas, algunas son

syzygias entre las cuádricas; estimemos cuántas son.

Podemos calcular cuántas hiper superficies cúbicas contienen a la curva C
can

de la
siguiente sucesión exacta

0 ! I
Ccan(3) ! OP(3) ! O

Ccan(3) ! 0.

De nuevo, por el teorema de Noether y el teorema de Riemann-Roch, tenemos que
h0(I

Ccan(3)) = 56 � 30 + 6 � 1 = 31. Dado que hay 36 cúbicas en (I
C

)3, y éstas
son la imagen del morfismo multiplicación µ1, entonces existen 5 cúbicas que son
syzygias lineales de las cuádricas generadoras. Es decir, el espacio de 1-syzygias
entre las cuádricas es el kernel del morfismo multiplicación

K2,1 := ker
�
I
C

(2)⌦H0(C,K
C

) ! I
C

(3)
�
,

donde I
C

(k) denota el espacio de hiper superficies de grado k que contienen a la
curva C, el cual tiene dimension k2,1 = 5.

El espacio de 2-sizigias entre las cuádricas tiene dimensión k2,2 = 5, por el teorema
de Green. De la misma forma, el teorema de Green, y la caracteristica de Euler,
nos dice que la resolución minimal del ideal de C

can

⇢ P5 se escribe se escribe:

0 ! O(�7) ! O(�5)6 ! O(�4)5 �O(�3)5 ! O(�2)6 ! I
Ccan ! 0. (4)

La tabla de Betti de esta resolución se escribe:
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Curva genérica de género 6
0 1 2 3 4
1 6 5 - -
2 - 5 6 -
3 - - - 1

Ejercicio: Verificar la sizigia K4,3 es de grado 7. Este es el grado del último factor
de la resolución (4).

4.2. Modelo plano de curvas genéricas. Una curva C admite un modelo plano
como una séxtica con 4 nodos �. Si los puntos � están en posición general, entonces
la curva canónica C

can

está contenida en S5 una superficie del Pezzo de grado 5. En
efecto, el sistema lineal canónico de la séxtica nodal está definido por la restricción
de las curvas en |D| = |OP2(3H � �)|. Este sistema lineal, induce un encaje de la
explosión del plano en � en el espacio P5,

�
D

: Bl�P2 ! P5.

La imagen �
D

(Bl�P2) = S5, es la superficie del Pezzo de grado 5 en P5.

Observar que las familia de superficies del Pezzo de grado 5 abstractas es un punto.
Es decir, la superficie del Pezzo S5 ⇢ P5 es única, hasta por isomorfismo. En
efecto, el esquema de Hilbert de estas superficies, denotado por H

S5(P5), tiene una
componente de dimension 35. Esto se sigue de la ecuación

dim H
S5(P5) = 36� 1� dim Aut(S5),

y de la siguiente proposición.

Proposition 4.1. El grupo de automorfismos Aut(S5) de una superficie del Pezzo
de grado 5 en P5 es finito.

borrador de la prueba: Los automorfismos de S5 no inducen automorfismos triviales
en el sistema de ráıces A5. El grupo de autormorfismos de éste es finito. ⇤

La discusión de arriba implica que la familia de curvas abstractas que yacen en una
superficie del Pezzo S5, la denotaremos Mgen

6 , es birracional al cociente

Mgen

6
⇠= |O

S5(2)|/Aut(S5).

En particular, tiene dimensión dim Mgen

6 = 15. Ah ja! En este caso no es posible
estimar la dimensión de Mgen

6 de la misma manera que en género 5 pues C
can

no
es intersección completa.

4.3. Curvas especiales. En esta sección se calcularan las resoluciones minimales
de curvas canónicas no genéricas, llamadas curvas especiales. Tenemos de cua-
tro tipos de curvas especiales: las hiperelipticas (no tienen encaje canónico), las
trigonales, las bi-elipticas y las isomorfas a una curva plana suave de grado 5.

• Si C es bi-eliptica, es decir, existe un morfismo ⇡ : C ! E con E curva
eliptica, entonces, cualquier g26 se corresponde con � � ⇡ con � un g12 en E.
El modelo plano de C es una cubica doble. En este caso, por el teorema de
Petri (1.5) se tiene que el ideal de su encaje canónico I

Ccan , está generado
unicamente por cuadŕıcas y las cuentas realizadas en el caso genérico se
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replican en este caso, por lo que su tabla de Betti queda igual que en el
caso genérico.

Curva bi-elipticca
1 - - - -
- 6 5 - -
- - 5 6 -
- - - - 1

Los últimos dos casos, son casos excepcionales del teorema de Petri (1.5) y se
caracterizan por ser curvas que yacen en una superficie reglada de grado 4 en P5.

• Si C es isomorfa a una quintica plana, esta es la especialización de una
séxtica con 4 nodos, donde los 4 nodos son colineales. En este caso, la
curva C

can

está contenida en la superficie de Veronese de P5.
• Si C es una curva trigonal, entonces cualquier g26 es ya sea un morfismo
3-1 a una cónica suave o la curva C es birracional a una séxtica con 4
nodos, donde 3 de ellos han colapsado. En este último caso, C

can

⇢ Q está
contenida en Q = P1⇥P1 y ah́ı es de bigrado (3, 4). Dicha superficie Q está
encajada en P5 con el sistema lineal |O

Q

(1, 2)| y por lo tanto es de grado
4. En efecto, supongamos que C es una séxtica con un punto triple y un
nodo en p, q 2 P2 respectivamente. En este caso la serie lineal canónica de
la normalización K

C̃

es inducida por el sistema lineal

|D| := |OP2(3l � 2p� q)|.

Notar que la dimensión dim|D| = 5. Este sistema lineal induce una con-
tracción divisorial

�
D

: Bl
p,q

P2 ! P5

de grado D2 = 9 � 4 � 1 = 4, y la cual contrae la ĺınea pq. En efecto,
la transformada extricta de dicha ĺınea tiene clase L := l � E

p

� E
q

y el
grado de su imagen bajo �

D

es gr
D

(�
D

(L)) = 3� 2� 1 = 0. Por lo tanto,
afirmamos que la image �

D

(Bl
p,q

P2) ⇠= P1 ⇥ P1, donde la imagen de los
divisores excepcionales E

p

y E
q

son cada uno elementos de reglas distintas
de P1 ⇥ P1. Observar que los grados de sus imagenes no son los mismos:

gr
D

(�
D

(E
p

)) = 2; gr
D

(�
D

(E
q

)) = 1.

Cuando los 4 puntos colapsan aparece F2. Observar que no hay séxticas
con puntos de multiplicidad � 4 y género geométrico 6. Sin embargo F2

śı contien curvas de grado 10 y género 6, éstas deben ser todas ĺımites de
curvas en F0 [demostrar].

En ambos casos, su ideal está generado únicamente por g � 3 = 3 cubicas y 6
cuádricas, de donde concluimos que I

Ccan tiene 36 + 3 = 39 cúbicas por lo que
tenemos 39�31 = 8 syzygias lineales de las cuádricas generadoras, es decir, en este
caso tenemos que k1,2 = 8 y por el teorema de Green (1.2) se tiene que k6�2�2,1 =
k2,2 = 8. Por otro lado, sabemos que las resoluciones de curvas canónicas son
autoduales, por lo que su tabla de Betti queda de la siguiente manera:
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Curva trigonal o isomorfa a una quintica plana
1 - - - -
- 6 8 3 -
- 3 8 6 -
- - - - 1

Una observación importante es que en los casos cuando C es trigonal o una
quintica suave, se tiene que está contenida en una superficie de grado 4 cuya tabla
de Betti es la siguiente:

Superficie de Veronese o Superficie Reglada de tipo (1,2)
1 - - -
- 6 8 3

La tabla de arriba implica que las superficies F0, F2 y la superficie de Veronense
tienen todas el mismo polinomio de Hilbert (p(n) = 2n2+3n+1). Es decir, habitan
el mismo esquema de Hilbert, denotemos este esquema por Hilb

p

. El siguiente
Teorema nos describe todos los posibles elementos de Hilb

p

, una prueba de este
puede consultarse en la sección 4.3 de [GH].

Theorem 4.2. Sea X ✓ Pm+1 una superficie proyectiva, irreducible y no degen-
erada, entonces grad(X) � m � 2 y si grad(X) = m, X = X

m

es una de las
siguientes superficies:

• X
m

es una superficie de Hirzebruch F
k

, con 0  k < m, k ⌘ m mod 2. El
encaje de F

k

en Pm+1 está dado por el sistema lineal completo |E
k

+ pL|,
con E

k

la sección excepcional de F
k

con autointersección E2
k

= �k; L la

fibra de la estructura reglada de F
k

y p = m+k

2 (si k = 0 entonces E
o

y L

son las fibras de las proyecciones de F0
⇠= P1 ⇥ P1).

• X
m

es un cono sobre una curva racional S
m

✓ Pm ✓ Pm+1 de grado m
y es la imagen de F

m

en Pm+1 del morfismo dado por el sistema lineal
|E

m

+mL|.
• Si m = 4, X4 es el plano proyectivo P2 encajado en P5 con el encaje de
Veronese.

Proposition 4.3. El esquema de Hilbert Hilb
p

tiene dos componentes irreducibles
de dimensión 27 y 29 genéricamente suaves que se intersectan a lo largo de la
subvariedad que parametriza conos sobre curvas racionales.

Proof. Por el Teorema 4.2, tenemos 4 tipos de superficies de grado 4 en P5 con
polinomio de Hilbert p. Denotemos por H0 y H2 a los subesquemas de Hilb

p

cuyos puntos correspondan a las superficies F0 y F2 respectivamente, sea H
v

el
subesquema cuyos puntos sean las superficies de Veronese y H

c

el subesquema
de conos sobre curvas racionales. Analicemos la dimensión de cada una de estas
familias:

• Los puntos de H0 parametrizan los morfismos g : F0 ! P5 tales que
g⇤OP5(1) ⇠= O

X

(E0 + 2L). Esto implica que todos los elementos X 2 H0

son proyectivamente equivalentes en P5, por lo que H0 es isomorfo al co-
ciente PGL(6,C)/Aut(X). Notemos que el grupo de automorfismos de X
es isomorfo a PGL(2,C)⇥PGL(2,C). Por lo tanto dimH0 = 35� 6 = 29.

• Los puntos de H2 parametrizan los morfismos h : F2 ! P5 tales que
h⇤OP5(1) ⇠= O

X

(E2+3L) y como en el caso anterior, los elementos X 2 H2
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son proyectivamente equivalentes en P5, por lo que H2 es isomorfo al
cociente PGL(6,C)/Aut(X). La descripción de Aut(X) puede verse en
[DI2009, Teorema 4.10] de donde tenemos que dimH2 = 35� 7 = 28.

• Por otro lado las superficies en H
v

tambien son proyectivamente equiva-
lentes, de donde H

v

es una suvariedad irreducible de dimension dimH
v

=
dim(Aut(P5))� dim(Aut(P2)) = 35� 8 = 27.

• Para contar la dimensión de esta familia, nos fijamos en su estructura de
cono racional, para obtener un elemento de esta familia, se debe fijar una
curva racional en P4 y un punto en P5, por lo que la dimensión de esta
familia es 24� 3 + 5 = 26.

En Macaulay2 se construyo una superficie S = F0 y la superficie T = F2 se obtuvo
a partir de una degeneración de S, lo que prueba que T esta en la frontera de H0, y
como cualquier elemento de H2 es equivalente a T mediante automorfismos de P5,
se tiene que H2 está contenido en la frontera de H0.

Falta ver que H
c

está contenida en H0 y H
v

Por último, para verificar que son genericamente suaves, basta verificarlo para
un ejemplo en particular y para esto nos apoyamos nuevamente en Macaulay2 que
nos demuestra que los subesquemas H0, H2 y H

v

son genéricamente suaves. Y por
todo lo anterior Hilb

p

tiene unicamente dos componentes irreducibles, H0 y H
v

.
⇤

Proposition 4.4.

a. La componente H0 tiene un divisor D2 que parametriza las superficies F2

y el punto genérico de éste es suave.
b. La componente H

v

tiene un divisor D
c

que parametriza las superficies que
son conos sobre curvas racionales de grado 4 en P4.

Proof. El divisor D2 es el subesquema H2 de la proposición anterior, que como se
vio en la prueba está en la frontera de H0 y tiene codimensión uno. De igual manera
el divisor D

c

es la familia H
c

que esta contenida en H
v

y tiene codimensión 1. ⇤

Comentario: Consideremos el siguiente sistema lineal de cuárticas con un punto
triple en p 2 P2 y que pasan por q1, q2, q3,

D := |OP2(4l � 3p� q1 � q2 � q3)|.
La imagen de la aplicación racional

�
D

: P2 ! P5 ⇠= |D|
es la superficie de Hirzebruch F2 ó bien F0

⇠= P1 ⇥ P1, dependiendo de si q1, q2, q3
son colineales o no. En efecto, el sistema lineal en ambos casos es |h+ kf |, donde
k = 1, 2. Observar que estas dos superficies se pueden distinguir calculando la
dimensón de las secciones globales de su haz tangente: 7 en el primer caso, 6 en el
segundo.

Ejercicio: ¿Qué configuraciones de 9 puntos inducen curvas trigonales birracionales
a curvas de grado 7?

Ejercicio: La variedad 2-secante de una cúbica alabeada C ⇢ P3 es una superficie
de Veronese Sec2(C) ⇢ P5. Si la curva C se especializa a una cúbica plana con
un punto encajado C0, ¿cuál es la correspondiente especialización de la variedad
2-secante Sec2(C0)?
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Solución: Primero mostremos la primera afirmación. Es decir, que Sec2(C) ⇢ P5

es una superficie de Veronese. Para ver esto fijemos primero el modelo de C dado
por la imagen del morfismo

P1 ! P3

[u : v] 7! [u3 : u2v : uv2 : v3].

Notemos que C ⇠= P1 y que el morfismo

P1(2) ! P2

{[u0 : v0], [u1 : v1]} 7! [u0v1 + u1v0 : u0u1 : v0v1]}

es un isomorfismo. Ahora bien, la pareja {[u0 : v0], [u1 : v1]} 2 P1(2) determina una
recta en P3 cuyas coordenadas de Plücker están dadas por los menores de la matriz

✓
u3
0 u2

0v0 u0v
2
0 v30

u3
1 u2

1v1 u1v
2
1 v31

◆
.

Si definimos A := u0v1�u1v0 se verifica que la composición P2 ! P1(2) ! C1(2) !
Sec2(C) está dada por

P2 ! Sec2(C)

[x : y : z] 7! [Ay2 : Axy : Ayz : A(x2 � yz) : Axz : Az2].

4.4. Especializando los nodos: divisor de Petri. La familia de curvas abstrac-
tas tal que C

can

⇢ S5 ⇢ P5, donde S5 tiene un único punto doble, forman un divisor
en Mgen

6 .

Voy aqúı.===========

Divisores especiales: El teorema de Brill-Noether predice un número finito de
g14 ’s en una curva general de C género 6. A continuación los describimos.

Proposition 4.5. Una curva genérica de género 6 admite exáctamente cinco g14.

Proof. Si consideramos una curva general de género 6 como la normalización de
una curva plana de grado 6 con 4 nodos, entonces los cinco g14 ’s son: cuatro de ellos
provienen del pincel de rectas con base en uno de los cuatro nodos y un quinto del
pincel de cónicas que contienen a los cuatro nodos.

Mostremos que estos son todos los g14 ’s que admite la curva C. Denotemos por
D un g41 en C. Entonces, aplicando el teorema de Riemann-Roch obtenemos

h0(D)� h0(K
C

�D) = 4� 6 + 1.

Dado que el sistema lineal |K
C

�D| = |3H���D| es generado por cúbicas planas
que contienen los nodos � y los puntos en |D|, deducimos que los puntos en �+D
fallan en imponer condiciones independientes en cúbicas |OP2(3)|. Por lo tanto, los
8 puntos �+D tienen dos opciones: 5 puntos son colineales ó los 8 están contenidos
en una cónica. Esto concluye la proposición. ⇤
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4.5. Ĺıneas en la superficie del Pezzo S5. La superficie del Pezzo de grado 5
suave, S5 ⇢ P5 contiene 10 ĺıneas. En efecto, sabemos que S5

⇠= Bl�P2, donde � =
{p1, p2, p3, p4} denota 4 puntos en posición general. Entonces una ĺınea contenida
en S5 una de las siguientes curvas:

(1) un divisor excepcional E
i

,
(2) la transformada estricta de una ĺınea en P2 que contiene dos puntos de �.

Listemos todas estas últimas

L1,2, L1,3, L1,4, L2,3, L2,4, L3,4,

donde L1,2 denota la transformada estricta de la ĺınea que pasa por p1, p2.

Las ĺıneas en la superficie S5 se intersectan entre ellas. Por ejemplo, las incidencias
para la ĺınea L1,4 ⇢ S5 son las siguientes:

L14 \ L12=;
L14 \ L13=;
L14 \ L42=;
L14 \ L43=;
L14 \ E3=;
L14 \ E2=;

L14 \ L23 6= ;
L14 \ E1 6= ;
L14 \ E4 6= ;

Resumimos el analisis de las incidencias entre las 10 ĺıneas de la superficie S5 en la
gráfica (4.5): los vértices representan ĺıneas y se dibuja una arista entre dos vértices
si las ĺıneas que éstos representan se intersectan. OJO: la etiqueta de la gráfica es
errónea

Proposition 4.6. Dada una superficie del Pezzo S5 ⇢ P5 suave, existen 5 contrac-
ciones divisoriales distintas

f : S5 ! P2,

donde el divisor que se contrae exc(f) es la unión de 4 ĺıneas.

Proof. Demostración por dibujo:
⇤

Corollary 4.7. Las 5 contracciones de la Proposición (4.6) inducen todos los g26’s
de la curva canónica

C
can

⇢ S5 ⇢ P5.

Más aún, cada g26 es dual a un g14.

Proof. Las contracciones f : S5 ! P2 son morfismos biracionales y esto implica
que la restrcción a C

can

es birracional. El sistema lineal g26 es inducido por la
intersección de la imagen f(C

can

) ⇢ P2 con una ĺınea l ⇢ P2. En efecto, el grado
de del divisor D := f⇤

|Ccan
(l). La Proposición 4.6 indica1 que la clase de la curva

canónica se escribe como

C
can

= 6f⇤(l)� 2Exc(f) 2 Pic(S5).

Por lo tanto, el divisor D = f⇤
|Ccan

(l) tiene grado 6. Mostremos que dicho divisor

induce un sistema lineal completo; es decir un g62 .

1Elegimos la base Pic(S5) = hf⇤(l), exc(f)i. El grado y el género de Ccan determinan su clase
en esta base.
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Figure 3. Incidencias entre las ĺıneas de S5 y colores para 4 ĺıneas disjuntas.

Aplicando Riemann-Roch tenemos que

h0(D) = 1 + h0(K
C

�D).

Deducimos que D induce un g62 si y solo si K
C

�D induce un g41 . Sabemos por la
Proposición 4.5, que este último divisor K

C

�D en efecto induce un g14 y más aún
que existen cinco de ellos. Concluimos que existen cinco g26 ’s y que las contracciones
de S5 los exhiben. Esto finaliza la demostración. ⇤

¿Podemos “ver” las k-secantes de C
can

en la gráfica de las ĺıneas de S5?

Pregunta 4.8. Notar que la unión de las 10 ĺıneas de la superficie S5 es una curva
C0 de grado 10 y género 6, [cálculo]

C0 = [L
ij

[ E
i

.

Esta curva C0 es ĺımite de curvas suaves en la componente principal del esquema
de Hilbert H10t�5(P5) y exhibe la solución, en este caso, al problema de Zeuthen;
ver [H2]. Es decir, podemos escribir la especialización de una curva suave de grado
10 y género 6 a una unión de 10 ĺıneas (con las incidencias correctas) simplemente
variando los coeficientes de una hiper superficie cuádrica.
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¿Es el problema de Zeuthen soluble para todas las curvas canónicas?

Ejercicio: ¿Es el problema de Zeuthen soluble para las curvas suaves de género 6
especiales? NO (!?)

Pregunta 4.9. Dado el ideal de la superficie del Pezzo S5 ⇢ P5 ¿es posible escribir
los coeficientes de una cuádrica Q0 tal que S5 \ Q0 = C0? ¿Cuál es el grupo de
Galois de este problema?

Comentario: La siguiente ecuación fue encontrada por Humbert [Humbert]

9z2(z2 � x2)(z2 � y2) + (y2 + 3z2 � 4x2)(y + 2x)2(y2 � x2) = 0.

4.6. Modelo de Mukai en género 6. Denotemos por G(1, 4) a la Grassmanniana
de ĺıneas en P4. La dimensión dim G(1, 4) = 6, y su encaje de Plücker la realiza
como una variedad de grado 5,

G(1, 4) ! P9

donde su ideal lo generan las cuádricas de Plücker. Dichas cuádricas son las rela-
ciones que guardan los menores 2⇥2 de una matriz 2⇥5. No es dif́ıcil mostrar que
la intersección transversal suave de G(1, 4) con un espacio lineal P5 tiene dimension
2 y es isomorfa a una superficie del Pezzo de grado 5

S5 ⇢ P5.

Es decir, las cuádricas de Plücker restringidas a un sub espacio lineal P5 ⇢ P9,
coinciden con el ideal de S5. Se sigue que una sección cuádrica X ⇢ P10 en S5 ⇢ P5

es una curva canónica de grado 10 y género 6. En este caso, C es la intersección de
cuádricas, por lo tanto no es trigonal, ni plana.

¿Qué curvas de género 6 se obtienen con la construcción del párrafo de arriba? La
respuesta a esta pregunta es parte del contenido del siguiente teorema.

Theorem 4.10 (Mukai). Consideremos C una curva de género 6 que no es trigonal
ni plana. Entonces

(1) Si E vaŕıa entre todos los haces estables de rando 2 sobre C con determi-
nante canónico, el máximo h0(E) es igual a 5. Además, dicho haz maximal
E

max

con h0(E
max

) = 5 es único hasta por isomorfismo y generado por sus
secciónes.

(2) Existe una biyección entre el conjunto de g14’s y la intersección

H
�

\G(2, H0(E
max

))

.
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5. Curvas de género 7

5.1. Especializando los nodos: 5 nodos colineales. El modelo plano de género
7 genérica es una curva de grado 7 con 8 nodos. En el caso donde 5 nodos son
colineales, la curva nodal es reducible: una linea y una curva de grado 6 con tres
nodos. por tanto, analizaremos en esta subsección curvas de grado 6 con tres nodos.

Nos interesa investigar la geometŕıa del encaje canónico de C,

C
can

:= �
KC (C) ⇢ P6,

donde esta curva es birracional a una séxtica con tres nodos. En particular, nos
interesa estudiar la relación entre la geometŕıa de C

can

y la de los nodos �. Si
los 3 nodos son genéricos o colineales, la tabla de Betti del ideal de �

KC (C) es la
siguiente

Curva con un g26
1 - - - - -
- 10 16 9 - -
- - 9 16 10 -
- - - - - 1

Observar que la imagen de la explosión � : Bl�P2 ! P7, contiene a C
can

y puede
ser suave o singular dependiendo de la posición de los nodos �. En efecto...
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6. Curvas de género 8

Consideremos una curva de género 8 que no es hiper eĺıptica, C. El sistema lineal
canónico

C ! |K
C

| = P7,

realiza la curva C como curva de grado 14. Por el teorema de Noether, sabemos
el morfismo Sym2H0(C,K

C

) ! H0(C, 2K
C

) es suprayectivo. Por tanto el teorema
de Riemann-Roch implica que el espacio de cuádricas que contienen a la curva C,
es el kernel

k1,1 := ker
�
Sym2H0(C,K

C

) ! H0(C, 2K
C

)
�
,

el cual tiene dimension dim k1,1 = 36� 28 + 8� 1 = 15.

Por otro lado, el teorema de Enriques & Babbage garantiza que sólo necesitamos
cuádricas para generar el ideal de una curva genérica. Esto implica que las cuádricas
en el ideal I

C

, deonde C es genérica, generan las cúbicas en él y por tanto el
morfismo multiplicación

(I
C

)2 ⌦H0(C,K
C

) ! (I
C

)3,

es un isomorfismo. De estas cúbicas, algunas son syzygias entre las cuádricas;
estimemos cuántas son.

Podemos calcular cuántas hiper superficies cúbicas contienen a la curva C de la
siguiente sucesión exacta

0 ! I
C

(3) ! OP(3) ! O
C

(3) ! 0.

De nuevo, por el teorema de Noether y el teorema de Riemann-Roch, tenemos que
h0(I

C

(3)) = 120 � 42 + 8 � 1 = 85. Dado que hay 120 cúbicas en (I
C

)3, y éstas
con la imagen del morfismo multiplicación µ1, entonces existen 35 cúbicas que son
syzygias lineales de las cuádricas generadoras. Es decir, el espacio de 1-syzygias es
el kernel del morfismo multiplicación

k2,1 := ker
�
I
C

(2)⌦H0(C,K
C

) ! I
C

(3)
�
,

donde I
C

(k) denota el espacio de hiper superficies de grado k que contienen a la
curva C, el cual tiene dimension k2,1 = 35.

Con estos dos números k1,1 y k2,1 y el siguiente teorema, deducimos (parcialmente)
la resolución minimal de la curva canónica genérica C

can

⇢ P7:

Curva general de género 8
1 - - - - - -
- 15 35 ? - - -
- - - ? 35 15 -
- - - - - - 1

Curvas tetragonales. Sea � una colección general de 13 puntos en el plano. El
ideal I� contiene dos ecuaciones cuárticas distintas, las cuales se intersectan en 16
puntos � [ {x0, x1, x2}. Consideremos una curva C de grado 8 con nodos en � y
que pase por x0 y x1. Las curvas de grado 4 que pasan por � inducen un pincel de
grado 6 en la normalización de C, el cual tiene a x0 y x1 por puntos base. Por lo
tanto, la normalización de C es una curva de género 8 tetragonal. El diagrama de
Betti de esta curva es el siguiente:
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Curva tetragonal de género 8
1 - - - - - -
- 15 35 25 4 - -
- - 4 25 35 15 -
- - - - - - 1

Curvas planas de grado 6 (i.e., con un g26). Consideremos ahora una curva
plana C de grado 8 con 11 nodos sobre una cónica y 2 nodos generales. El teorema
de Bézout implica que la cónica que pasa por 11 de sus nodos está contenida en
el lugar base del sistema canónico de C. Esta curva tiene diagrama de Betti como
sigue

Curva de género 8 con dos g14 ’s
1 - - - - - -
- 15 35 35 14 - -
- - 14 35 35 15 -
- - - - - - 1

Al degenerar 13 generales de una curva de grado 8 a 13 nodos con 11 en una
cónica, la curva de grado 8 se parte en 2: la cónica, y una séxtica con 2 nodos (esto,
de nuevo, por el teorema de Bézout). Por lo tanto, la curva canónica cuya tabla de
Betti es la anterior tiene por modelo plano una séxtica con 2 nodos. En particular,
esta curva cuenta con dos g14 ’s.

Curvas trigonales. Supongamos que C es una curva irreducible de grado 8 nodal
justo en el sub esquema �, cuyo ideal tiene la siguiente resolución minimal

0 ! O(�7)�O(�5)
f! O(�4)3 ! I� ! 0,

con f es general. Dichas cuárticas forman un sistema lineal en P2

|L| = |4l �
13X

i

p
i

| ⇠= P2

cuyo grado es L2 = 16� 13 = 3. Dado que este sistema lineal restringido a C es de
grado 6, esto nos indica que L induce una cubierta 3 : 1 sobre una cónica

�
L

: C
3:1��! P1 ⇢ |L|.

Denotemos como D = ��1
L

(t) al divisor de grado 3 en C tal que |D| = g13 .
Mostraremos que tres puntos p, q, r 2 |D| en la curva encajada

C ⇢ P7

generan una linea.

Justo, interpretando H0(K
C

�D) como el espacio de hiper planos en P7 que con-
tienen D, entonces el teorema de Riemann-Roch indica lo siguiente

h0(D) = d� (g � 1� h0(K �D)).

Es decir, la dimensión h0(D) = 2 es igual al grado del divisor grado(D) = 3 menos
la dimensión del espacio lineal generado por los puntos de D en P7; cuya dimensión
en este caso es 1.
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El párrafo de arriba nos permite afirmar que el g13 genera una superficie

S :=
[

L2g

1
3

L ⇢ P7

la cual es reglada, contiene a la curva C y está contenida en todas las cuádricas del
ideal de C. Esto es, el ideal de C no está generado por cuádricas. Por lo tanto, los
números de Betti de C son distintos a los números de Betti de la curva genérica.

A continuación listamos en encaje canónico de una curva de este tipo.

Curva de género 8 trigonal
1 - - - - - -
- 15 40 45 24 5 -
- 5 24 45 40 15 -
- - - - - - 1

Encontrando los g1
d

’s: El teorema de Brill-Noether predice un número finito de
g15 ’s en una curva general de C género 8. ¿Cuáles son?

Divisor de Brill-Noether: Notar que una curva C que admite una representación
como curva plana de grado 7 con 7 nodos en posición general tiene número de Brill-
Noether

⇢(C) = �1.

Esto nos da una pista (que resulta ser cierta), que dicha familia de curvas abstractas
forman el divisor en el espacio móduli M8; llamado divisor de Brill-Noether.

Por otro lado, la tabla de Betti de una de estas curvas es igual a la tabla de Betti
de una curva canónica genérica de género 8. Es decir, el encaje canónico y sus
syzygias no detectan este divisor de Brill-Noether.

Pregunta: ¿Detectan las matrices de la resolución genérica a este divisor? ¿Cómo?

Notar que una curva genérica en esta familia tiene siete g15 ’s. Deseaŕıamos afirmar
que esto implica que el número de g15 ’s en la curva genérica de género 8 es un
múltiplo de siete.
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7. Geometŕıa de los nodos de una curva plana.

La variedad de Severi V8,15 ⇢ P44 parametriza genéricamente curvas irreducibles
de grado 8 con 15 nodos. Dicha variedad es irreducible y de dimensión dimV8,15 =
29 [JOE]. La aplicación olvidadiza, que manda una curva nodal al sub esquema
suportado en sus nodos, � : V8,15 ! P2[15] es birracional en su imagen [Cesar]. Esto
implica que la cerradura de la imagen

Sev(15) := �(V8,15) ⇢ P2[15]

es un divisor en el esquema de Hilbert P2[15]; que llamaremos divisor de Severi.

Problema: Describir expĺıcitamente los sub esquemas � 2 Sev(15).

Proposition 7.1. La clase del divisor D que paremetriza los nodos de curvas de
grado 8 irreducibles (no necesariamente reducidas) en Pic(P2[15]) es la siguiente
D = 21H � 5

2B. Se sigue que la clase del divisor de Severi es

Sev(15) = 17H � 2B.

Proof. Del cálculo de la clase D = 21H� 5
2B, se sigue que D = J+Sev(15) [Cesar].

Dado que J = 4H � 1
2B, el resultado se sigue. ⇤

Se sigue de la proposición anterior que los siguientes estratos de Betti están con-
tenidos en el divisor de Severi pues están contenidos en el lugar base Sev(15)

C(1, 6) [ C(2, 10) [ C(3, 13) ⇢ B(Sev(15)).

Arriba, C(d, k) denota la familia de k puntos sobre una curva de grado d. Esto
resuelve parcialmente el problema inicial.

El problema de describir un punto genérico en Sev(15) es más sutil.

Proposition 7.2. Consideremos el haz vectorial E que satisface

0 ! O(2)5 ! O(3)9 ! E ! 0.

Entonces, la clase en Pic(P2[15]) del divisor de Brill-Noether asociado a E es

D
E

= 17H � 2B.

La proposición anterior sugiere la existencia de un haz E 2 M(ch(E)) tal que D
E

=
Sev(15) como divisores efectivos. En dado caso, un elemento genérico de Sev(15)
estaŕıa contenido en los ceros de una sección global de E. ¿Qué tan expĺıcitamente
se puede describir dicho conjunto de ceros?

8. Proyección de curvas canónicas a un plano

Al proyectar de manera general una curva canónica de género g a un plano obten-
dremos una curva plana de grado 2g � 2 con

(2g � 3)(2g � 4)

2
� g = 2(g � 1)(g � 3)

nodos simples. La siguiente proposición describe parcialmente la geometŕıa de estos
nodos.
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Proposition 8.1. Sea C ⇢ Pg�1 una curva canónica de género g � 3 y sea ⇡ :
C ! C 0 ⇢ P2 la proyección a un plano. Supongamos que C 0 tiene únicamente nodos
simples por singularidades. Entonces el conjunto � de nodos de C 0 está contenido
en una curva de grado 2g � 6.

Rećıprocamente, si � ⇢ P2 es una colección de 2(g� 1)(g� 3) puntos contenidos
en una curva de grado 2g � 6 que además son nodos de una curva C 0 de grado
2g � 2, entonces C 0 es la proyección de una curva canónica de género g.

Proof. Para probar la primera parte, consideremos una recta general H 0 ⇢ P2, la
cual intersecta a C 0 en 2g � 2 puntos distintos D0 = p01 + . . . + p02g�2, ninguno de
ellos un nodo de C 0. Estos puntos son la preimagen bajo la proyección ⇡ de 2g � 2
puntos p1, . . . , p2g�2 2 C contenidos en un hiperplano H ⇢ Pg�1 (la preimagen de
H 0). Sigue que D := p1 + . . . + p2g�2 es la clase del hiperplano en C; es decir, la
clase canónica K

C

.
El sistema canónico de C corresponde al inducido por las curvas planas de grado

2g � 5 que contienen a �. Por lo tanto, existe una curva F ⇢ P2 que contiene a �
y a D0. Por el teorema de Bézout, dado que F contiene 2g � 2 > deg(F ) puntos
colineales, se tiene que F contiene a la recta H 0 como una componente. Por lo
tanto, G := F �H 0 es una curva de grado 2g � 6 que contiene a �.

Rećıprocamente, sea � ⇢ P2 un conjunto de 2(g�1)(g�3) puntos contenidos en
una curva G de grado 2g � 6 que además son los nodos de una curva C 0 de grado
2g � 2. Si H 0 ⇢ P2 es una recta general entonces G + H 0 representa a la clase
canónica de la normalización C de C 0. Esto nos da un plano distinguido dentro del
sistema lineal |K

C

| de modo que C 0 es la proyección de C a este plano. ⇤

Ejemplo: proyectando una curva de género 8 a un plano: si la curva es
genérica, entocnes la proyección de ésta a un plano será una curva de grado 14 con
70 nodos. Denotemos dichos nodos con � y obervememos que tienen la siguiente
resolución minimal

0 ! O(�13)5 ! O(�11)5 �O(�10) ! I� ! 0.

En particular viven en una única curva de grado 10.
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