GEOMETRIA EXPLICITA DE (ALGUNAS) CURVAS,
SUPERFICIES Y SOLIDOS



INTRODUCCION: CLASIFICACION BIRRACIONAL DE VARIEDES ALGEBRAICAS

El conjunto de todas las variedades algebraicas es basto. De ahi que intentemos
organizarlas en clases de equivalencia donde todas las variedades compartan pro-
piedades bien definidas. El conjunto de dichas clases puede ser complicado, y saber
si dos variedades pertenecen a la misma clase es a menudo un reto importante. Si
consideramos la equivalencia birracional de variedades y agrupamos a las variedades
en clases de equivalencia, entonces el programa del modelo minimal desea hallar un
representante “sencillo” en cada una de dichas clases. La equivalencia birracional
serd un concepto central de este escrito y una definiciéon parcial se incluye abajo.

Definicién 0.1. Si X,Y denotan variedades algebraicas suaves, diremos que X y
Y son birracionales si existen subconjuntos abiertos U C X y V' C Y que sean
isomorfos.

Notar que dos variedades birracionales tienen la misma dimensién. Por lo tanto,
nuestro estudio sobre variedades, y las clases de equivalencia que éstas forman,
comenzaran con este invariante.

En dimensién 1, un representante sencillo de una clase de equivalencia birracional
es simplemente una curva suave. En dimensién 2, un representante sencillo es una
superficie sin curvas rigidas [Ver 7]. En dimensiones m4s altas hallar uno de es-
tos representantes es un reto importante y la investigacion que relatamos aqui se
encamina a demostrar que en efecto se puede hacer. Ver recuadro 6.

Describamos algunos detalles del parrafo anterior tratando casos separados segin
su dificultad.

Curvas. La clasificacién birracional de las curvas (variedades algebraicas de di-
mensién 1) incluye trabajo importante de Bernhard Riemann, Felix Klein y el de
una decena més de matematicos. La conclusién es: toda curva algebraica C' es bi-
rracional a una curva suave de género g menos un niumero finito de puntos. En otras
palabras, si agrupamos a las curvas algebraicas en clases de equivalencia birracional,
entonces en cada clase existe una curva suave. Ademds, esta curva suave es Unica
dentro de su clase birracional pues una equivalencia birracional entre curvas suaves
extiende a un isomorfismo.

La topologia de una curva suave estd determinada por un numero natural — el
género— y fijando éste, nos podemos preguntar por el conjunto de clases de equi-
valencia birracional (i.e., isomorfismo) de curvas suaves de género g. jEste conjunto
es una variedad algebraica! y se llama espacio moduli de curvas; se denota M.

Para géneros pequenos, como g = 1,2, 3, la variedad M, se entiende relativamente
bien, pero en general muchos aspectos de su geometria (birracional) son ain mis-
teriosos. Un caso muy especial es el de curvas racionales, g = 0; topolégicamente
equivalentes a la esfera S2. La variedad My consiste de un punto. Para géneros més
altos ver: [CATALOGO de CURVAS]



FiGURA 1. Curvas suaves de género 2 y género 3.

Superficies. Concentrémonos, de momento, en una superficie suave S e investi-
gemos su clase de equivalencia birracional. Esta clase contiene superficies suaves
no isomorfas a S e.g., la explosién de S en un punto. ;Existe en esta clase una
superficie S’ més sencilla en cierto sentido que S? ;Cémo la encontramos? En otras
palabras y citando a S. Mori: “un problema central es cémo encontrar un modelo
minimal para una superficie suave S”. En este contexto, la palabra “sencilla” quiere
decir eliminar las curvas excepcionales o rigidas [Ver ;?]. A una superficie sin curvas
excepcionales le llamaremos modelo minimal.

El paso crucial para hallar el modelo minimal de una superficie que no sea reglada,
aparece en el articulo questioni de Castelnuovo y Enriques [CEO01]. Este consiste
en eliminar las curvas excepcionales: “la possibilita di eliminare le curve eccezionali
per ogni superficie che non appartenga alla famiglia delle rigate”. Con este resul-
tado, procedemos a encontrar el modelo minimal de una superficie de la siguiente
manera. Empezamos con una superficie suave S, si existe una curva excepcional
C C S, entonces se contrae a un punto de una superficie suave S’. Esta contrac-
cién es precisamente la explosién de S’ en un punto; ver . Si S’ contiene una curva
excepcional, entonces repetimos una contraccién. De lo contrario, S’ es el modelo
minimal de S.

En cada contraccién del proceso anterior remplazamos una esfera S? por un punto.
Por lo tanto, el segundo nimero de Betti, b2(S), decrece. Como dicho nimero es
positivo para toda superficie proyectiva, entonces el proceso anterior termina en a lo
més tantos pasos como by (.S). Concluimos, que es posible encontrar una superficie
Smin sin curvas excepcionales

S—=8 == Sin.

El interés de Castelnuovo y Enriques en el questioni, no es tnicamente demos-
trar que las curvas excepcionales se pueden contraer. Los autores buscan también
clasificar superficies minimales ademaés de probar que el modelo minimal de una
superficie que no sea reglada se encuentra contrayendo un nimero finito de curvas
excepcionales. Resumimos la discusién sobre el modelo minimal en dimensién 2 en
el siguiente teorema.
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FicURA 2. Explosién del plano P? en un punto.

Teorema 0.2. Considerar S una superficie algebraica proyectiva suave. Entonces
una y solo una de las siguientes afirmaciones es cierta:
= existe una unica superficie Spin, tal que toda equivalencia birracional S —
Smin €8 un isomorfismo (modelo minimal),
= S es isomorfa al producto C x P! (superficie reglada).
. S P2,



1. PRELIMINARES

., Cémo ocurren las aplicaciones birracionales entre variedades?

Ejemplo 1: (Explosién de una variedad) Sea Z C X donde X es una variedad
proyectiva y Z es subvariedad propia de X de codimensién mayor que 1.

Consideramos Blz X la explosién de X a lo largo de Z y tenemos que

BLzX = Projx (@dZOI%)

donde Iz corresponde al ideal de Z en la variedad X y Projx es la de la F-alge-
bra finitamente generada.

Esta construccion induce el siguiente diagrama conmutativo

F — BizX
4 i
Z — X

Donde 7 corresponde a una aplicacién birracional y E es una subvariedad de
codimensién 1.

Ejemplo 2: (Series Lineales)

Sea L un haz vectorial de rango 1 tal que I'(L) # 0 y consideramos V C I'(L).
Entonces considero la siguiente aplicaciéon

ov: X —— 5 P(VY)

x+— {s € V]s(z) =0}

2. CLASE 26/Ac0sT0/2021
2.1. Divisor canénico de una variedad X. Existen dos clases de divisores,

los divisores de Weil y los divisores de Cartier.

Definicion: Un divisor de Weil es una suma formal de subvariedades de co-
dimension 1 en X.

La forma méas comun de obtener subvariedades de codimensién 1 es una subvarie-
dad definida por agregar una ecuacién no redundante a las ecuaciones que definen
aX.

Ejemplo: Consideremos S = (#® + y> + 2% + w?®) y en R = Fx,y, z,w]/S consi-
deramos el divisor de Weil

D=(z+y,z+w)CR

notemos que D corresponde a una linea en R puesto que estd dado por dos ecua-
ciones y la variedad estd contenida en S.



Definicién: Un divisor de Cartier I C R es un R-moddulo finitamente gene-
rado localmente generado de rango 1.

Ejemplo: Tomamos
I=(2,1++v-5)CZ[Vv-5]=R

este ideal no es principal pero para cada p C R ideal primo, la localizacién respecto
a p, denotada por I, es principal puesto que

si IZ€p = IL,=R,

los cuales son generados por un solo elemento de donde I es localmente libre de
rango 1.

Los divisores de Weil son divisores también divisores de Cartier, de hecho, ambos
son los mismos objetos sobre variedades suaves.

Definicién: Dado D = {(U;, f;)} un divisor de Cartier, decimos que D es efec-
tivo si f; € O, (U;) no es un divisor de cero para toda i.

Dado D = )", a;D; un divisor de Weil con D; subvariedad de codimension 1 es
efectivo si a; > 0 para todo 1.

Consideremos D un divisor de Cartier efectivo en X, defino la ”serie lineal”

P|D| = Pr(0x(D)

es decir, la aplicacién inducida por la serie lineal I'(Ox (D).

Ejemplo:

1)
P? — P(T(Op2(2)*)) = P°

x +—— V, = {Cénicas que pasan por z}
Esta es una serie lineal completa puesto que para todo punto esta definida.

2) Sea V C T'(O(2)) con
[(02)) = P{z? y* xy,x2,yz} = P*

V = { Cénicas que pasan por el puntog =[0:0: 1]}
Esto genera una serie lineal
olv P — — = P(V*)

Esta es una aplicacién racional y puesto que no esta definido para el punto ¢ = [0 :
0 : 1] decimos que es una serie incompleta.

Definicién; Definimos los puntos base de una variedad V' como
Bs(V) :={z € X|py no esta definida en }

ﬂ Var(s)

seV



Un divisor D se dice amplio si ¢, p|| es un encaje m >> 0
Un divisor D se dice muy amplio si ¢|p| es un encaje.
Y D se dice semi-amplio si ¢, p| es un morfismo, i.e., Bs(|mD|) = @.

*Observacién; En Ejemplo 1) el divisor es muy amplio y en Ejemplo 2) no es
semi-amplio.
Tomando nuevamente el diagrama de Ejemplo 2)

Entonces tenemos que f = c,b| p| €s muy amplio.

3. Crasg 31/AcosT0/2021

3.1. Divisor canédnico. El siguiente teorema sera 1til en los resultados poste-
riores:

Teorema:(Hinoraka) Sea X una variedad irreducibke sobre C. Entonces existe
una aplicacién propia birracional
f:X—X

donde X es una variedad suave.

Este teorema también es conocido como Teorema de Resolucion de Singu-
laridades, entonces nuestro objetivos ahora es clasificar variedades suave hasta
equivalencia birracional.

Sea X una variedad suave sobre F con Char(F) = 0, asi que podemos s.p.g
asumir que F = C. Puesto que toda variedad diferenciable viene dotada de un haz
tangente (el cual es un espacio vectorial) y sus fibras son el espacio tangente T, X
en p € X los cuales son espacios vectoriales de dimensiéon igual a dimX por ser una
variedad suave.

Sir = dimX entonces definimos al haz de linea canénico sobre X

wx = /\TX

Si s € T'(wx) es una seccién global, definimos al divisor candnico como
Var(s) = Kx.

Nétese que para p € X, las fibras de 7},X corresponden a
{01,...,0: }, =C"

por lo que cada 0; es un vector en C".



Por otro lado, para p € X se tiene que las fibras de (wx), e

<det IS |p> ~C

Sin embargo podria suceder que no haya secciones globales y por lo tanto lo
anterior no serfa util.

Entonces podemos hacer una construccion similar con herramientas algebraicas.

Tomamos X una variedad algebraica suave sobre C y consideramos la gavilla
de diferenciales de Kihler denotada mediante %, observemos que este espacio
es localmente libre de rango r y que, de cierto modo, es el equivalente algebraico
del espacio tangente.

Definimos nuevamente el haz de linea sobre X como wx = A" Q% y ahora para
s € T'(wx) podemos definir Var(s) = Kx como el divisor canénico de X.

Ejemplo: Consideremos al anillo de polinomios R = C[xy, ..., 2], el cual es un
anillo graduado cuya graduacién estd dada por B; = {f € R | f homogéneo, deg(f) =

.

En este anillo podemos trasladar la graduacién tomando R(l),, = Ritm ¥ €s
claro que obtenemos nuevamente una nillo graduado.
Entonces, por ejemplo, R(1)y = R; corresponde a las formas lineales de R y son de
grado cero en R(1).
De la misma forma, R(—1); = Ry estdn dadas por las constante en R aunque en
R(—1) tienen grado 1, ademds son generados por un conjunto de n + 1 elementos
{eg, ..., en }. Entonces existe un morfismo de médulos

o:R(-1)" — R

€ — I;
Este morfismo es de grado cero puesto que la imagen de la constante e; es x; = e;(Z*)
i
que es un elemento de grado cero en R.
Entonces M = Kery es un R-mdédulo finitamente generado de rango n y tenemos
la sucesion exacta

0—M— R(-1)""" —R—0

Luego, gavillificando obtenemos la sucesién exacta
0— M — Opn(—1) — Opn — 0
Enunciaremos el siguiente teorema que nos serd de utilidad:
Teorema: M = Q}, /F
Usando este resultado se tiene que
0 — Qb /JF — Opn(—1) — Opn — 0
Tomemos n = 1, se tiene que R = F[z, y], entonces

0— QL /JF — 0%(-1) — O —0
8



Esta es obtenida de gavillificar
R(-2) — R(-1) — R

Mas atn,
n

Wpn = /\ ﬁ:lfn /F
=Opn(—n—1) Gavilla deR(—n — 1)
Ademés nétese que el divisor —wpz = Opn (n+1) es muy amplio debido al encaje
de Veronese, con V = |D|, mds bien,
V=T(0n+1))={f € Flz,y] | f homogéneo, deg(f) =n+1}

Ejemplo: Tomando el ejemplo
Entonces
—Kg = Div(e,c) + Div(d,b,a) + 2Div(c, b, a)
Es claro que Div(d,b,a) y Div(c,b,a) representan una linea en P4, de donde
2Div(e, b, a) representa una cénica en P4, y por tltimo, sobre S, Div(e,c) es una
cénica en P*.

Por lo cual,
KBlp]P’2 = W*Kﬁw —F = 3H - F
es decir,
KBlp]P’Q =-3H+F

Ejemplo: Consideremos p1, ...,ps € P? seis puntos con no 3 colineales ni 5 co-
comnicos y tomamos la explosién de la curva sobre dichos seis puntos.

Denotemos S = Blpl,,,,,pﬁlP’2 a la explosién de P? sobre los P;. De donde

S:P? — P53 =P(V)
wYv

donde V corresponde | conjunto de cubicas que pasan por los puntos p;.
De aqui notamos que —Kg es muy amplio (Fano).

Ejemplo: S* C P? es suave de grado 4, entonces Kgs = 0 y si S C P2 es suave
de grado 5 entonces Kgs es un divisor muy amplio.
Ejemplo: Si C C P? es una curva suave de grado d, ;K¢ es muy amplio?

4. CLASE 2/SEPTIEMBRE/2021

Panorama del modelo minimal (suave)

En dimensién 1, una variedad corresponde a una curva suave. Es importante
recordar que cualquier curva suave irreducible es birracional a una curva suave y
que en el caso de curvas, ser birracionalmente equivalentes es igual que ser isomorfos.

Clasificacion de curvas
Denotemos g = dimI'(C,w¢)

Definicién:(Anillo Candnico de X)
9



Para una curva X suave proyectiva sobre C definimos el anillo candnico R(Kx)
como sigue

R(Kx) = @ Dwi™)
m>0

donde A®* es el producto tensorial de un espacio consigo mismo k-veces.

Para dimensiones mayores 2 existen variedades suaves proyectivas en la misma
clase de equivalencia birracional. Por ejemplo, si S es una variedad suave y p € S
entonces

Bl,S =+ S

es un morfismo birracional, i.e., S es birracional a Bl,S y ambas son variedades
suaves.

Ahora necesitamos una forma de revertir el proceso obtenido con la explosion,
es decir, una gontraccién”de la variedad con la cual contamos en principio.

Programa modelo minimal (superficies)

Supongamos que tenemos una sucesion de contracciones aplicadas a una variedad
X

X — Xg— ... — Xouin

de tal manera que la variedad X,,;, no admita contracciones.

. Qué clase de superfices pueden ser X,,;, ? Por ejemplo, X,in = P? no admite
contracciones a nigin espacio, y de igual forma tomando a X,,;, como una super-
ficie reglada (con un morfismo X,,;, — C con C una curva).

Definicién: Sea X proyectiva suave y D un divisor de Cartier. D se dice nef
(numéricamente efectivo) si para toda curva C irreducible se satisface que
DnNnC >0.

(En este caso DN C = degf*(Oz(D)) con f:C — X).

Entonces X,,;, tiene 2 opciones:
= Ser reglada, en este caso X,,i, admite un morfismo X, — C, i.e., para
todo p € X, 7~ 1(p) = PL.
= Kx_, esnef
Propiedades de Kx

min

Si X,nin es reglada, admitiendo X,,;, — C, se tiene que:

1. I'(dKx,,,,) =0parad >0

2. Proj(R(Kx,,, )) =92

3. Las fibras de 7 son isomorfas a P! (—K es amplio)
4. X,,in NO es Unica

Si Kx,,,, es nef.Entonces hacemos uso del siguiente teorema.

10



Teorema Si Kx es nef entonces es semi-amplio. i.e.,

min

Plary, |1 X —Y = Proj(R(Kx,,,,))

es un encaje.

Qué variedad es Y7 Tiene 3 opciones:

= La dimensién de Y es 2, es decir, Y es una superficie.
= La dimensién de Y es 1, en cuyo caso, Y es una curva.
= La dimensién de Y es 0, esto es, Y es un punto.

Para trabajar esto casos, vamos a etiquetarlos en una definicion.

Definicién: (Dimensién de Kodaira de X)
Definimos la dimensiéon de Kodaira de X como

k(X) = maz{dim ojax . |(Xmin)ld > 0}

Notemos primero que k(X) < dim Xpin-

Si dim | — Kx,,,,| > 0 entonces ¢4k, | no existe por lo que denotamos
k(X) = —oo (En ciertos casos, suele definirse como k(X) = —1). Esto sucede
con las superficies regladas.

(La dimensién de Kodaira k(X) un invariante birracional?

5. CLASE 7 /SEPT/2021
Casos de k(X) (X superficie algebraica suave proyectiva)
ok(X)=2
Entonces consideramos una sucesion
X — ... — Xpin — Y =ProjR(Kx,,,,)

El espacio Y, definido como arriba, tiene dimension 2, ademas recibe el nombre
de modelo canédnico y se denota X q,.
En general, X ., es singular diferencia de X,,;, que siempre es suave.

Cuando X4, es singular? Veremos que esto se tiene cuando Kx_  es amplio.

can

e Si k(X) =1 entonces tomando
X 2 Xpin Y
Con ¢ una fibracién sobre una curva. Este recibe el nombre fibraciones k-triviales
puesto que ¢~ 1(p) es una curva para cada punto p € Y y su género es 1.
e Si k(X) = 0 obtenemos una sucesién de la forma
X5 — Xpin 5 Y
donde Y es un punto. Entonces dKx, ,, es trivial para d >> 0, esto también es

una fibracién k-trivial y decimos que X es una superficie K3.

11



Definicién: Sea X una superficie suave proyectiva sobre C.

1) X se dice de tipo general si k(X) = 2 (es decir, X,,,;, es de dimensién
maxima).
2) X se dice k-trivial si dKx ~q 0 para cada d > 0.
3) X se dice Fano si —Kx es amplio.
Observacion: Estos tres tipos de superficies son los atomos de las clases de
equivalencia birracionales de superficies.

Podemos resumir el modelo minimal de superficies en el siguiene teorema.

Teorema: (Programa de modelo minimal para superficies)

Cualquier superficie proyectiva suave X es birracional a una de las siguientes:

= Superficie X,,;, de tipo general (k(X) = 2).

= X, fibracién k-trivial sobre una curva (k(X) = 1).

= Superficie k-trivisl (k(X) = 0).

= Fibracién Fano (k(X) = —o0).
Si k(X) > 0, X, es tnica (es decir, existe un inico modelo minimal), sin embargo
si k(X) = —oo entonces X,,,;, no es dnica (en este caso siempre hay una infinidad
de modelos que pueden ser tomados).

e Situacién esperada en dimensién > 3

1) Entender el andlogo de las contracciones Bl,S — S, en el caso de dimensién
2 solamente podemos explotar la variedad en puntos, sin embargo en variedades de
dimensién mayor puedo hacerlo sobre puntos, curvas, etc.
En superficies, tenemos que una sucesién de contracciones que acaba en X,
X 2L Xomin
y sabemos que si k(X) > 0 entonces Kx_ . es nef, en cambio si k(X) = —oo, existe

una fibracién Fano (Mori fiber space) X, — Z.

2)Sik es nef, consideramos

X ———=Z=ProjR(Kx

Tmin

min )

PldK x

min |
Hay dos casos:

(*) ¥1ax| es una fibracién k-trivial con 0 < k(Xpin) < dim Xg. (**) x| es birra-

cional, i.e., Kx_,, es amplio. Ademads, la imagen de ¢|4x| es el modelo minimal.

Detalles importantes

1) Las aplicaciones (racionales) p estdn determinadas por las curvas racionales
contenidas en X. [Mori]

a)Modelos minimales X,,;, no son dnicos k(X) > 0 pero son unicos si k(X) =
dimX.

12



b) k(X) = —o0, las variedades Fano son unirregladas (es decir, existe P* x Y —
— — X dominante con dimY < dimX).

Dificultades:

= Los X; pueden ser "muy”singulares (esto significa que en estas variedades
los divisores de Cartier y los divisores de Weil se vuelven distintos y toda la
teoria llega a perderse).

= Las aplicaciones p (X 25 ... 2% X,.;,, ) podrian ser infinitas (Terminacién
de flips).

= En dimensiones mayores podria no valerse el resultado: Si Kx
entonces es semiamplio. (Conjetura de abundancia)

= Clasificar variedades Fano.

es nef

min

Observacion: Es importante el pedir que X sea una variedad proyectiva pues
existe variedades que no son proyectivas en las cuales la variedad depende del es-
pacio ambiente.

Sabemos que las variedades complejas compactas conexas de dimensién 1 son va-
riedades proyectivas.

Esto no se cumple en variedades de dimensién mayor como se ilustra en el siguiente
ejemplo de una variedad compleja compacta conexa de dimensién 2.

Ejemplo: Consideremos S = C?/A = R*/{ey, ..., e4) con e; vectores linealmente in-
dependientes con coordenadas enteras, este espacio es un grupo.

Afirmamos que si A es general entonces S no tiene subvariedades complejas, por lo
tanto & no puede ser una variedad proyectiva.

Ahora, queremos mostrar que existen

P1 Pm
X — ... = Xnin

donde X; es suave para todo 7, X; = Bl, X;_1 y Xpin es minima.
Ma3és atin tenemos dos opciones:
= Kx, . esnef < k(X)>0.
= Kx, . no es nef entonces X,,;, es fibracién Fano <= k(X) = —ooc.

min

min

6. CLASE 14/SEpPT/2021

Curvas en superficies (X superficie suave)

Deseamos definir C.D donde C'y D son divisores en X. Recordemos que dos
curvas son transversales si las ecuaciones locales de C'y D generan al ideal maxi-
mal m, C O, x.

Teorema:
1) Sean C' y D dos curvas suaves que se intersectan transversalmente entonces

C.D =#(CnND) (1)
2) La ecuacién (1) estd inducida por un producto
Div(X) x Div(X) — Z

(C,D)— C.D
13



més aun, este producto solo depende de la clase de equivalencia lineal, i.e., genera
un producto

Pic(X) X Pic(X) — Z
(C,D)— C.D

Demostracion: Sea C curva irreducible suave en X y sea D curva transversal a
ella, mostraremos que

#(CN D) = gradoc(Ox (D) @ O¢
En efecto, tenemos la siguiente sucesion exacta
0—Ox(-D) — Ox — Op —0
Tensorizando con O obenemos
0—->0x(-D)®0c — Oc — Ocnp — 0

donde O.np considera la interseccién contando con multiplicidad.
Por lo tanto, se obtiene el resultado.

Ahora sean C'y D divisores en X y H un divisor muy amplio.

Afirmamos que podemos asumir a C' +nH, D + nH y nH muy amplios para
n>> 0.
Tomemos lineas C’ € |C' +nH|, D' € |D + nH| transversal a C', E’ € |[nH| trans-
versal a D'y F' € |[nH| transversal a C’ y E’. Entonces C ~ C'—E'y D ~ D' — F,
por lo cual C.D = #(C'ND') — #(C'NF') —#(E'ND')+ #(E' N F'). Notemos
que este producto esta bien definido.

Observacién: Si D C X es una curva no singular y C' es un divisor. Entonces
0— Ox(-D) — Ox — Op —0
Tensorizando con Ox (—C)
0— Ox(-D—-C)— Ox(-C) — Op(-C) —0
Tomando la caracteristica de Euler a ambas sucesiones exactas obtenemos que

X(Ox (=D = C)) + x(Op(-0C)) = x(Ox(-C)) y x(Ox(—=D)) + x(Op) = x(Ox).
De aqui resulta que

X(0x) + x(Ox (=D = C)) = x(Op(=0)) = x(Ox(=D)) = x(Op) — x(Ox(-C))
Aplicando Teorema de Riemann-Roch (usando el hecho de que X es no singular)
X(Op) = x(Ox(=C)) = —gradop(O(-C)) = grado(O(C))

con C, D € Pic(X).
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7. CLASE 17/SEPT/2021
Asi, tenemos
Div(X) x Div(X) — Z
(C,D)— C.D

Si C'y D son dos curvas transverales C.D = #|C N D|. Més aidn, esta operacién no
depende de representantes en el grupo de Picard por lo que se extiende a

(-,) : Pic(X) x Pic(X) — Z

Si las curvas no son transversales pero comparten componentes entonces podemos
reducir el problema al caso anterior. Sea C' C X una curva suave y consideramos
C.C, podemos “moverla” en su serie lineal y obtener otra curva C’ de la misma
clase de equivalencia que no la intersecta ni comparte componentees y volvemos al
caso de antes.

L Qué ocurre si C'y D son curvas no transversales sin componentes en comin?
Definimos por ello,

(CXLUPZZZdﬁnKC%Lx/f,g
donde f y g son ecuaciones locales de los divisores C'y D alrededor de p € X.

Proposicién: C.D= Z (C.D),
peCND

Si no podemos "mover”la curva entonces tomo
C.C =degc(Ox(C) @ O¢) = dege(dual(Ox (—C) @ O¢))

donde I = Ox(—C) C O es el ideal de C en X.

Por lo cual,
C.C = dege(dual(Ox (—C) @ O¢))
=degc(Homx (Ic, Ox))
= dego(Home(Ic /T2, Ox))
=degc(Ne/X)

Mas atn, definamos el concepto que serd tutil posteriormente.
Definicién: Sean D y D’ divisores de X entonces D = D’ si y sélo si D.C =
D.C’ para toda curva C' C X irreducible, en este caso se dicen numéricamente

equivalentes.
Definimos el grupo de Néron-Severi como

N'(X)g:=Pic(X)/=® R

Teorema:(de la base de Severi) Si X es superficie suave compleja entonces
dim Nj < oo

Argumento: Consideramos ¢ : Pic(X) — NY(X) C H*(X,Z).
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Entonces para curvas tenemos los siguientes espacios

Equivalencia lineal | Equivalencia Numérica | Homologia
Pic(X) NY{(X) H?*(X,Z)

Dada una curva C' C X podemos moverla en su respectiva clase de equivalencia.

0—7Z— 0x ZB0% —0
Tomando cohomologia

HY(Z) — H'(Ox) — HY(X,0%) = Pic(X) LS5" HX(X,Z) — H*(X,0x)

Teorema:(Lefschetz) Im(Chern) = N'(X) es finitamente generado sobre Z y
dim NY(X)r < by(X) = dim H*(X,Z) @ K < co donde K = Q, R.

Ejemplo:
0 — ToroC, — Pic(X) — NY(X) —0

Si h'(O,) = ¢ (la irregularidad de X) y h?(0,) = Py (el género geométrico de

X) son nulos
Pic(X) = NY(X) = H*(X,Z)

(Esto no depende de la dimensién de la curva X (dim X = 2) sino de los rangos
de los espacios.)
7.1. Ejemplos. 1) N}(P") = Pic(P") = H2(P",Z) = Z
Esto viene del hecho de que si D es un divisor en P” y el grado de D es positivo
entonces D es amplio.

2) N1(P" x P™) & Pic(P") x Pic(P™) =Z +Z

En este caso solo hay que notar que si 71, 7o son las proyecciones de P" x P™ a
P™ y P™, respectivamente, entonces

Pic(P") = 7} Pic(P™) y Pic(P™) = 75 Pic(P™)
Suponiendo que n = m = 1 podemos ver el cono efectivo como sigue
3) Si X = BI,P?, la explosién de P? en el punto p y 7 : Bl,P?> — P2. Entonces

NY(X) = Pic(X) =2 Pic(P>)®Z-E=214®Z - E

Si tomamos una recta ¢ en P?
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8. EL CONO DE CURVAS DE MORI

Definicién 8.1. (Cono de curvas de Mori) Consideremos X un superficie suave, se
define el cono de curvas de Mori como la cerradura del cono que generan las curvas
efectivas:

NE(X) :={)_ai[Ci] | a; > 0, C; curva irreducible } ¢ N'(X).

Este cono puede ser arbitrariamente complicado, incluso para superficies suaves bien
conocidas. Ver ;? para un ejemplo donde NE no es cerrado y ver ;? para un ejemplo
donde el dicho cono posee una infinidad de rayos extremales. No obstante ejemplos
de este tipo, el punto més alto de este texto ilustrara que dicho cono, dentro de su
enorme complejidad, posee estructura que captura la geometria birracional de X.

Observar que el producto de interseccién (-,-) : N}(X) x N'(X) — Z nos da una
nocion de dualidad. En efecto, el espacio dual de un divisor C' es el subspacio de
clases de divisores D tales que (C, D) = 0.

8.1. Ejemplos de conos.
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9. CRITERIOS DE AMPLITUD

A continuacién estudiaremos el dual del cono de curvas NE(X)Y = Nef(X).

Teorema 9.1. (Nakai-Moishenzon) Consideremos una superficie suave X y D un
divisor de Cartier de X. Entonces, D es un divisor amplio si y sélo si D> > 0 y
D.C > 0 para toda curva irreducible C C X.

Demostracion. Supongamos que el divisor D es amplio. Entonces, para m > 0, el
siguiente morfismo es un encaje

P = PmD| ZX—>]PN.

Se sigue que el grado de la imagen de ¢ es igual a grado(¢(X)) = m?D? > 0.
Similarmente, dada una curva C' C X, tenemos que el grado de su imagen bajo ¢
en PV, es igual a mD.C = grado(C) > 0.

Reciprocamente, asumamos ahora que D? > 0 ademds de C.D > 0, para toda
curva C C X. Recordemos que si H denota un divisor amplio, entonces mH es la
clase de una curva en X, si m > 0.

Supongamos h(Kx —mD) > 0, lo cual implica que Kx — mD representa una
curva. Por lo tanto, tenemos (Kx — mD).H > 0 de donde sigue que Kx.H >
D.mH > 0 lo cual es una contradiccién para m > 0. Concluimos que h?(mD) =
hY(Kx —mD) = 0.

El parrafo de arriba implica que el Teorema de Riemann- Roch (JAR) se escribe
ast:

h’(mD) — h'(mD) =1—q+ P, + im*D? — imD.K
=1+ P, +3m’D* - 2D.K,

donde h°(mD) > 1+ P, + $m*D? — imD.K > 0 si m > 0. Concluimos que mD
es efectivo para m > 0. Se sigue que en lo subsecuente, podemos asumir que D es
efectivo; aun que posiblemente podria ser reducible, no reducido y/o singular.
Asumamos D efectivo y ademaés irreducible, reducido y no singular. Los detalles
sobre cémo eliminar estas tltimas 3 propiedades se pueden ver en [Hart, pdg. 365].
Observar Ox (D)|p es amplio en D pues D? > 0, y entonces Ox(mD) estd
generado por secciones globales. En efecto, si consideramos la sucesién exacta

0— Ox(*D) — OX — OD — O,
la cual, tensorizando con Ox(mD), se escribe:
0 — Ox((m—1)D) — Ox(mD) — Op(mD) — 0.
Asi, la sucesion exacta larga inducida en cohomologia se escribe asi:
0 — HY(X,(m—1)D) — HY(X,mD) — H*(D,mD) — 0.

Dado que D restringe a un divisor amplio en D, entonces si m > 0 se tiene
que H'(D,mD) = 0, lo cual implica que H'(X,(m — 1)D) — H'(X,mD) es
suprayectiva; es decir, h!'(X, (m —1)D) > h*(X, mD). Asumiendo m >> 0, tenemos
por tanto que k' (X, (m —1)D) = h'(X,mD). De esto y nuevamente de la sucesién
exacta

0 — Ox((m—-1)D) — Ox(mD) — Op(mD) — 0,
tomando cohomologia, deducimos que
H°(X,mD) — H°(D,mD)
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es suprayectiva para m > 0.

Observemos que Ox(mD)|p es generado por secciones globales por ser amplio.
Dichas secciones levantan a secciones de H?(X, mD) y sélo tienen ceros en D. Estas
secciones en H°(X, mD) generan los tallos sobre y fuera de D, ademds de tener sus
ceros en D. Por lo tanto, ¢ = pjup| : X — PV es un morfismo. Este morfismo tiene
fibras finitas, pues de lo contrario existirfa una curva E C X tal que ¢(E) = {q}. Si
consideramos H muy amplio tal que ¢ ¢ H N¢(X), entonces ¢*(H) N E = 0. Esto
implica que mD - E = 0, lo cual es una contradicciéon. Concluimos que ¢ tiene fibras
finitas, y por lo tanto es finito (Stein factorization). Se sigue que ¢*(H) = mD es
amplio (!). Esto finaliza la prueba del teorema. O

Una consecuencia del teorema anterior y que es importante en los fundamentos de
la teoria de Mori es la siguiente:

Proposicién 9.2. (Teorema débil de Kleiman) Si un divisor D en una superficie
suave es nef, entonces D* > 0 y ademds D + eH es amplio para todo € > 0 con H
amplio.

Demostracion. Mostremos que D? > 0. Para ello, notemos que P(t) = (D + tH)?
es continua y creciente para t € Q1 y ademds tenemos que P(t) > 0 para t >> 0.
Més atn, sit € QT y P(t) > 0, entonces P(t/2) > 0. Esta tltima desogualdad se
cumle por la siguiente razén. La desigualdad H(D + tH) > 0 se sigue de que H es
amplio, y ahora si (D +tH)? > 0 entonces n(D + tH) es efectivo para n >> 0 por
el teorema de Riemann-Roch! (RR). Como D es nef entonces D(D +tH) > 0, por
lo que

(D + LH)? = D(D +tH) + £ H? > 0.
Con esto concluimos que D? > 0.
Para mostrar que D + e¢H es amplio, basta notar que (D +¢H)-C > 0 para toda

curva C'y ademés (D + eH)? > 0. Entonces por el Teorema 9.1 (Nakai-Moishezon)
tenemos que D + eH es amplio. O

Si H es un divisor amplio en X ;qué sucede con los divisores de X tal que H-D = 07

Corolario 9.3. (Teorema del indice de Hodge) Si H es amplio con H - D = 0,
entoces D? < 0. En el caso D* =0, entonces D = 0.

Demostracion. Si D? > 0 entonces nD es efectivo para n >> 0, lo cual es un
contradiccién a H - D = 0. (Il

El siguiente criterio indica que la amplitud de un divisor es una propiedad numérica.

Teorema 9.4. (Criterio de amplitud de Kleiman, [Kleiman]) Considerar L un haz
de linea sobre S. Entonces L es amplio si y sélo si L-C > 0 para todo C € NE(S).

1si D2 > 0, entonces R®(nD) # 0 6 bien h%(—nD) # 0. Cada caso estd determinado por el
signo de la interseccion H.D.
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Demostracion. Asumamos que D es amplio. Entonces, D - Z > 0 para todo Z €
NE(X). Més atin, la amplitud de D implica que D + tE es amplio si ¢t > 0 es
suficientemente pequenio y F es cualquier haz de linea en S.

Supongamos que D-Z = 0 para algin Z # 0. Por el teorema del indice de Hodge
(corolario 9.3) tenemos que Z2 < 0. Esto implica que para cualquier ¢ > 0, tenemos
(D+tZ) - Z < 0. Esta tltima desigualdad impide que D + tZ sea amplio; lo cual
contradice que D sea amplio. Por lo tanto, D - Z > 0 para todo Z € NE(X).

Reciprocamente, supongamos que D-Z > 0 para todo Z € NE(X). Consideremos
la norma euclidiana || - || en el R-espacio vectorial N*(X)g. Consideremos

K :={z e NE(X) : |z|| =1},
y notemos que este conjunto es compacto por ser cerrado y acotado. El funcional
z + D -z es positivo en K y est4 acotado inferiormente por a € Q*. Si H es amplio
en X, el funcional z — H - z sobre K estd acotado superiormente por b € Q™. Se
sigue de esto que D — £ H es no negativo en K y por tanto en NE(X). Esto es,

D — % H es nef y como la suma de un divisor nef con un amplio resulta en un divisor
amplio, tenemos que D = (D — $H) + ¢ H es amplio. O

Observemos que si L es amplio, entonces L - C > 0 para todo C € NE(S). Sin
embargo, si L -C > 0 para toda C' € NE(S), esto no implica que L sea amplio. Ver
ejemplo ;7. En otras palabras:

L amplio => L > 0en NE(S)

L amplio <= no L > 0en NE(S)
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10. EL CRITERIO DE CONTRACCION DE CASTELNUOVO

En esta seccién S denotard siempre una superficie suave y proyectiva [homogenizar
notacién en secciones anteriores]. Demostraremos el criterio de contraccion de Cas-
telnuovo el cual es importante para encontrar el modelo minimal de una superficie
suave.

Definicién 10.1. Una curva E C S es una curva (-1) si satisface: £ = P y
ademds E? = —1.

El ejemplo mds importante de una curva (-1) es el divisor excepcional E de la ex-
plosién de en un punto suave: ' C Bl,S - S. Es decir, dada una superficie suave
S, podemos construir otra superficie S’ = BIl,S birracional a ella con una curva
(—1). El siguiente teorema nos indica cémo llevar a cabo el inverso de esta cons-
trucciéon. Més importante, exhibe la importancia que tienen las curvas racionales
en la geometria birracional de una variedad algebraica.

Castelnuovo y Enriques demostraron el criterio de contraccién en 1910 [CEO1]. La
siguiente demostracién sigue de cerca la presentada por Hartshorne [Hart].

Teorema 10.2. (Criterio de contraccion de Castelnuovo) Si E es una curva (—1)
en una superficie S, entonces existe un morfismo f : S — Sy a una superficie
proyectiva suave Sy tal que S es isomorfa la explosion con centro en un punto
p € Sp, con E la curva excepcional.

Demostracion. Con esta hipdtesis, exhibiremos a S como la explosién en un punto
de una superficie suave Sy. Comenzaremos, construyendo un morfismo, inducido
por un sistema lineal, de S — Sy donde Sy es una superficie. Al final mostraremos
que Sy es suave y que S = Bl},Sp.

Construyamos primero dicho morfismo S — Sy. Denotemos por H a un divisor
muy amplio en S tal que H'(S,Og(H)) = 0. Este divisor existe por el Teorema
Serre-Grothendieck [Hart, III, Teorema 5.2, pdg.228]. El entero k = (H - E), sa-
tisface k > 0, por teorema de Nakai-Moishezon (Teorema 9.1). Mds ain, podemos
asumir k > 2. Ahora, definamos .# := Og(H + kE).

Procederemos ahora en varios pasos:

Paso 1: Primero probaremos por induccién sobre i que H(S,Og(H +iE)) =0
para toda ¢ € {0,1,...k}. Sabemos que esto es cierto para ¢ = 0. Asi, suponga-
mos que es cierto para ¢ — 1 y demostremos que es cierto para i. Empecemos por
considerar la siguiente sucesion exacta

OHOS(*E) %OsﬁoE%O,

de la cual obtenemos:

0——=0g(—E)®Og(H+iE) —> 05 ® Og(H + iE) ——= O ® Og(H + iE) —=0

Os(H + (i — 1)E) Os(H +iE)
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Como E = P! y ademds ((H + iE) - FE) = (H - E) +i(E - E) = k — i, entonces
Op®0g(H+iE) = Opi(k—1i). Se sigue que la sucesién exacta larga en cohomologia
se escribe asi:

- — HY(S,05(H + (i —1)E)) = H*(S,0g(H +iE)) — H*(P*, Op1 (k —3)) — - --

Por hipétesis de induccién podemos asumir H'(S, Ogs(H +(i—1)E)) = 0. Dado que
para i < k se tiene H(P!, Op1(k—1)) = 0, concluimos que H*(S, Os(H +iFE)) = 0.

Paso 2: Mostraremos que el haz de linea .# esta generado por secciones globales.

Dado que H es muy amplio, el sistema lineal |H 4+ kF| no tiene puntos base en
el complemento de E. Se sigue que es suficiente mostrar que .# es generado por
secciones globales en los puntos de E. Notar que # ® S = Ogs(H + (k — 1)E)
y ademds H'(S,Os(H + (k — 1)E)) = 0 por el paso 1. Se sigue que la siguiente
aplicacién restriccién es suprayectiva

HY(S,.#) — H°(E, # @ O) — 0.

Ademés (H+kE)-E)=(H-E)+ k(E-E) =k —k = 0 de donde se sigue que
M @ O = Opr que es generado por la seccién global 1. Levantando esta seccién
a H°(S, .#) y usando el Lema de Nakayama tenemos que .# es generado por sec-
ciones globales en todo punto de E.

Aqui voy.
Paso 3: Probaremos que .# determina un morfismo de S en un espacio proyec-
tivo que es un isomorfismo entre S — E' y su imagen menos un punto.

El paso anterior implica que |H + kE| es libre de puntos base y por lo tanto de-
termina un morfismo f; : S — PV. Sea S la imagen de S bajo este morfismo.
Dado que fyO(1) & A y el grado de # ® Of es 0, fi contrae a E a un punto
p1 € Si1. Por otro lado, H es muy amplio, por lo que |H + kE| separa puntos y
separa puntos infinitamente cerca (lejos de E), ademds separa los puntos de E de
puntos que no estdn en E, por [Hart, II, Proposicién 7.3, pag.152] se tiene que f;
es un isomorfismo de S — E en S; — {p1}.

Paso 4: Determinaremos a Sy y al morfismo f: S — Sy del Teorema.

Sea Sy la normalizaciéon de S7 y g : Sp — S el morfismo que cumple la propiedad
universal de la normalizacién. Como S es suave y por lo tanto normal, la propiedad
universal de la normalizacién nos dice que el morfismo f; se factoriza como

s—t.g,

N

Dado que F es irreducible, se tiene que f(FE) se contrae en un punto p € Sy, ademds
S1 — {p1} es no singular, lo que implica que f es un isomorfismo entre S — E y

So — {p}-

Paso 5: Probaremos que Sy es no singular en p.
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Dado que S es normal y f birracional, tenemos que f.Ogs = Og, y por lo tanto,
podemos aplicar el teorema sobre funciones formales [Hart, ITI, Teorema 11.1, pég.
277] y concluir que la completacién del anillo O, es:

6, = im (£, O,

donde E;, es un subesquema cerrado de S definido por MO, como f “(p) = E,
esta sucesién de ideales es cofinal con la sucesién de ideales .#;, donde ¥ es el ideal
de E, por [Hart, II, Observacién 9.3.1, pag. 194] podemos considerar estos ideales
en lugar de los de la definicién de E,,. Probaremos por induccién que para cada
n > 0, H'(E,,Og,) es isomorfo al anillo de series de potencias truncado A,, :=
E[[z,y]]/(z,y)". Sin = 1, por hipdtesis E = P! y E2 = —1 de donde concluimos
que H(E,O) =k y I5/92 = Opi(1). Por [Hart, II, Teorema 8.21, pag. 184] se
tiene que S/ I pt! =2 S7( S/ I2) = Opi(n). Considerando la sucesién exacta:

0— I8/ Ipt = Op,,, = Og, =0

al pasar a cohomologia sabemos que H*(E,Opi(n)) = 0 para toda i > 0y n > 0
lo que nos da las siguientes sucesiones exactas:

0 — H°(Opi(n)) = H*(Og,,,) = H*(Og,) =0

n+1)

para n = 1, H°(Op1(1)) es un k-espacio vectorial de dimensién 2. Tomando una
base x,y se tiene que H°(Op,) contiene a k y es isomorfo a A,. Inductivamen-
te, si H°(Op, ) es isomorfo a A, levantando los elementos z,y en H(Og, ).
Como H%(Op:i(n)) es un espacio vectorial con base 2™, 2" 1y, ... y" se tiene que
H%(Og,,) = A,41 lo que prueba la afirmacién. De esta manera, se tiene que:

O, = hlnHO(En, Op,) = lim Ay, = k[[z, y]]

el cual es un anillo local y por lo tanto regular, por [AM78, 10, Proposicién 10.15,
pég.121] se tiene que O, es un anillo regular, por lo tanto, p es un punto no singular.

Paso 6: Probaremos que S es la explosién de Sy en p.

Como Sj es una superficie suave y por construccién f contrae unicamente a F y
por [Hart, V, corolario 5.4, pdg.411], f : S — Sy es la composicién de exactamente
un blow-up con un isomorfismo, lo cual prueba el teorema.

O

Le hacemos notar al lector que las propiedades que definen a las curvas —1 son
justas. Es decir, existen curvas racionales suaves en superficies que no satisfacen
C? = —1 y de igual manera, existen curvas irreducibles, reducidas que satisfa-
cen C? = —1 y que no son racionales y en ambos casos dichas curvas no pueden
contraerse. Ver ejemplos de ambos casos en 77.

Observacién 1. Notemos que si suponemos que E? = —2 en el paso 5 del teorema
10.2 obtendriamos las siguientes sucesiones exactas:

0— H°(Op:(2n)) — H*(Og,,,) = H*(Og,) — 0

De donde concluimos para el caso n = 1 que dimH°(Og,) = 4, por lo que H*(Og,)
no es isomorfo a A, para toda m, inductivamente concluimos que para todan > 1,
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H°(Og,) no es isomorfo a A,, para toda m, y por lo tanto:
0, # lim A, = k[lz. )]
lo cual prueba que p es un punto singular de la superficie Sy.

M: listo, aqui termina lo que tenfa que agregar, ademas agregue la observacion,
de arriba a la cual espero sus comentarios de cualquier error.

Programa de Modelo Minimal para superficies (versién preliminar)

Definicién: Una superficie S se dice minimal si no contiene (—1) — curvas.
Observacién: Sea E una curva irreducible y reducida. Entonces E es una (—1) —
curva siy sélosi Kg-E <0y E? <0.

Demostracion: Antes de realizar la demostracién, notemos lo siguiente: Conside-
rando la sucesién exacta

0— Os(—E) — 05 — O — 0
y tomamos caracteristica de Euler se tiene que
§(0)p =£(0s) = €(O(-E))
Ademis por el Teorema de Riemann-Roch tenemos que
E(O(=E)) = 3(Ks + E) - E+£(0Os)
entonces
£O)p=—3(Ks+E)-E
Por otro lado, como
£(0p) = h°(E,0p) — h'(E,OF))
y puesto que E es irreducible y reducida tenemos que h°(E, Og) = 1, entonces
£(0p) =1-y(E)
Es decir,
1-g(B)=—3(Ks+E)- E
de donde podemos concluir que

hW(E,Op)=g(E)=i(Ks+E) - E+1

Ahora procedemos a la demostracion:
<] Supongamos que E es una (—1)-curva entonces £ = P! y E? = —1, entonces

0=h'(E,0p)=L(Ks+E)-E+1

por lo cual Kg-E 4+ E? = —2 y como E? = —1, tenemos que Kg - E = —1. Por lo
que tenemos que Kg- E <0y E? <0.

=] Puesto que 0 < h'(E,Op) = 3(Ks+E)- E+1y como sabemos que Kg-E < 0
y E? < 0, entonces E? = —1, Kg- E = —1 y h°(E,Og) = 0. Esto tltimo implica
que E = P!, De donde tenemos que E es una (—1) — curva.
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11. Crase 12/0c¢t/2021

La idea de Mori es saber si es posible reemplazar la pregunta ;jexiste una (—1)-
curva en la superficie S? por el divisor canénico Kg es nef? Es decir, cambiar un
concepto geométrico por un concepto meramente numeérico.

Entonces tenemos el siguiente teorema de Mori, en que nos permite saber que
si el divisor candnico no es nef entonces existe una contraccién extremal, esto es,
existe una superficie minimal a la cual puede contraerse la superficie.

Teorema: (Contraccién extremal) Si Kg no es nef entonces existe un mor-

fismo ¢ : S — W (llamado contraccién) tal que:

1) ¢ no es un isomorfismo.

2) Si C' C S es una curva que se contrae, i.e., o(C) = p con p € W entonces
Ks-C <.

3) Las curvas contraidas por ¢ a un mismo punto (es decir C,C’ C S cur-
vas tales que ¢(C) = ¢ = ¢(C’) para algun ¢ € W) son numéricamente
equivalentes.

4) ¢ tiene fibras conexas y W es un espacio normal.

Demostracién: Si Kg no es nef entonces existe una curva £ C S con Kg - FE < 0.
Sea H un divisor amplio en S, luego existe r € Q7 tal que L := H + rKg que es
nef pero no amplio.

Consideremos ¢z : S — S’, el morfismo inducido

12. CrAsE 19/OCTUBRE /2021

Teorema (de Amplitud de Kleiman) Sea X una variedad suave proyectiva.
Un divisor D en X es amplio si y sélo si D - Z > 0 para todo Z € NE(X).

Ahora presentaremos el Teorema de libertad de puntos base, pero antes de dar
la demostracion que fue la primera en ser presentada pero presentaba un error en el
final de su argumento, sin embargo es importante porque arreglando este argumen-
to es la forma en que se busca demostrar posibles generalizaciones de este teorema
en dimensiones superiores. Posteriormente presentaremos la demostracién correcta
del teorema.

Aqui usaremos dos resultados que enunciamos a continuacion.

Teorema (Extincién de Kodaira): Si X es una variedad suave proyectiva y
A es divisor amplio, entonces

H'(X,A+ Kx) = 0 para todo i > 0

Demostracion: [-Referencia-]

Teorema (Kawamata-Viehweg): Si X es una variedad Q-factorial entonces
H/(X,7*(Ks+ A+ E—F+@G)) =0 para todo i >0
Demostracion: [-Referencia-
Teorema (de libertad de puntos base) Sea L un divisor de Cartier en S (S

suave de dimensién 2) tal que L es de la forma L = A+ rKg con rQ* y A amplio
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en S. Si L es nef entonces [£L] no tiene puntos base.

Demostracién (falsa): Supongamos que p € S es un punto base de |[¢L|. Con-
sideremos Bl,S =S 5 Sy E=7"1(p).

Tomemos la siguiente sucesién exacta
0 — Og(r"L — E) — Og(n*lL) — Op(n*lL) = Op — 0
Tomando cohomologia tenemos que
H(Og(r*0)) — H°(Op) — H'(Og(n*(L — E))

Si HY(Og(m*¢L — E)) = 0 entonces la seccién constante en H’(Op) levantaria a
HY(Og(7*¢L)) = H°(Og(¢L)) y no se anularia en E, por lo que no se anularfa en
p, lo que no es posible porque p es punto base de |[¢L].

Para terminar la prueba basta mostrar que H'(Og(7*¢L—E)) = 0, pero notando
que 7Kg = Kg + E, mostraremos que

HY(Og(m*({L — Kg) —2E + Kg)) =0

Observemos que £L — K5 es amplio, esto debido a que podemos expresar £L —
Kg = %A + ”T*lL, el cual es amplio aplicando el Teorema débil de Kleiman. Por
otro lado, —2F es m-amplio, es decir, es amplio en las fibras de m porque las fibras
de 7 son puntos y el divisor excepcional, entonces deg(Og(—2F)) = —2F - E = 2,
es decir, —2F es amplio.

(*)Luego, como (L — Kg y —2E son amplios, entonces 7*(¢{L — Kg) —2E es amplio.

Por el Teorema de Kodaira, H*(Og(7*({L—Kg)—2E+Kg)) = 0, lo que concluye
la prueba.

El error en esta demostracion es el argumento(*), el cual es falso.

13. CLASE 21/OCTUBRE/2021

Demostraciéon del Teorema de Libertad de puntos base:
Notemos que L? > 0. De hecho,
1
L? = lim —(nL + A)?

n—oo N

Por el Teorema de Kleiman débil, nL + A es amplio, de donde (nL + A) > 0, lo
cual implica que L? > 0.

-) Caso L? > 0:
Primero tenemos que L - C' > 0 para toda curva C' pues L es nef.
Como suponemos L? > 0, por Nakai-Moishezon se sigue que L es amplio, lo cual
termina el argumento.

Por el contrario, asumamos que existe una curva F C S tal que L - E = 0 enton-
ces Kg-FE <0y E? <0 por el Teorema del indice de Hodge. Entonces E es una
(—1)-curva.

26



Entonces al aplicar el criterio de Castelnouvo obtenemos p : S — S’ contraccién
de F, que satisfacen:

1) L' = u*L con L' nef en S'.

2) L' =p*L = p*A+rKg donde p*A es amplio en S’.

Repetimos el andlisis reemplazando L en S con L’ en S’. Eventualmente estare-
mos en el caso L? > 0 sin curvas que anulen su producto con L. Lo cual también
concluye el argumento.

-) Caso L2 =0,L # 0:
Puesto que L # 0, existe una curva D C S tal que L - D > 0.

Afirmamos que L - Kg < 0.
En efecto, puesto que
0=L*=(A+rKg)-L=A-L+rKg-L

Entonces rKg - L = —A - L y tenemos que A - L > 0, debido a que A es amplio y
L e NE(S).

Observemos que por el Teorema de Kleiman débil, /L — Kg = %A + @L es
amplio.
Entonces aplicando el Teorema de Riemann-Roch,

x(0s(fL)) = (L — Kg) - L+ x(Os) = —35L - Ks + x(Os)

Dado que /L — Kg es amplio, por el Teorema de Kodaira H*(S,Os({L — Kg +
Kg)) =0 para todo i > 0.
Por lo cual, x(S,0g(¢L)) = h9(O(LL)).
Entonces |(L| = |F| + |M|, donde F es fijo y |M| no tiene componentes fijas, de
donde M es nef.

Ademds, se tiene que 0 < M2 < M - (M + F) = M - (L < (?L? = 0, de donde
M? =0 y por tanto no tiene puntos base.

Consideremos su morfismo ®,; : S — V' y tomemos su factoriazacién de Stein
(podemos asumir que V' es normal)

s 5 v
Ny
Pim

V/

Como M - F = 0 entonces las fibras de ® contienen a F, y puesto que F? = 0
entonces F' = ®*(>" a;P;) con a; € Q, P, € V'. Por lo que

[LL] = [('®* (" Ov/ (1) + Y _ a;P)

el cual es libre de puntos base para ¢’ > 0 divisible. Es decir, £L es libre de puntos
base.

Esto termina el caso L? = 0, L # 0.
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-) Caso L? =0,L = 0:

Basta probar que h°(¢L) = 0 para ¢ > 0 divisible. Notemos que L — Kg
—Kg = %A el cual es amplio para ¢ € Z. Entonces

hO(S, Os(CL)) = x(Os((L)) = h° — h' + h2(S, Os(Ks — (L))

h(S,0s(Ks — (L)) = 5({L — Kg) - LL 4 x(Os) = x(Os)
= 1%(Os) = h'(Os) + h*(Os) = h°(Os) + P, > 0

Basta observar que es estrictamente positivo. Por dualidad de Serre, h?(Og) =
h°(Ks) = 0 porque —Kg es amplio y por tanto no tiene secciones.

Ahora, h'(Og) = h'(Kgs) = H(S,Ks + (=Ks)) = 0, esta tltima igualdad se
obtiene de aplicar el Teorema de Kodaira tomando al divisor amplio —Kg.

Entonces x(S, O((L)) = h°(Og) = 1.

14. CrLasgs 28/0OCTUBRE/2021 - 4/Nov/2021

Teorema (de racionalidad): Sea S superficie proyectiva suave tal que el divisor
candnico Kg no es nef y sea A divisor amplio. Si definimos

r=sup{t e R| A+ tKg es nef }

entonces 7 es un nimero racional.

Demostracién: Caso 1: Supongamos que |kKg| # @ para algin k € N.
Entonces Y d;D; € |kKg|, con {D1,..D,,} base racional de Ny(S)g.
Por lo que tenemos que

A+tKgesnef <= (A+1tKg)-C >0 para toda curva C C S
— (A+ t(%)) - C para toda curva C C S
— (A+ %(Zd,Dl)) -Dj paratodo 1 <j<m

Tomemos r := min{t;|(A+t;(+ Y d;D;)) - D;j = 0} y asumamos que 7 ¢ Q.
En este momento usaremos el siguiente lema:

Lema:Supongamos que existe un racional rg > r (con r definido como antes),
tal que, para algin k € N|

| (A +10Ks) |4 2

entonces r € Q.

Escribamos P(z,y) = x(O(zA + yKg)), por el teorema de Riemann-Roch
P(x,y) es un polinomio cuadritico en (x,y).
Como r ¢ Q, existe una cantidad infinita de parejas (u,v) € Z2, tales que
1

0 < 2 —7 < 5. Para cualesquiera de estos pares, P(ku,kv) es cuadrdtico en

k y ademds tenemos que (como polinomio en k)

P(ku,kv) =0 <= P(x,y) es divisible por zv — yu
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Fijemos (uo,vo) tal que 0 < & —r < ﬁ y (zvg — yuo) t P(z,y), entonces como
polinomio en k se tiene que P(kug, kvg) # 0. Para k = 1,2,3 debemos tener que
0 # P(kuo, kvo) = x(S, Os(kugA + kvgKs)) = (R — ' + h?)(Os(kugA + kvgKs)

Observemos que kupA + kvoKs = Kg + kug(A + %KS) donde kug(A +
k’,’fivglKS) es amplio pues 0 < ’“;coivgl <r.
Por Kodaira, h*(S, Og(kugA+kvgKs)) = 0 para i = 1,2 entonces +h°(Og(kugA+
kvgKg) = P(kug, kvg) # 0. Se sigue que ro = %{‘)’ <ry lkuy(A+roKs)| # @. Por
el Lema, r € Q.

|

15. CLASES 18-25/NOVIEMBRE /2021

Teorema del Cono: Sea S una superficie proyectiva sobre C. Entonces

W(S) = W(S)KSEO + Z

Leq

donde
1) € es numerable.
2) R; son rayos contenidos en NE(S) k<o de la forma
R, = W(S) n Lt

con L divisor nef (donde L+ denota el ortogonal de L).
3) {R;} es discreta en NE(S)kq<o-
4) R; = [C] con C; curva racional.
Demostracién:
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16. CLASE 7/DICIEMBRE /2021

Minimal Model Problem

START
O,

S: a nonsingular projective surface
with the Picard number p=p(S)

v

NO YES

S: the minimal model
(i) x(5)=0
(i) Kg is semi-ample

Does there exist a
(—1)-curve Eon S?

]

1 o

p: S-S’ (S)=—oco.

the contraction of E S={

S’: a nonsingular ~ la minimal ruled
projective surface with surface
o(S)=0(S)—1

END
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17. CLASE 10/MAaARz0/2022

Lema 17.1 (VL1, (b)). Si S es una superficie minimal con K% < 0 entonces
P,=0yq>1.

Demostracion.

» Si P, # 0, entonces existe un divisor efectivo D € |Kg|, D = Xn;C; con
n; > 0, como Kg-D < 0 existe C; tal que Kg-C; <0, pero C; -C; > 0 para
i # j por lo que C? < 0 lo cual implica que C; es una curva excepcional, lo
cual contradice la minimalidad de S.
= Si ¢ =0 por el criterio de racionalidad de Castelnuovo S es racional, lo cual
implica que K% € {8,9}.
O

Lema 17.2 (V.18). Sea S una superficie con Py =0, ¢ > 1 ya: S — Alb(S) su
mapeo de Albanesse, entonces «(S) es una curva.

Demostracion. [Be96, V.18, pag. 64] O

Proposicién 17.3 (V.15). Sea S una superficie y o : S — Alb(S) su mapeo de
Albanesse, si a(S) es una curva B, entonces B es suave de género q y « tiene fibras
conexas.

Demostracion. [Be96, V.18, pag. 63] O

Proposicién 17.4 (V1.2). Sea S una superficie minimal con K% < 0, entonces S
es una superficie reglada.

Demostracion.

Por el lema 17.1 se tiene que P, = 0y ¢ > 1, que son las hipétesis del lema 17.2,
por lo que la imagen del mapeo de Albanesse « : S — Alb(S) es una Curva B y
por la proposiciéon 17.3 esta es suave y « tiene fibras conexas.

Supongamos que S no es una superficie reglada. La prueba de divide en 3 pasos:

Paso 1: Sea C' C S una curva irreducible con Kg - C < 0y |Kg + C| = 0, entonces:

ol = es étale sig=1
¢ = es un isomorfismo si g > 2

por lo tanto g(C) = gq.
Aplicando R-R a Kg + C tenemos que:

1
OZhO(Ks+C)2X(ﬁs)+§(02+Ks~0)=1—Q+Q(C)—1

Por lo que g > g(C). Como S es minimal y C? > 0, el lema [Be96, I11.9, pag.

29] implica que C no puede vivir en una fibra reducible de «.

Si C es una fibra de a, entonces C?> = 0 y por lo tanto Kg-C = -2y

g(C) = 0 y por el [Be96, Noether-Enriques, pag. 26], S es una superficie

reglada, lo cual es una contradiccion.

De todo lo anterior, concluimos que a(C) = B. Sea C' la normalizacién de
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Paso 2:

Paso 3:

C, entonces a define una cubierta ramificada C' — B de grado d y por R— H
tenemos que:

~ r
9(C)=1+d(g(B) 1)+ 1
con r el numero de puntos de ramificacién contados con multiplicidad. De

donde obtenemos las siguientes desigualdades:

q29(C)>g(C)=21+d(g—1)

Por lo tanto, las tunicas opciones son d = 1 6 ¢ = 1 y ambas implican
que g(c) = ¢g(C) lo que demuestra que C' = C y por lo tanto se sigue la
afirmacion.

Existe una curva irreducible C' en S con |[Kg+C| =0y Ks-C < —1. Por el
Lema [Be96, V.8, pag. 56] existe un divisor efectivo D =37 n;C; n; >0
tal que Kg - D < —1y |Kg+ D| = 0. Si es necesario, removemos las curvas
C; tales que Kg - C; > 0, probaremos que D es irreducible:

a) Suponemos que n; > 2 para algtn ¢ con |Kg+2C;| = ), por R-R tenemos

que:

0=hr"2C;+ Kg)>1—q+2C; + Ks-C;
:1—q+2(C§+KS-Ci)—K5~Ci

Por el paso 1 tenemos que C? + Kg - C; = 2(q — 1) lo cual implica que
0 > 3(¢ — 1) > 0 que es una contradiccidn.

b) Ahora suponemos que r > 2, con |Kg + C; 4+ C3| = (). Nuevamente, por
R-R tenemos que:

0:h0(01+02+K5):hl(KSJrclJrCQ)Jrlfq
1 1
+§(012+K5~01)+§(022+K5-CQ)-FC;[~Cg
1
Zhl(Ks+C’1+C2)—(q—1)+§(2(Q—1))

1
Fleg-n+a-o
=h(Ks+C1+C)+(1—q)+Cy-Cy

Pero esto no puede pasar a menos que cada uno de los términos de la
ultima igualdad sean cero, pero si Cp - Cy = 0 entonces C;1 N Cy =0 y
por lo tanto se tiene la siguiente sucesién exacta:

0— Os(—C1—C3) > Os — Oc, ® Oc, -0
Pasando a cohomologia, se tiene lo siguiente:
.= H(Op, ® Oc,) — H (Os(—C1 — Cy)) = H (Os) —— ...
Por lo que 0 # h'(0s(—Cy — Cs)) = h'(Ks + C1 + Cs) lo cual es una

contradiccion.

Conseguimos una contradiccion.
Sea C una curva irreducible en S con Kg-C < -1y |[Kg+ C| =0.
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q 2 2 Por R-R tenemos que:

q=1

1
hO(C)>1—q+§(C2—KS~C)
1
21—q—|—§(02+K5~C)—K5-C

1
:1—q—|—§(2(q—1))—Ks-C—K5'~C:—Ks-CZQ

De esta desigualdad se deduce que C' se mueve en su clase de equivalencia
lineal y por lo tanto, si F' es fibra genérica F' de «, el punto C' N F se
mueve linealmente en F' por lo que F' tiene que ser racional y por lo
tanto S es una superficie reglada.

Por el paso 1, a|¢ es étale y por lo tanto la inclusién i : C — S define
una seccién e : C — S xpg C. Sea S’ la componente conexa de S xg C
que contiene a e(C') = C’. Entonces, la proyeccién 7 : 8" — S es étale y
tenemos el siguiente diagrama:

S "= 8

<A
— B
alo
De los morfismos anteriores conseguimos las siguientes relaciones:
Q5 =270y y Kg =1*Kg
Por lo que:
Kg - C' = gradc:/(e*Kg) = gradc(i*Ks) = Kg - C < —1
como x(0s:) = grad(m)x(Os) = 0 tenemos que:
h(C") = x(Os) =1+ g(C") = Kgr - C" > 2

Y al igual que en el caso ¢ > 2 esto implica que S es una superficie
reglada, lo cual es una contradiccién.

O
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