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Preliminares Férmulas de cuadratura de Gauss Equilibrio electrostatico Caminatas aleatorias
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POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w un peso positivo sobre S C R con momentos finitos. Asociado a w se
considera el espacio de funciones ponderado

L2(S) = {f 'S —R: / 2 (x)w(x)dx < oo}
s
L2(S) es un espacio prehilbertiano con el producto escalar ponderado y norma

(F.8)0 = / F(g()w()dx,  [IFI2 = (F, F)e
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POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w un peso positivo sobre S C R con momentos finitos. Asociado a w se
considera el espacio de funciones ponderado

L2(S) = {f S R: /SfQ(x)w(x)dx < oo}

L2(S) es un espacio prehilbertiano con el producto escalar ponderado y norma
(F.0)e = [ F0g(elde I = (7.F).

Siempre va a ser posible construir una sucesién (p,)» de polinomios tal que

deg p, = ny que sean ortogonales (PO) con respecto al producto escalar
(-, -)w: aplicando Gram-Schmidt al sistema generador y Li. {1,x,x? x3,...}

(%%L=/MMMUM@W=MMMHmm20
S

En particular siempre se tiene que (pn, q)w = 0 para g € Pn_1.
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POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w un peso positivo sobre S C R con momentos finitos. Asociado a w se
considera el espacio de funciones ponderado

L2(S) = {f S R: /SfQ(x)w(x)dx < oo}

L2(S) es un espacio prehilbertiano con el producto escalar ponderado y norma
(F.0)e = [ F0g(elde I = (7.F).

Siempre va a ser posible construir una sucesién (p,)» de polinomios tal que

deg p, = ny que sean ortogonales (PO) con respecto al producto escalar
(-, -)w: aplicando Gram-Schmidt al sistema generador y Li. {1,x,x? x3,...}

(m%%=/mMMUM@W=MMMHmmZO
S

En particular siempre se tiene que (pn, q)w = 0 para g € Pn_1.

Propiedad (Raices de PO): siempre son reales, simples y estdn dentro de S.
Ademads los ceros de pni1 se entrelazan con los de p,.
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RELACION DE RECURRENCIA

Entre las propiedades mas importantes de PO es que siempre verifican una
ecuacién en diferencias de segundo orden o relacién de recurrencia a tres

términos de la forma (p—1 = 0,pp = 1)

Xpn(X) = anpni1(X) + bapa(x) + pa-1(x), n =0 J

donde
(Xp"7p"+1)w b — (Xpﬂvp")w Cc, = (Xpmp"—l)“’

an = 5 n 5 n
(Pot1, Prt1)w (Pns Pn)w (Po—1, Pr—1)w
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RELACION DE RECURRENCIA

Entre las propiedades mas importantes de PO es que siempre verifican una
ecuacién en diferencias de segundo orden o relacién de recurrencia a tres
términos de la forma (p—1 = 0,pp = 1)

xpn(x) = anpn+1(x) + bapn(x) + copn-1(x), n >0 J

donde
(Xp"7p"+1)w b — (Xpﬂvp")w Cc, = (Xpmp"—l)W

an = 5 n 5 n
(pn+lapn+1)w (pn,pn)w (pnfl,Pn—l)w
Esta relacién de recurrencia es equivalente a que los PO (ps), son
autofunciones de un operador de Jacobi (tridiagonal) en el espacio £2(N)

by a0 Po(x) Po(x)
a b a p1(x) p1(x)
Jp = o b a p(x) | =X | p(x) | =P, x€S
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RELACION DE RECURRENCIA

Entre las propiedades mas importantes de PO es que siempre verifican una
ecuacién en diferencias de segundo orden o relacién de recurrencia a tres
términos de la forma (p—1 = 0,pp = 1)

xpn(x) = anpn+1(x) + bapn(x) + copn-1(x), n >0 J

donde
(Xp"7p"+1)w b — (Xpﬂvp")w Cc, = (Xpmp"—l)W

an = 5 n 5 n
(Pot1, Prt1)w (Pns Pn)w (Po—1, Pr—1)w

Esta relacién de recurrencia es equivalente a que los PO (ps), son
autofunciones de un operador de Jacobi (tridiagonal) en el espacio £2(N)

by ao po(x) po(x)
a b oa pi(x) pi(x)

Jp = o b a p(x) | =X | p(x) | =P, x€S

Teorema espectral (Favard): hay una correspondencia biyectiva entre
operadores de Jacobi tridiagonales J y medidas positivas w soportadas en S.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.

Bochner (1929) (Routh (1884)): caracterizar (ps)n verificando

dpn = f(x)py (x) + fi(x)Pr(x) = Anpa(x) J

donde degf, < 2y degfi =1 (lleva polinomios en polinomios).
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.

Bochner (1929) (Routh (1884)): caracterizar (ps)n verificando

dpn = H(x)py (x) + f(x)pn(x) = Apa(x) J

donde degf, < 2y degfi =1 (lleva polinomios en polinomios).

Esto es equivalente a la simetria (autoadjunto) del operador diferencial de

segundo orden
2

d d
d= f2(X)W + fl(x)&

con respecto al producto escalar (-, -)w,i.e.

(dp,q)w = (P, dq), n,m>0, p,qeP
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.

Bochner (1929) (Routh (1884)): caracterizar (ps)n verificando

dpn = H(x)py (x) + f(x)pn(x) = Apa(x) J

donde degf, < 2y degfi =1 (lleva polinomios en polinomios).

Esto es equivalente a la simetria (autoadjunto) del operador diferencial de

segundo orden
2

d d
d= f2(X)W + fl(x)&

con respecto al producto escalar (-, -)w,i.e.

(dp,q)w = (P, dq), n,m>0, p,qeP

La relacién entre los coeficientes del operador diferencial d y la medida w viene
dada por la denominada ecuacién de Pearson

(B()w(x))" = fi(x)w(x) )

mads ciertas condiciones de contorno.




Hermite: f(x) = 1,w(x) =e X, x € R:

Ho(x)" — 2xH,(x)" = —2nH,(x)

Laguerre: f(x) = x,w(x) = x%™™, a > —1, x € [0, 00):

xL(x)" + (e + 1 — x)LY(x)

(1 o XQ)P(().,’i) %

n

—nlL;(x)
Jacobi: fH(x) =1—x? w(x) = (1 —x)*(1 —x)?, x € [-1,1]:

(x)" 4+ (8 — a— (a+ B+ 2)x)P{ A (x) =
—n(n+ a+ B+ 1)PLA(x)

, a,f>-1
Otra manera de escribir esta dltima ecuacidn diferencial es
B a+1
y'(x) + <

B4+1\ ,, | y(x)
x1+x+1>)/(x)/\

n b)
1—x2

An=nln+a+p+1)

«O>» «4F» « =>»

<

>
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FAMILIAS CLASICAS
Hermite: f(x) = 1,w(x) = e, x € R:
Ha(x)" — 2xHn(x)' = —2nHp(x)
Laguerre: f(x) = x,w(x) = x%e~*, a > —1, x € [0, 00):

M) + o+ 1= x)L3(x) = —nLg(x)

Caminatas aleatorias
0000
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FAMILIAS CLASICAS
Hermite: f(x) = 1,w(x) = e, x € R:
Ha(x)" — 2xHn(x)' = —2nHp(x)
Laguerre: f(x) = x,w(x) = x%e~*, a > —1, x € [0, 00):

M) + o+ 1= x)L3(x) = —nLg(x)

Jacobi: h(x) =1—x% w(x) = (1 —x)%(1 - X)B, x €[-1,1]:
(1P (5~ (a4 8-+ 2P (x)

—n(n+a+B+1)PA(x), o f>-1

Otra manera de escribir esta dltima ecuacién diferencial es

Caminatas aleatorias
0000

y"'(x) + (a+1+6+1)y’(x)—)\nLX)22, A=nln+a+p3+1)

x—1 x+1 1-—
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,(x) son polinomios de
Jacobi paraa=p3=-1/2, ie.

1 dx 0 n#m
Ta(X) Tin(x) ——= = T n=m=20
/71 1—x2 /2 n=m#0
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,(x) son polinomios de
Jacobi paraa=p3=-1/2, ie.

1 dx 0 n#m
Ta(X) Tin(x) ——= = T n=m=20
[1 1—x2 /2 n=m#0

Poseen una definicién trigonométrica (férmula de Moivre):

Th(x) = cos(narccosx), Ty(cosd) = cos(nf), n>0.
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,(x) son polinomios de
Jacobi para a == -1/2, i.e.

1 dx 0 n#m
Ta(X) Tin(x) ——= = T n=m=20
[1 1—x2 /2 n=m#0

Poseen una definicién trigonométrica (férmula de Moivre):
Th(x) = cos(narccosx), Ty(cosd) = cos(nf), n>0.
Tienen las siguientes propiedades

2xTp(x) = Thp1(x) + Tho1(x), Ti(x) =x, To(x) =1,
(1= x))TV(x) = xT(x) +n’To(x) =0, n>0.
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,(x) son polinomios de
Jacobi para a == -1/2, i.e.

1 dx 0 n#m
Ta(X) Tin(x) ——= = T n=m=20
[1 1—x2 /2 n=m#0

Poseen una definicién trigonométrica (férmula de Moivre):
Th(x) = cos(narccosx), Ty(cosd) = cos(nf), n>0.
Tienen las siguientes propiedades
2xTp(x) = Thp1(x) + Tho1(x), Ti(x) =x, To(x) =1,
(1= x))TV(x) = xT(x) +n’To(x) =0, n>0.

De la definicién geométrica se tiene que las raices de T,(x) son

2k —1
xk—cos<ﬁ >, k=1,...,n
2 n
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev de segunda especie U,(x) son polinomios
de Jacobi paraa=p5=1/2, ie.

/11 Un(x)Un(x) mdx_{ﬂ(/)z ntm

n=m
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Caminatas aleatorias
0000

Los polinomios de Chebyshev de segunda especie U,(x) son polinomios
de Jacobi paraa=p5=1/2, ie.

/11 Un(x)Un(x) mdx_{ﬂ(/)z ntm

‘n=m
Poseen una definicién trigonométrica:

Up(cos ) = Sn(ln = 1)9)

- , @ =arccosx, n>0.
sin 6
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Caminatas aleatorias
0000

Los polinomios de Chebyshev de segunda especie U,(x) son polinomios
de Jacobi paraa=p5=1/2, ie.

/11 Un(x)Un(x) mdx_{ﬂ(/)z ntm

‘n=m
Poseen una definicién trigonométrica:
sin((n+ 1)6)
U )= ——F""—
n(cos ) sinf
Tienen las siguientes propiedades

, @ =arccosx, n=>0.

2xUp(x) = Upp1(x) + Up—1(x),  Usi(x) =2x, Up(x) =1,
(1 —x®)UY(x) = 3xUL(x) + n(n +2)Uy(x) =0, n>0.
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PoriNnOMIOS DE CHEBYSHEV

Caminatas aleatorias
0000

Los polinomios de Chebyshev de segunda especie Up(x) son polinomios
de Jacobi paraa =5 =1/2, ie.

/11 Un(x)Un(x) mdx_{ﬂ(/)z ntm

‘n=m
Poseen una definicién trigonométrica:
sin((n+ 1)6)
U )= ——F""—
n(cos ) sinf
Tienen las siguientes propiedades

, @ =arccosx, n=>0.

2xUp(x) = Upp1(x) + Up—1(x),  Usi(x) =2x, Up(x) =1,
(1 —x®)UY(x) = 3xUL(x) + n(n +2)Uy(x) =0, n>0.

De la definicién geométrica se tiene que las raices de U,(x) son

k
= —_— k=1,...
Xk cos(wn+1>, ]
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FORMULA DE CUADRATURA

Sea f continua y w un peso positivo definidos en [—1,1]. Nos gustaria obtener
la mejor aproximacion posible de la integral

L(f) = f(x)w(x)dx

—1

mediante la bisqueda de n+ 1 nodos discretos xp, X1, . . . , X, dentro del
intervalo [—1, 1] tal que (férmula de cuadratura)

Lo(F) & I (f) = Za,-f(x;)
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FORMULA DE CUADRATURA

Sea f continua y w un peso positivo definidos en [—1,1]. Nos gustaria obtener
la mejor aproximacion posible de la integral

L(f) = f(x)w(x)dx

—1

mediante la bisqueda de n+ 1 nodos discretos xp, X1, . . . , X, dentro del
intervalo [—1, 1] tal que (férmula de cuadratura)

Lo(F) & I (F) = Zoc,-f(x,-)

Si Ly(p) — Inw(p) = 0 para cualquier p € P, se dice que la férmula de
cuadratura tiene grado de exactitud igual a r. Por ejemplo, para un conjunto
de nodos xg, X1, . .., Xn, €l polinomio interpolador de Lagrange

L(x) = Z FO)G(x),  40) =] >—, j=0,1,....n

)
X — X
i#j J

tiene grado de exactitud igual a n.
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FORMULA DE CUADRATURA

Sea f continua y w un peso positivo definidos en [—1,1]. Nos gustaria obtener
la mejor aproximacion posible de la integral

L(f) = /_1 f(x)w(x)dx

mediante la bisqueda de n+ 1 nodos discretos xp, X1, . . . , X, dentro del
intervalo [—1, 1] tal que (férmula de cuadratura)

Lo(F) & I (f) = Za,-f(x;)

Si Ly(p) — Inw(p) = 0 para cualquier p € P, se dice que la férmula de
cuadratura tiene grado de exactitud igual a r. Por ejemplo, para un conjunto
de nodos xg, X1, . .., Xn, €l polinomio interpolador de Lagrange

6 X — Xj .
L) =D Fl)(). 60 =[] Z=L, j=0.1...in
j=0 i
tiene grado de exactitud igual a n.

Q: jExiste alguna configuracién de los nodos xo, xi, ..., X», tal que el grado de
exactitud es mayor que n?
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Sea Wny1(x) = [[/_o(x — xi). La férmula de cuadratura I, ,(f) tiene grado de
exactitud igual a n 4+ m si y sélo si

/ et = 0, e B, 1)

=1
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Sea Wny1(x) = [[/_o(x — xi). La férmula de cuadratura I, ,(f) tiene grado de
exactitud igual a n 4+ m si y sélo si

/ et = 0, e B, 1)

=1

d. Para f € P, escribimos f = Wpy1Tm—1 4+ gn cON Tm—1 € Pr—1 y gn € Py,
Entonces f(x;) = gn(x;). Como el grado de exactitud de la férmula de
cuadratura es al menos n para polinomios de grado n se tiene

i aign(Xi) = /_11 qn(x)w(x)dx = /_11 f(x)o.;(x)dx—/_l1 Wit1 (X)Tm—1(x)w(x)dx

Por lo tanto L,(f) = In,.(f) para cualquier f € Ppym.



Preliminares Férmulas de cuadratura de Gauss Equilibrio electrostatico Caminatas aleatorias
0000000 0oeo [e]o]e} 0000

Sea Wny1(x) = [[/_o(x — xi). La férmula de cuadratura I, ,(f) tiene grado de
exactitud igual a n 4+ m si y sélo si

/ Wni1(X)p(x)w(x)dx =0, p € Pp_i. (1)

=1

d. Para f € P, escribimos f = Wpy1Tm—1 4+ gn cON Tm—1 € Pr—1 y gn € Py,
Entonces f(x;) = gn(x;). Como el grado de exactitud de la férmula de
cuadratura es al menos n para polinomios de grado n se tiene

z_": aign(Xi) = /_11 qn(x)w(x)dx = /_11 f(x)o.;(x)dx—/_l1 Wit1 (X)Tm—1(x)w(x)dx

Por lo tanto L,(f) = In,.(f) para cualquier f € Ppym.

@ El grado maximo de exactitud es para m=n+1, i.e. 2n+ 1.
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Sea Wny1(x) = [[/_o(x — xi). La férmula de cuadratura I, ,(f) tiene grado de
exactitud igual a n 4+ m si y sélo si

/ Wni1(X)p(x)w(x)dx =0, p € Pp_i. (1)

=1

d. Para f € P, escribimos f = Wpy1Tm—1 4+ gn cON Tm—1 € Pr—1 y gn € Py,
Entonces f(x;) = gn(xi;). Como el grado de exactitud de la férmula de
cuadratura es al menos n para polinomios de grado n se tiene

n 1 1 1
Z aign(xi) = / gn(x)w(x)dx = f(x)w(x)dx—/ Wot1(X)Tm—1(x)w(x)dx
i=0 -1 -1 -1
Por lo tanto L,(f) = In,.(f) para cualquier f € Ppym.

@ El grado maximo de exactitud es para m=n+1, i.e. 2n+ 1.

@ Para m = n+1 la condicién (1) implica que w11 es el PO (ménico) de
grado n+ 1 con respecto al peso w. Por lo tanto

FORMULA DE CUADRATURA DE GAUSS

Los nodos xp, x1, . . ., Xn, de la férmula de cuadratura vienen dados por los ceros
o raices del polinomio ortogonal p,+1 con respecto a w.
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EJEMPLO: POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Sea w(x) = (1 — x?)~2. Ya sabemos que los PO T,(x) son los polinomios de
Chebyshev de primer tipo. Sus ceros o raices vienen dados por (ordenados)

w(2j+1) .
Xj = —COS ———— =0,1,...,n
o 2(n+ 1) I J )+ )
En este caso los coeficientes a; son contantes y viene dados por

T
n+1’

Qi = i=0,1,...,n
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EJEMPLO: POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Sea w(x) = (1 — x?)~2. Ya sabemos que los PO T,(x) son los polinomios de
Chebyshev de primer tipo. Sus ceros o raices vienen dados por (ordenados)

o m(2j+ 1) .
Xj = c0572(n_~_1)7 j=0,1,...,n

En este caso los coeficientes a; son contantes y viene dados por

oe,-:L, i=0,1,...,n
n+1

Para cualquier funcién continua f en [—1, 1] se tiene que la mejor aproximacién
posible de la integral ponderada si tomamos n + 1 nodos viene dada por

Lof(x) w(2i + 1)
Iw(f) /1—X2 n+1zf< 2( +1)) J
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EJEMPLO: POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Sea w(x) = (1 — x?)~2. Ya sabemos que los PO T,(x) son los polinomios de
Chebyshev de primer tipo. Sus ceros o raices vienen dados por (ordenados)

w(2j+1) .
Xj = —COS ———— =0,1,...,n
J 2(n+ 1) I J P )
En este caso los coeficientes a; son contantes y viene dados por
T

= —— i=0,1,...,
0% n+1 1 n

Para cualquier funcién continua f en [—1, 1] se tiene que la mejor aproximacién
posible de la integral ponderada si tomamos n + 1 nodos viene dada por

Lof(x) w(2i + 1)
Iw(f) /1—X2 n+1zf< 2( +1)) J

Es posible conseguir férmulas de cuadratura (de Gauss-Lobato) cuando se

incluyen en los nodos los extremos —1 y 1. En ese caso los nodos interiores son

los ceros del polinomio T, (x).



@ PRELIMINARES

© FORMULAS DE CUADRATURA DE GAUSS

© EQUILIBRIO ELECTROSTATICO

Q@ CAMINATAS ALEATORIAS

«O>» «F»r <



Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

@ En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva

de masa
(B+1)/2y (a+ 1)/2 respectivamente, o, § > —1.
@ Ahora se colocan

de masa 1 a lo largo del segmento
[-1,1] en las posiciones iniciales x

soosxpcon =1 <xp < e < xp < L
@ Dejamos que se muevan las cargas

Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), |
energia total del sistema X = {x1

xn} tiene dos componentes, una de la
interaccion de las cargas internas y otra de la interaccién con las cargas fijas en
los extremos. Por lo tanto

donde
Em(X) o

E(X) = En(X) + Y ¢(x)

I3
— 3 logle—xl, ¢(x)

1<k<j<n

1 1
;r Iog\x+l\f”;r log |x — 1]

«O>» «F» «

it

v

a
it
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EXPERIMENTO ELECTROSTATICO

Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

@ En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa
(B+1)/2y (a+ 1)/2 respectivamente, o, § > —1.
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EXPERIMENTO ELECTROSTATICO

Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

@ En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa
(B+1)/2y (a+ 1)/2 respectivamente, o, § > —1.

@ Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento
[-1,1] en las posiciones iniciales x1,...,x, con =1 < x; < -+ < Xy < 1.
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EXPERIMENTO ELECTROSTATICO

Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

@ En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa
(B+1)/2y (a+ 1)/2 respectivamente, o, § > —1.

@ Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento
[-1,1] en las posiciones iniciales x1,...,x, con =1 < x; < -+ < Xy < 1.

@ Dejamos que se muevan las cargas libremente.
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EXPERIMENTO ELECTROSTATICO

Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

@ En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa
(B+1)/2y (a+ 1)/2 respectivamente, o, § > —1.

@ Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento
[-1,1] en las posiciones iniciales x1,...,x, con =1 < x; < -+ < Xy < 1.

@ Dejamos que se muevan las cargas libremente.

Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), la
energia total del sistema X = {x1,...,x,} tiene dos componentes, una de la
interaccidn de las cargas internas y otra de la interaccién con las cargas fijas en
los extremos. Por lo tanto

E(X) = En(X) + > ¢(x)

donde

6+1 a+1
En(X) =~ 3 loglx—xl, ¢(x)= "o log lx+1]- “ 2 loglx—1]
1<k<j<n
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EXPERIMENTO ELECTROSTATICO

Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

@ En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa
(B+1)/2y (a+ 1)/2 respectivamente, o, § > —1.
@ Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento
[-1,1] en las posiciones iniciales x1,...,x, con =1 < x; < -+ < Xy < 1.
@ Dejamos que se muevan las cargas libremente.
Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), la
energia total del sistema X = {x1,...,x,} tiene dos componentes, una de la

interaccidn de las cargas internas y otra de la interaccién con las cargas fijas en
los extremos. Por lo tanto

E(X) = En(X) + > ¢(x)

donde
1 1
EnX)=— 3 toghu—xl o) =~ ioglxt 1/~ T Lioglx 1)
1<k<j<n
Q: i Cudles son las posiciones de equilibrio X* = {x{, ..., x, } del sistema que

hacen que la energia E(X) sea minima?
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Sea X* = {x{,...,x*} las posiciones de equilibrio del problema
electrostatico. Entonces x;/, k =1,...,n, son los ceros o raices del

polinomio ortogonal de Jacobi P{™*)(x).
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Sea X* = {x{,...,x*} las posiciones de equilibrio del problema
electrostatico. Entonces x;/, k =1,...,n, son los ceros o raices del
polinomio ortogonal de Jacobi P{™*)(x).

d. Si X* es la configuracién del minimo de energia se debe tener que

%E(X)’ =0,k=1,...,n Sea y(x) = []}_;(x — x). Se tiene

que

0
—E
5Xk

. 1Y)
R T I A O

1/6+1 a+1
7
#x) = 2(x;+1+x;—1>

Por lo tanto %E(X) - =0siysélosi y”(x;) —2¢'(x5)y'(x¢) = 0.

Esta ecuacidn diferencial se identifica con la de Jacobi y por lo tanto
debe ser igual a A\py(x;)/(1 — (x;)?). Para que sea 0 debe implicar que

X, coincida con un cero o raiz del polinomio de Jacobi P,(,a’ﬁ)(x).
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CAMINATAS ALEATORIAS EN N

Las caminatas aleatorias son cadenas de Markov {X, : n > 0} cuyas

transiciones posibles sélo son entre estados adyacentes o vecinos, i.e. para todo

par de estados i,j € N se tiene que

pn, Si i=j+1

. . r si i=j

P(Xorr =j[Xo=0)=¢" "~~~
gn, si i=j—1
0, si |i—jl>1
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CAMINATAS ALEATORIAS EN N

Las caminatas aleatorias son cadenas de Markov {X, : n > 0} cuyas

transiciones posibles sélo son entre estados adyacentes o vecinos, i.e. para todo

par de estados i,j € N se tiene que

pn, Si i=j+1

. . r si i=j

P(Xorr =j[Xo=0)=¢" "~~~
gn, si i=j—1
0, si |i—jl>1

Las cadenas de Markov se suelen representar mediante una matriz de transicién
de probabilidades P, donde en cada entrada (/,j) aparece la probabilidad de ir

del estado i al estado j en una unidad de tiempo. Para el caso de la caminata

aleatoria, P es tridiagonal (semi-infinita), i.e.

o po O

qq n pP1 0
P=10 @ n pm , r>0,p,q>0, pi+r+gqg=1
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CAMINATAS ALEATORIAS EN N

Las caminatas aleatorias son cadenas de Markov {X, : n > 0} cuyas

transiciones posibles sélo son entre estados adyacentes o vecinos, i.e. para todo

par de estados i,j € N se tiene que

pn, Si i=j+1

. . r si i=j

P(Xorr =j[Xo=0)=¢" "~~~
gn, si i=j—1
0, si |i—jl>1

Las cadenas de Markov se suelen representar mediante una matriz de transicién
de probabilidades P, donde en cada entrada (/,j) aparece la probabilidad de ir

del estado i al estado j en una unidad de tiempo. Para el caso de la caminata

aleatoria, P es tridiagonal (semi-infinita), i.e.

o po O
qq n pP1 0
P=10 @ n pm , r>0,p,q>0, pi+r+gqg=1

P con esas propiedades es una matriz estocdstica. En el contexto de PO, P es
una matriz de Jacobi y por lo tanto lleva asociada unarmedida positiva w.



Para x € R construimos un vector Q@ = (Qo(x), Qi(x),...) tal que
PQ =xQ

DA
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Para x € R construimos un vector Q@ = (Qo(x), Qi1(x),...) tal que
PQ =xQ
Normalizando a Qo(x) = 1 se observa que Qn(x) es un polinomio en x de

grado exactamente n y que verifican una relacién de recurrencia a tres términos

XQn(X) = Qnanl(X) + rnQn(X) + PnQn+1(X)7 n>0, Q—I(X) =0 J
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Para x € R construimos un vector Q@ = (Qo(x), Qi1(x),...) tal que
PQ =xQ
Normalizando a Qo(x) = 1 se observa que Qn(x) es un polinomio en x de

grado exactamente n y que verifican una relacién de recurrencia a tres términos

XQn(x) = gnQn—1(x) + rmQn(x) + pr@nt1(x), n>0, Q-1(x)=0 )

El Teorema Espectral asegura que hay una correspondencia biyectiva entre
operadores tridiagonales (como P) autoadjuntos y acotados (en norma 1) en
£%(N) y medidas positivas dw(x) en R con soporte [—1, 1].
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Para x € R construimos un vector Q@ = (Qo(x), Qi1(x),...) tal que
PQ =xQ
Normalizando a Qo(x) = 1 se observa que Qn(x) es un polinomio en x de

grado exactamente n y que verifican una relacién de recurrencia a tres términos

XQn(x) = gnQn—1(x) + rmQn(x) + pr@nt1(x), n>0, Q-1(x)=0 )

El Teorema Espectral asegura que hay una correspondencia biyectiva entre
operadores tridiagonales (como P) autoadjuntos y acotados (en norma 1) en
£%(N) y medidas positivas dw(x) en R con soporte [—1, 1].

REPRESENTACION DE KARLIN-MCGREGOR

Se tiene la siguiente representacién integral de P"

P =P =X =) =7 [ X0 Qx)du(x)

i
Ademi3s 7; = (fil Qj(x)zdw(x)) y la familia de polinomios (Qn)n es

ortogonal con respecto a dw y completa en el espacio Li([—l, 1]).
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Para x € R construimos un vector Q@ = (Qo(x), Qi1(x),...) tal que
PQ =xQ
Normalizando a Qo(x) = 1 se observa que Qn(x) es un polinomio en x de

grado exactamente n y que verifican una relacién de recurrencia a tres términos

XQn(x) = gnQn—1(x) + rmQn(x) + pr@nt1(x), n>0, Q-1(x)=0 )

El Teorema Espectral asegura que hay una correspondencia biyectiva entre
operadores tridiagonales (como P) autoadjuntos y acotados (en norma 1) en
£%(N) y medidas positivas dw(x) en R con soporte [—1, 1].

REPRESENTACION DE KARLIN-MCGREGOR

Se tiene la siguiente representacién integral de P"

P =P =X =) =7 [ X0 Qx)du(x)

i
Ademi3s 7; = (fil Qj(x)zdw(x)) y la familia de polinomios (Qn)n es

ortogonal con respecto a dw y completa en el espacio Li([—l, 1]).

Con esta representacién se pueden estudiar muchos aspectos probabilisticos del
proceso, como la recurrencia o la medida invariante asociada a la caminata
aleatoria
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EJEMPLO 1: BARRERA REPELENTE

SeaPconpo=1yp,=p,qh=9q,r-1=0,n>1

1 p p p p

q q

Caminatas aleatorias
[e]e] lo)
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EJEMPLO 1: BARRERA REPELENTE
SeaPconpo=1yp,=p,qh=9q,r-1=0,n>1
1 p p p P
-~ -~ ~— -~ <~
q q q q q
En este caso la familia de polinomios (Q,), viene definida por

Qulx) = (%) " [(2 —op)T, (zxﬁ) +(2p— 1)U, (ﬁ)]

donde (T,)n y (Un)n son los polinomios de Chebyshev de 1a y 2a especie.
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EJEMPLO 1: BARRERA REPELENTE
SeaPconpo=1yp,=p,qh=9q,r-1=0,n>1
1 p p p P
-~ -~ -~ -~ -~
q q q q q
En este caso la familia de polinomios (Q,), viene definida por

Qn(x>—(g)n/2 [(2 20T, <2r) 2p ‘””(ﬁ)]

donde (T,)n y (Un)n son los polinomios de Chebyshev de 1a y 2a especie.

Ahora la medida ¢ depende del valor de p. Si p > 1/2 entonces

) = YL 1 <2yp J

mientras que si p < 1/2

dip(x) = %};)@dx +2(1 = 2p)m [0-1(x) +01(x)], |x| <2y/pq J



Preliminares
0000000

Férmulas de cuadratura de Gauss Equilibrio electrostatico Caminatas aleatorias
000 [e]o]e} [eJele] ]

OTRAS APLICACIONES

[+

[+

[+

Teoria de operadores: operadores de Jacobi, Hankel, Toeplitz.
Fracciones continuas.
Teoria de representacion grupos: funciones esféricas.

Mecdanica cuantica: oscilador armdnico cudntico, atomo de
hidrégeno, etc.

Andlisis arménico: funciones de Hermite.

Procesos estocasticos: cadenas de Markov de nacimiento y muerte,
procesos de difusién, caminatas aleatorias cudnticas.

Matrices aleatorias.
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OTRAS APLICACIONES

[+

[+

[+

[+

[+

Teoria de operadores: operadores de Jacobi, Hankel, Toeplitz.
Fracciones continuas.
Teoria de representacion grupos: funciones esféricas.

Mecdanica cuantica: oscilador armdnico cudntico, atomo de
hidrégeno, etc.

Andlisis arménico: funciones de Hermite.

Procesos estocasticos: cadenas de Markov de nacimiento y muerte,
procesos de difusién, caminatas aleatorias cudnticas.

Matrices aleatorias.

Los principales problemas abiertos tienen que ver con extensiones de PO
a otros dominios que no sean necesariamente intervalos continuos reales
(ortogonalidad multivariada, matricial, miltiple, de tipo Sobolev, en el
circulo unidad, etc.)
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