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EL PROBLEMA BIESPECTRAL
Dado un operador diferencial de la forma

L =
lX

j=0

Lj(x)@
j
x, @x =

d

dx

se pretende encontrar una familia no trivial de autofunciones �(x,�), i.e.

(L�)(x,�) = ��(x,�)

y que al mismo tiempo sean autofunciones de un operador diferencial de la forma

A =
mX

r=0

Ar(�)@
r
�, @� =

d

d�

i.e.
(A�)(x,�) = ⇥(x)�(x,�)

donde el autovalor ⇥(x) dependa de x.
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En ese caso se dice que el problema biespectral (continuo-continuo) tiene solución de orden (l,m).
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El problema tiene su origen en aplicaciones tan variadas como tomograf́ıa, procesamiento de
señales o matrices aleatorias, aunque muchas de las funciones especiales más conocidas tienen
esta propiedad para ciertos valores de l y m.
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TRANSFORMACIÓN DE DARBOUX
En [Duistermaat-Grünbaum, 1986] se dio una respuesta completa a esta pregunta para el caso en
el que L es un operador de orden 2 y que se puede escribir en la forma usual de Schrödinger

L = @2
x + V (x)

donde V (x) es cierto potencial.
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TRANSFORMACIÓN DE DARBOUX

La respuesta al problema biespectral está basada en la transformación de Darboux, que fue intro-
ducida en 1882 por el propio Darboux, aunque el mismo Darboux dio crédito a Moutard (1875).
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¿En qué consiste la transformación de Darboux?
Es un mapeo simultáneo de soluciones y coeficientes de un par de ecuaciones diferenciales o en dife-
rencias que tienen la misma forma. Conociendo una transformación de Darboux podemos encontrar
o construir soluciones de ecuaciones conociendo una solución trivial.
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Sea L0 = @2
x+V0(x) y �↵1 una autofunción de L0 con autovalor ↵1, i.e. L0�↵1 = ↵1�↵1 . Se factoriza

L0 � ↵1 de la forma

L0 � ↵1 = P0Q0 =

✓
@x +

�0
↵1

�↵1

◆
�
✓
@x �

�0
↵1

�↵1

◆
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La transformación de Darboux de L0 es un nuevo operador L1 que se obtiene invirtiendo el orden
de multiplicación de los factores, i.e.

L1 = Q0P0 + ↵1 = @2
x + V1(x), V1(x) = V0(x) + 2
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Las autofunciones de L1 se pueden hallar en términos de las anteriores. Si �� es una autofunción
de L0 con autovalor � entonces  � = Q0�� es una autofunción de L1 con autovalor �. En efecto

L1Q0�� = (Q0P0 + ↵1)Q0�� = Q0(L0 � ↵1)�� + ↵1Q0�� = Q0L0�� = �Q0��
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Obsérvese que  � se puede escribir como

 � = Q0�� =
1

�↵1

������

�↵1 ��

�0↵1
�0�

������
=

W (�↵1 ,��)

W (�↵1)

donde W (f1, . . . , fm) es el Wronskiano.
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ITERACIÓN DE TRANSFORMACIONES DE DARBOUX
Al nuevo operador L1 le podemos aplicar la misma transformación de Darboux, tomando otra
autofunción con otro autovalor cualquiera. Llamemos L1, L2, . . . , Lm a estos operadores. Por lo
anterior, una autofunción de Lm con autovalor � se puede escribir como

 � = (@x + r1)(@x + r2) · · · (@x + rm)��, donde L0�� = ���
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La j-ésima vez que hacemos Darboux se hace con respecto a una autofunción de Lj�1 de autovalor
↵j , que a su vez se puede escribir en términos de �↵j , autofunción de L0. Un simple proceso de
inducción (usando propiedades de Wronskianos) nos permite obtener la llamada fórmula de Crum:
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La j-ésima vez que hacemos Darboux se hace con respecto a una autofunción de Lj�1 de autovalor
↵j , que a su vez se puede escribir en términos de �↵j , autofunción de L0. Un simple proceso de
inducción (usando propiedades de Wronskianos) nos permite obtener la llamada fórmula de Crum:
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 � =
W (�↵1 , . . . ,�↵m ,��)

W (�↵1 , . . . ,�↵m)
, Lm � = � �
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donde

W (f1, . . . , fm)(x) =

������������

f1(x) f2(x) · · · fm(x)

f 0
1(x) f 0

2(x) · · · f 0
m(x)

...
...

. . .
...

f (m�1)
1 (x) f (m�1)

2 (x) · · · f (m�1)
m (x)

������������
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CASO CONTINUO-CONTINUO (2,M)

En [Duistermaat-Grünbaum, 1986] prueban que el potencial V0 deber ser racional y que ⇥ debe
ser un polinomio de grado  m. La técnica que usan para resolver el problema es encontrar las
soluciones de las llamadas ad-conditions, i.e.

(adL)m+1(⇥) = 0, (adP )(Q) = [P,Q] = PQ�QP
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En [Duistermaat-Grünbaum, 1986] prueban que el potencial V0 deber ser racional y que ⇥ debe
ser un polinomio de grado  m. La técnica que usan para resolver el problema es encontrar las
soluciones de las llamadas ad-conditions, i.e.

(adL)m+1(⇥) = 0, (adP )(Q) = [P,Q] = PQ�QP
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Los diferentes casos son:

Para m = 1 se tiene que V0(x) es constante y deg⇥  1. Son casos triviales.

Para m = 2 se tiene que deg⇥  2. Hay dos casos:

1. Si deg⇥ = 2 entonces V0(x) =
c

(x�a)2 + b, a, b, c 2 C (Bessel).

2. Si deg⇥ = 1 entonces V0(x) = ↵x+ �,↵,� 2 C,↵ 6= 0 (Airy).

Para m = 3 no hay nuevos potenciales.

Para m = 4 se descubrieron dos nuevos potenciales que corresponden al aplicar la transfor-

mación de Darboux una vez a los potenciales V0 = 0 ó V0 = � 1
4

1
x2 .

Para m � 5 todos los nuevos potenciales se obtienen después de aplicar un número finito de

transformaciones de Darboux a los potenciales V0 = 0 ó V0 = � 1
4

1
x2 .
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PROBLEMA BIESPECTRAL: CASO DISCRETO-CONTINUO
Existe una versión discreta-continua del problema biespectral. Para una función fn(x) definimos
el operador shift como s(n)

j fn(x) = fn+j(x) o s(x)
j fn(x) = fn(x+ j), donde j 2 Z.
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PROBLEMA BIESPECTRAL: CASO DISCRETO-CONTINUO
Existe una versión discreta-continua del problema biespectral. Para una función fn(x) definimos
el operador shift como s(n)

j fn(x) = fn+j(x) o s(x)
j fn(x) = fn(x+ j), donde j 2 Z.
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El problema biespectral discreto-continuo de orden (l,m) consiste en encontrar un sistema de
funciones �n(x), donde n 2 Z y x 2 R, tales que que sean autofunciones de un operador en
diferencias de orden l = s� r, i.e.

J =
sX

j=r

dj(n)s(n)
j , J�n(x) =

sX

j=r

dj(n)�n+j(x) = q(x)�n(x)

y simultáneamente de un operador diferencial de orden m

A =
mX

k=0

ak(x)@
k
x , A�n(x) =

mX

k=0

ak(x)�
(k)
n (x) = �n�n(x)
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El problema biespectral discreto-continuo de orden (l,m) consiste en encontrar un sistema de
funciones �n(x), donde n 2 Z y x 2 R, tales que que sean autofunciones de un operador en
diferencias de orden l = s� r, i.e.

J =
sX

j=r

dj(n)s(n)
j , J�n(x) =

sX

j=r

dj(n)�n+j(x) = q(x)�n(x)

y simultáneamente de un operador diferencial de orden m

A =
mX

k=0

ak(x)@
k
x , A�n(x) =

mX

k=0

ak(x)�
(k)
n (x) = �n�n(x)

<latexit sha1_base64="ukIF9g5oK1mOM4cBbc7HvII+wmE="></latexit><latexit sha1_base64="ukIF9g5oK1mOM4cBbc7HvII+wmE="></latexit><latexit sha1_base64="ukIF9g5oK1mOM4cBbc7HvII+wmE="></latexit><latexit sha1_base64="ukIF9g5oK1mOM4cBbc7HvII+wmE="></latexit>

Existe, por último, una versión discreta-discreta del problema biespectral, donde el operador A se
sustituye por otro operador en diferencias de orden m = v � u de la forma

A =
vX

i=u

ai(x)s(x)
i , A�n(x) =

vX

i=u

ai(x)�n(x+ i) = �n�n(x)
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Existe una versión discreta-continua del problema biespectral. Para una función fn(x) definimos
el operador shift como s(n)

j fn(x) = fn+j(x) o s(x)
j fn(x) = fn(x+ j), donde j 2 Z.
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El problema biespectral discreto-continuo de orden (l,m) consiste en encontrar un sistema de
funciones �n(x), donde n 2 Z y x 2 R, tales que que sean autofunciones de un operador en
diferencias de orden l = s� r, i.e.

J =
sX

j=r

dj(n)s(n)
j , J�n(x) =

sX

j=r

dj(n)�n+j(x) = q(x)�n(x)

y simultáneamente de un operador diferencial de orden m

A =
mX

k=0

ak(x)@
k
x , A�n(x) =

mX

k=0

ak(x)�
(k)
n (x) = �n�n(x)
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IMPORTANTE: A partir de ahora nos centraremos en encontrar soluciones polinómicas del prob-

lema biespectral de tal manera que �n(x) = pn(x) con deg pn = n. Además nos centraremos en

operadores discretos donde r = �s (o u = �v), en cuyo caso el orden l será siempre par y en

operadores continuos cuyo orden m sea también par.
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Existe, por último, una versión discreta-discreta del problema biespectral, donde el operador A se
sustituye por otro operador en diferencias de orden m = v � u de la forma

A =
vX

i=u

ai(x)s(x)
i , A�n(x) =

vX

i=u

ai(x)�n(x+ i) = �n�n(x)
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CASO DISCRETO-CONTINUO (2,2)
El caso biespectral discreto-continuo de orden (2, 2) ya fue resuelto por S. Bochner en 1929.
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Las únicas familias de polinomios pn(x) con deg pn = n tales que

anpn+1(x)+bnpn(x)+cnpn�1(x) = xpn(x), y a2(x)p
00
n(x)+a1(x)p

0
n(x)+a0(x)pn(x) = �npn(x)

son las familias clásicas de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi:

1. Hermite: an = 1, bn = 0, cn = n/2 y a2(x) = 1, a1(x) = �2x, a0(x) = 0,�n = �2n.

2. Laguerre: an = n+1, bn = �(2n+↵+1), cn = n+↵ y a2(x) = x, a1(x) = ↵+1�x, a0(x) =
0,�n = �n.

3. Jacobi: a2(x) = 1 � x2, a1(x) = � � ↵ � (↵ + � + 2)x, a0(x) = 0,�n = �n(n + ↵ + � + 1) y

an, bn, cn funciones racionales.
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El operador en diferencias de segundo orden (también llamada relación de recurrencia a tres
términos) es equivalente, según el TEOREMA ESPECTRAL, a que exista una medida positiva
 soportada en la recta real para la cual los correspondientes polinomios son ortogonales en el
sentido de que

(pn, pm) =

Z

S
pn(x)pm(x)d (x) = �nm, S ⇢ R

Las medidas, para los polinomios clásicos, son

1. Hermite: d (x) = e�x2

dx en R (distribución Gaussiana).

2. Laguerre: d (x) = x↵e�xdx,↵ > �1 en [0,1) (distribución Gamma).

3. Jacobi: d (x) = (1� x)↵(1 + x)�dx,↵,� > �1 en [�1, 1] (distribución Beta).
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CASO DISCRETO-CONTINUO (2,2M)
El caso (2, 4) fue resuelto por H. L. Krall en 1940. En 1982 se dio un ejemplo en el caso (2, 6) por

L. L. Littlejohn y más adelante también se estudiaron otros casos de orden (2, 2m),m � 3.
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Aparte de los ejemplos clásicos, los únicos ejemplos en el caso (2, 4) son

De tipo Laguerre: el peso es de la forma e�x +M�(x) en [0,1).

De tipo Jacobi: el peso es de la forma (1� x)↵ +M�(x) en [0, 1].

De tipo Legendre: el peso es de la forma 1/2 +M�(x� 1) +M�(x+ 1) en [�1, 1].
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En [Grünbaum-Haine, 1996] usaron la transformación de Darboux (discreta) para calcular los
polinomios ortogonales de Krall a partir de los ejemplos clásicos de polinomios ortogonales.

PROBLEMA ABIERTO: ¿clasificación de ejemplos para el caso (2, 2m),m � 3?
<latexit sha1_base64="Sy7YefRtimFer0gElrk4rDD9vAY="></latexit><latexit sha1_base64="Sy7YefRtimFer0gElrk4rDD9vAY="></latexit><latexit sha1_base64="Sy7YefRtimFer0gElrk4rDD9vAY="></latexit><latexit sha1_base64="Sy7YefRtimFer0gElrk4rDD9vAY="></latexit>

Aparte de los ejemplos clásicos, los únicos ejemplos en el caso (2, 4) son

De tipo Laguerre: el peso es de la forma e�x +M�(x) en [0,1).
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TRANSFORMACIÓN DE DARBOUX DISCRETA
Sea J un operador en diferencias de segundo orden de la forma J = s1+bn+an�1s�1. La ecuación
Jp = �p con p = (p0, p1, . . .)T , se puede escribir de la forma

Jp =

0

BBBBBB@

b1 1 0

a1 b2 1 0

0 a2 b3 1

. . . . . . . . .

1

CCCCCCA

0

BBBBBB@

p0

p1

p2
...

1

CCCCCCA
= �

0

BBBBBB@

p0

p1

p2
...

1

CCCCCCA
= �p
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A continuación se hace la factorización UL (con autovalor �) de J (igual para la factorización LU)

J � �I = JUJL = (s1 + ↵n) � (�ns�1 + 1)

En otras palabras

J � �I =

0

BBBBBB@

↵1 1

0 ↵2 1

0 0 ↵3 1

. . . . . . . . .

1

CCCCCCA

0

BBBBBB@

1 0

�1 1 0

0 �2 1 0

. . . . . . . . .

1

CCCCCCA
= JUJL
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La transformación de Darboux discreta de J es un nuevo operador eJ = JLJU + �I cuyos nuevos
coeficientes ebn,ean verifican

ebn = bn + �n�1 � �n, n � 1, ea1 = ↵1�1, ean = an�1�n/�n�1, n � 2

En este caso aparece un parámetro libre ↵1 (al contrario que en la factorización LU), aparte del
autovalor �. En muchos caso se toma � = 0 en cuyo caso la autofunción inicial está en el ker(J).
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TRANSFORMACIÓN DE DARBOUX DISCRETA
Al igual que antes, se puede aplicar la transformación de Darboux discreta al nuevo operador eJ
con respecto a otro autovalor. Las autofunciones de la última transformación se pueden expresar
en términos de autofunciones del primer operador J mediante determinantes de Casorati (versión
discreta de los Wronskianos), que se definen para funciones discretas g1(n), . . . , gm(n) como

Wn(g1, . . . , gm) =

������������

g1(n) g1(n� 1) · · · g1(n�m+ 1)

g2(n) g2(n� 1) · · · g2(n�m+ 1)
...

...
. . .

...

gm(n) gm(n� 1) · · · gm(n�m+ 1)

������������

aunque otras maneras de definirlo (subiendo los índices en vez de bajarlos).
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Como ya vimos, el Teorema Espectral proporciona una correspondencia uno-a-uno entre operadores
tridiagonales J (Jacobi) y medidas positivas  soportadas en la recta real. La transformación de
Darboux discreta (UL o LU) proporciona un nuevo operador tridiagonal eJ (Jacobi) y por lo tanto
tendrá una nueva medida e asociada.
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Una cuestión natural es estudiar cómo se transforman las correspondientes medidas espectrales:

Caso UL: J $  (x) ) eJ $  (x)

x� �
+M(↵1)�(x� �) (transformación de Geronimus).

Caso LU: J $  (x) ) eJ $ (x� �) (x) (transformación de Christoffel).
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CASO DISCRETO-DISCRETO (2,2)
El caso biespectral discreto-discreto de orden (2, 2) fue clasificado por O. E. Lancaster en 1941.
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1. Charlier: can son ortogonales con respecto a la distribución de Poisson

!a(x) =
1X

x=0

ax

x!
�x, a > 0

y verifican una ecuación en diferencias de segundo orden de la forma

�acan(x+ 1) + (x+ a)can(x)� xcan(x� 1) = ncan(x)

2. Meixner: M�,c
n son ortogonales con respecto a la distribución de Pascal

!�,c(x) =
1X

x=0

(�)x
x!

cx�x, � > 0, 0 < c < 1

3. Krawtchouk: Kp,N
n son ortogonales con respecto a la distribución binomial

!p,N (x) =
NX

x=0

✓
N

x

◆
px(1� p)N�x�x, 0 < p < 1

4. Hahn: Q↵,�,N
n son ortogonales con respecto a la distribución hipergeométrica

!↵,�,N (x) =
NX

x=0

✓
↵+ x

x

◆✓
� +N � x

N � x

◆
�x, ↵,� > �1, ó ↵,� < �N

<latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit><latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit><latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit><latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit>



CASO DISCRETO-DISCRETO (2,2)
El caso biespectral discreto-discreto de orden (2, 2) fue clasificado por O. E. Lancaster en 1941.

<latexit sha1_base64="hHSK2oVW5WXeATLzBt+F1h+paio="></latexit><latexit sha1_base64="hHSK2oVW5WXeATLzBt+F1h+paio="></latexit><latexit sha1_base64="hHSK2oVW5WXeATLzBt+F1h+paio="></latexit><latexit sha1_base64="hHSK2oVW5WXeATLzBt+F1h+paio="></latexit>

1. Charlier: can son ortogonales con respecto a la distribución de Poisson

!a(x) =
1X

x=0

ax

x!
�x, a > 0

y verifican una ecuación en diferencias de segundo orden de la forma

�acan(x+ 1) + (x+ a)can(x)� xcan(x� 1) = ncan(x)

2. Meixner: M�,c
n son ortogonales con respecto a la distribución de Pascal

!�,c(x) =
1X

x=0

(�)x
x!

cx�x, � > 0, 0 < c < 1

3. Krawtchouk: Kp,N
n son ortogonales con respecto a la distribución binomial

!p,N (x) =
NX

x=0

✓
N

x

◆
px(1� p)N�x�x, 0 < p < 1

4. Hahn: Q↵,�,N
n son ortogonales con respecto a la distribución hipergeométrica

!↵,�,N (x) =
NX

x=0

✓
↵+ x

x

◆✓
� +N � x

N � x

◆
�x, ↵,� > �1, ó ↵,� < �N

<latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit><latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit><latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit><latexit sha1_base64="nGm6Gzcmj2w+wIwcT9tJNu7Rrv8="> </latexit>

Sin embargo, para el caso de orden (2, 2m) con m � 2 no se encontraron ejemplos hasta muy
recientemente (A. Durán, 2012).

<latexit sha1_base64="sSplBXC3qv1sqWSKiF5d3wU8Jx4="></latexit><latexit sha1_base64="sSplBXC3qv1sqWSKiF5d3wU8Jx4="></latexit><latexit sha1_base64="sSplBXC3qv1sqWSKiF5d3wU8Jx4="></latexit><latexit sha1_base64="sSplBXC3qv1sqWSKiF5d3wU8Jx4="></latexit>
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1. El problema biespectral

1.1 La transformación de Darboux

1.2 Soluciones en términos de Wronskianos
<latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit><latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit><latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit><latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit>



ÍNDICE

1. El problema biespectral

1.1 La transformación de Darboux

1.2 Soluciones en términos de Wronskianos
<latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit><latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit><latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit><latexit sha1_base64="Vpxh7WbpGBwQhiNok5kO0c7iOBI="></latexit>

2. D-operadores

2.1 Soluciones en términos de determinantes de Casorati

2.2 Ejemplos: Charlier (discreto) y Laguerre (continuo)
<latexit sha1_base64="/p0Xfg//fOGJBF1yo9kh0jMogJ4="></latexit><latexit sha1_base64="/p0Xfg//fOGJBF1yo9kh0jMogJ4="></latexit><latexit sha1_base64="/p0Xfg//fOGJBF1yo9kh0jMogJ4="></latexit><latexit sha1_base64="/p0Xfg//fOGJBF1yo9kh0jMogJ4="></latexit>



   -OPERADORESD
<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Este método, introducido por [Durán, 2013], proporciona una manera de obtener autofun-
ciones polinomiales de operadores diferenciales o en diferencias de órdenes mayores que 2 en
términos de las autofunciones polinomiales de un operador conocido.

<latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit>



   -OPERADORESD
<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Este método, introducido por [Durán, 2013], proporciona una manera de obtener autofun-
ciones polinomiales de operadores diferenciales o en diferencias de órdenes mayores que 2 en
términos de las autofunciones polinomiales de un operador conocido.

<latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit>



   -OPERADORESD
<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Este método, introducido por [Durán, 2013], proporciona una manera de obtener autofun-
ciones polinomiales de operadores diferenciales o en diferencias de órdenes mayores que 2 en
términos de las autofunciones polinomiales de un operador conocido.

<latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit>

• El método no asegura que las correspondientes autofunciones tengan la propiedad
biespectral. Sin embargo, en todos los ejemplos vistos hasta ahora, van a tener la
propiedad biespectral.

<latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit><latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit><latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit><latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit>
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<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Este método, introducido por [Durán, 2013], proporciona una manera de obtener autofun-
ciones polinomiales de operadores diferenciales o en diferencias de órdenes mayores que 2 en
términos de las autofunciones polinomiales de un operador conocido.

<latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit><latexit sha1_base64="UpW417e+OQrsNqwv3B786ATThd8="></latexit>

• El método no asegura que las correspondientes autofunciones tengan la propiedad
biespectral. Sin embargo, en todos los ejemplos vistos hasta ahora, van a tener la
propiedad biespectral.

<latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit><latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit><latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit><latexit sha1_base64="0Lv37hTz2eHqd56X4K9SrxvhTmY="> 1t5twzYrRrYTSN6sxZ+iz0y6H5UA1tcO3LseLdhesd1fqeisGNk1Vpu2qnYVvNNWiEmsTgW7avrOu2hynWuW7D3aSSUY+9bfRVQlxA60id5Qe9+EjqnB6OMnsz2cQZj3s4TQ7WNq6MV3axFyVTzJNoeMwueTao5PMqDKo6HLLBwZNaYPbXGJKW3eLGFZ0tL2eKCpZ6FK5eq5lLvGKuZlIzNP/WGqpopl6rDVYfJ5hu+U3PpzKnOLdVeKulqTgG/h/ReCfHVjPdI1s5XzSKs40RYe1CM+q9q/j0ojH6cqdRfmvANWNmejFNPTK5oZn6f3lG7xtnLFnmF7xnxtkzP9ZvnXpf+6mjn6BsZ+rXwwogXtfBphQVpTRvSijikNeNgPePvTTcXi//Xcb7wbKm1uNBafLzUvLus/+fjKvucfcFuwr70W3aX/QAr6jZzplanelPZVL/5dXO72W7+qESvTGnMZ+zMp+n+C26K71s=</latexit>

• El método tuvo su origen en la búsqueda de polinomios de Krall discretos, que hasta
la fecha no se hab́ıa descubierto ninguno.

<latexit sha1_base64="BFUoKrfjcsj6VmXpQWfwOrcd0C8="></latexit><latexit sha1_base64="BFUoKrfjcsj6VmXpQWfwOrcd0C8="></latexit><latexit sha1_base64="BFUoKrfjcsj6VmXpQWfwOrcd0C8="></latexit><latexit sha1_base64="BFUoKrfjcsj6VmXpQWfwOrcd0C8="></latexit>
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<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Sea A un álgebra de operadores (diferenciales o en diferencias) con coeficientes polinómicos. Supon-
gamos que partimos de una familia de polinomios (pn)n con deg pn = n tal que existe un operador
Dp 2 A tal que Dp(pn) = �npn con �n = n.

? Desarrollamos el método para el caso en el que el autovalor inicial �n es lineal en n. Cuando �n

no es lineal también se ha extendido el método, pero es un poco más complejo.
<latexit sha1_base64="U9fN3zm26k3g4v4uql0zfzAWAKs="></latexit><latexit sha1_base64="U9fN3zm26k3g4v4uql0zfzAWAKs="></latexit><latexit sha1_base64="U9fN3zm26k3g4v4uql0zfzAWAKs="></latexit><latexit sha1_base64="U9fN3zm26k3g4v4uql0zfzAWAKs="></latexit>
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<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Dada una sucesión de números ("n)n consideramos el operador

D(pn) =
nX

j=1

(�1)j+1"n · · · "n�jpn�j = "npn�1 � "n"n�1pn�2 + · · ·
<latexit sha1_base64="UyQ5wfaBY9kY1OZp5lI8UWxvidQ="></latexit><latexit sha1_base64="UyQ5wfaBY9kY1OZp5lI8UWxvidQ="></latexit><latexit sha1_base64="UyQ5wfaBY9kY1OZp5lI8UWxvidQ="></latexit><latexit sha1_base64="UyQ5wfaBY9kY1OZp5lI8UWxvidQ="></latexit>
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no es lineal también se ha extendido el método, pero es un poco más complejo.
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Dada una sucesión de números ("n)n consideramos el operador

D(pn) =
nX

j=1

(�1)j+1"n · · · "n�jpn�j = "npn�1 � "n"n�1pn�2 + · · ·
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Sea A un álgebra de operadores (diferenciales o en diferencias) con coeficientes polinómicos. Supon-
gamos que partimos de una familia de polinomios (pn)n con deg pn = n tal que existe un operador
Dp 2 A tal que Dp(pn) = �npn con �n = n.

? Desarrollamos el método para el caso en el que el autovalor inicial �n es lineal en n. Cuando �n

no es lineal también se ha extendido el método, pero es un poco más complejo.
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Se dice que D es un D-operador asociado a A y (pn)n si D 2 A
<latexit sha1_base64="zNCvkVDcOhxwOg56sv5CAOEzJLM="></latexit><latexit sha1_base64="zNCvkVDcOhxwOg56sv5CAOEzJLM="></latexit><latexit sha1_base64="zNCvkVDcOhxwOg56sv5CAOEzJLM="></latexit><latexit sha1_base64="zNCvkVDcOhxwOg56sv5CAOEzJLM="></latexit>



   -OPERADORESD
<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Dada una sucesión de números ("n)n consideramos el operador

D(pn) =
nX

j=1

(�1)j+1"n · · · "n�jpn�j = "npn�1 � "n"n�1pn�2 + · · ·
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Sea A un álgebra de operadores (diferenciales o en diferencias) con coeficientes polinómicos. Supon-
gamos que partimos de una familia de polinomios (pn)n con deg pn = n tal que existe un operador
Dp 2 A tal que Dp(pn) = �npn con �n = n.

? Desarrollamos el método para el caso en el que el autovalor inicial �n es lineal en n. Cuando �n

no es lineal también se ha extendido el método, pero es un poco más complejo.
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Se dice que D es un D-operador asociado a A y (pn)n si D 2 A
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Ejemplos:

Laguerre: "n = �1 ) D =
d

dx
= @x.

Charlier: "n = 1 ) D = r = s0 � s�1.

Otras familias clásicas puede que tengan más de un D-operador (Jacobi tiene 2 y Hahn tiene 4).

PROBLEMA ABIERTO: Demostrar que los únicos D-operadores asociados a cada familia clásica
(discreta y continua) son los que se conocen.
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Sean R1, R2, . . . , Rm, m polinomios arbitrarios y m D-operadores D1,D2, . . . ,Dm definidos
por las sucesiones ("hn)n, h = 1, . . . ,m.
Se definen a su vez las funciones auxiliares ⇠hn,i por

⇠hn,i = "hn"
h
n�1 · · · "hn�i+1

y asumimos que el siguiente determinante de tipo Casorati nunca se anula (n � 0)

⌦(n) =

���������

⇠1n�1,m�1R1(n� 1) ⇠1n�2,m�2R1(n� 2) · · · R1(n�m)
...

...
. . .

...

⇠mn�1,m�1Rm(n� 1) ⇠mn�2,m�2Rm(n� 2) · · · Rm(n�m)

���������

6= 0
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Sean R1, R2, . . . , Rm, m polinomios arbitrarios y m D-operadores D1,D2, . . . ,Dm definidos
por las sucesiones ("hn)n, h = 1, . . . ,m.
Se definen a su vez las funciones auxiliares ⇠hn,i por

⇠hn,i = "hn"
h
n�1 · · · "hn�i+1

y asumimos que el siguiente determinante de tipo Casorati nunca se anula (n � 0)

⌦(n) =

���������

⇠1n�1,m�1R1(n� 1) ⇠1n�2,m�2R1(n� 2) · · · R1(n�m)
...

...
. . .

...

⇠mn�1,m�1Rm(n� 1) ⇠mn�2,m�2Rm(n� 2) · · · Rm(n�m)

���������

6= 0
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Sea ahora una sucesión de polinomios (qn)n definidos por

qn(x) =

������������

pn(x) �pn�1(x) · · · (�1)mpn�m(x)

⇠1n,mR1(n) ⇠1n�1,m�1R1(n� 1) · · · R1(n�m)
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

⇠mn,mRm(n) ⇠mn�1,m�1Rm(n� 1) · · · Rm(n�m)

������������

Observación: qn es una combinación lineal de m+ 1 polinomios pn consecutivos de la forma

qn = ⌦(n)pn + �n,1pn�1 + �n,2pn�2 + · · ·+ �n,mpn�m

y además deg qn = n por la hipótesis.
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Sean R1, R2, . . . , Rm, m polinomios arbitrarios y m D-operadores D1,D2, . . . ,Dm definidos
por las sucesiones ("hn)n, h = 1, . . . ,m.
Se definen a su vez las funciones auxiliares ⇠hn,i por

⇠hn,i = "hn"
h
n�1 · · · "hn�i+1

y asumimos que el siguiente determinante de tipo Casorati nunca se anula (n � 0)

⌦(n) =

���������

⇠1n�1,m�1R1(n� 1) ⇠1n�2,m�2R1(n� 2) · · · R1(n�m)
...

...
. . .

...

⇠mn�1,m�1Rm(n� 1) ⇠mn�2,m�2Rm(n� 2) · · · Rm(n�m)

���������

6= 0
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Sea ahora una sucesión de polinomios (qn)n definidos por

qn(x) =

������������

pn(x) �pn�1(x) · · · (�1)mpn�m(x)

⇠1n,mR1(n) ⇠1n�1,m�1R1(n� 1) · · · R1(n�m)
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

⇠mn,mRm(n) ⇠mn�1,m�1Rm(n� 1) · · · Rm(n�m)

������������

Observación: qn es una combinación lineal de m+ 1 polinomios pn consecutivos de la forma

qn = ⌦(n)pn + �n,1pn�1 + �n,2pn�2 + · · ·+ �n,mpn�m

y además deg qn = n por la hipótesis.
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Definamos para h = 1, . . . ,m, las siguientes funciones

Mh(x) =
mX

j=1

(�1)
h+j⇠hx,m�j det

�
⇠lx+j�r,m�rRl(x+ j � r)

�8
<

:
l 6= h

r 6= j

9
=

;

Observación: Mh son combinaciones lineales de determinantes adjuntos de ⌦(x).
<latexit sha1_base64="TagBLrcuYFuH80ChdO0xy8gVyxo="></latexit><latexit sha1_base64="TagBLrcuYFuH80ChdO0xy8gVyxo="></latexit><latexit sha1_base64="TagBLrcuYFuH80ChdO0xy8gVyxo="></latexit><latexit sha1_base64="TagBLrcuYFuH80ChdO0xy8gVyxo="></latexit>



   -OPERADORESD
<latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit><latexit sha1_base64="7MdSKXiPHuRTKvx6Pm3/qRPdLDw="></latexit>

Definamos para h = 1, . . . ,m, las siguientes funciones

Mh(x) =
mX

j=1

(�1)
h+j⇠hx,m�j det

�
⇠lx+j�r,m�rRl(x+ j � r)

�8
<

:
l 6= h

r 6= j

9
=

;

Observación: Mh son combinaciones lineales de determinantes adjuntos de ⌦(x).
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TEOREMA [Durán-MdI, 2015]. Asumamos que ⌦(x) yMh(x) son polinomios en x. Entonces
existe un operador Dq 2 A tal que

Dq(qn) = P (n)qn

con

P (n)� P (n� 1) = ⌦(n)

y Dq viene dado por

Dq = P (Dp) +

mX

h=1

Mh(Dp)DhRh(Dp)

donde Dp es el operador inicial con Dp(pn) = npn.
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Definamos para h = 1, . . . ,m, las siguientes funciones

Mh(x) =
mX

j=1

(�1)
h+j⇠hx,m�j det

�
⇠lx+j�r,m�rRl(x+ j � r)

�8
<

:
l 6= h

r 6= j

9
=

;

Observación: Mh son combinaciones lineales de determinantes adjuntos de ⌦(x).
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TEOREMA [Durán-MdI, 2015]. Asumamos que ⌦(x) yMh(x) son polinomios en x. Entonces
existe un operador Dq 2 A tal que

Dq(qn) = P (n)qn

con

P (n)� P (n� 1) = ⌦(n)

y Dq viene dado por

Dq = P (Dp) +

mX

h=1

Mh(Dp)DhRh(Dp)

donde Dp es el operador inicial con Dp(pn) = npn.
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El orden del operador Dq viene dado por ord(Dp)[deg⌦+ 1].
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PROPIEDAD BIESPECTRAL: CASO DISCRETO
Veamos en qué situaciones tenemos que los polinomios qn son biespectrales de orden (2, 2m) y en
cuyo caso serán ortogonales con respecto a una medida e!.

Los polinomios qn dependen de m polinomios arbitrarios R1, . . . , Rm. Sólo para una elección apro-
piada de esos polinomios se tendrá que son, además, ortogonales.
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Si ! es la medida de ortogonalidad original de los pn, la medida asociada a qn se va a identificar
con una transformación de Christoffel de !, i.e.

e! =
Y

f2F

(x� f) !(x)

para cierto conjunto F de números enteros positivos (sin repetir).
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PROPIEDAD BIESPECTRAL: CASO DISCRETO
Veamos en qué situaciones tenemos que los polinomios qn son biespectrales de orden (2, 2m) y en
cuyo caso serán ortogonales con respecto a una medida e!.

Los polinomios qn dependen de m polinomios arbitrarios R1, . . . , Rm. Sólo para una elección apro-
piada de esos polinomios se tendrá que son, además, ortogonales.
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Si ! es la medida de ortogonalidad original de los pn, la medida asociada a qn se va a identificar
con una transformación de Christoffel de !, i.e.

e! =
Y

f2F

(x� f) !(x)

para cierto conjunto F de números enteros positivos (sin repetir).
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Asociado a este conjunto F va a haber otro G que define mediante

G = I(F ) = {1, 2, . . . , fk} \ {fk � f, f 2 F}, fk = máxF, k = #(F )

y que va a estar muy relacionado con los grados de los polinomios arbitrarios R1, . . . , Rm. Cuantos
más huecos en el conjunto F , más elementos habrán en el conjunto G. Por ejemplo

I({1, 2, 3, . . . , k}) = {k}, I({1, k}) = {1, 2, . . . , k � 2, k}
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POLINOMIOS DE KRALL-CHARLIER
La elección de polinomios Rj que hace que qn sean ortogonales con respecto a una medida viene
dada por

Rj(x) = c�a
j (�x� 1), j � 0
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Sea entonces F ⇢ N finito y G = I(F ) = {g1, . . . , gm}. Sea !a la medida de Charlier y (can)n sus
correspondientes polinomios. Asumamos que ⌦G(n) = det

�
c�a
gl (�n� j � 1)

�m
l,j=1

6= 0.
Los polinomios (qn)n definidos por

qn(x) =

������������

can(x) �can�1(x) · · · (�1)mcan�m(x)

c�a
g1 (�n� 1) c�a

g1 (�n) · · · c�a
g1 (�n+m� 1)

...
...

. . .
...

c�a
gm(�n� 1) c�a

gm(�n) · · · c�a
gm(�n+m� 1)

������������

son ortogonales con respecto a la medida

!F
a =

Y

f2F

(x� f)!a

y además son autofunciones de un operador en diferencias Dq de orden 2m donde

m =
X

f2F

f � k(k � 1)

2
+ 1, k = #(F ).

Por lo tanto tienen la propiedad biespectral discreta-discreta de orden (2, 2m).
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POLINOMIOS DISCRETOS DE LAGUERRE-SOBOLEV
Sean L↵

n(x) los polinomios de Laguerre y definamos el siguiente determinante de tipo Casorati

qn(x) =

������������

L↵
n(x) L↵

n�1(x) · · · L↵
n�m(x)

R1(n) R1(n� 1) · · · R1(n�m)
...

...
. . .

...

Rm(n) Rm(n� 1) · · · Rm(n�m)

������������

, n � 0
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Sea m � 1, y M = (Mi,j)
m�1
i,j=0 una matriz de dimensión m⇥m. Para ↵ 6= m� 1,m� 2, . . . existe

una elección de funciones R1, . . . , Rm, dada por

Rl(x) =
�(↵�m+ l)

(m� l)!
(x+ 1)m�l + (l � 1)!

�(↵+ 1 + x)

�(1 + x)

m�1X

i=0

(�1)iMl�1,i

�(↵+ i+ 1)
(x� i+ 1)i

tal que qn son ortogonales con respecto a una forma bilineal discreta de tipo Laguerre-Sobolev

hp, qi =
Z 1

0
p(x)q(x)x↵�me�xdx+ (p(0), . . . , p(m�1)(0))M

0

BBB@

q(0)
...

q(m�1)(0)

1

CCCA

siempre y cuando que ⌦(n) = det(Ri(n� j))mi,j=1 6= 0, n � 0.
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POLINOMIOS DISCRETOS DE LAGUERRE-SOBOLEV

Cuando ↵ � m es un entero entonces las funciones R1, . . . , Rm pasan a ser polinomios de la forma

Rl(x) =
(↵�m+ l � 1)!

(m� l)!
(x+ 1)m�l + (l � 1)!(x+ 1)↵

m�1X

i=0

(�1)iMl�1,i

(↵+ i)!
(x� i+ 1)i

Con lo cual existe un operador diferencial de orden mayor que 2 para el cual los polinomios qn son
autofunciones.
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Para el caso en el que la matrix M es simétrica con entradas Mi,j = ai+j para i + j  m � 1
y Mi,j = 0 para i + j > m � 1, la forma bilineal se reduce al producto interno definido por el
funcional de momentos

x↵�me�x +
m�1X

i=0

ai�
(i)
0
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Observación final: Cuando R1, . . . , Rm no se eligen de esa manera también (en los casos de Charlier

y Laguerre) se ha probado recientemente (A. Durán para el caso Charlier y A. Durán-MdI para

el caso Laguerre) que los polinomios definidos mediante ese determinante de tipo Casorati son

biespectrales de orden (2l, 2m) e incluso se ha identificado cierta forma bilineal para la cual los

polinomios tienen ciertas propiedades de ortogonalidad.
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PROBLEMA ABIERTO: Estudio de las álgebras de operadores diferenciales (o en diferencias) aso-

ciadas a estos ejemplos de tipo Krall, aśı como el estudio de álgebras de operadores de recurrencia.
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RESUMEN

• Hemos definido el origen del problema biespectral y su solución (para el caso continuo-

continuo) de orden (2,m) usando iteraciones de transformaciones de Darboux.
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• Para el caso del problema biespectral discreto-continuo nos centramos en soluciones donde
las autofunciones son polinómicas. El caso de orden (2, 2) corresponde a las familias clásicas.
Los casos de orden (2, 2m) también se hallan en términos de iteraciones de transformaciones
discretas de Darboux.
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Hemos definido el método de los D-operadores que proporciona una manera más sistemática

de obtener autofunciones polinomiales definidas mediante un determinante de tipo Casorati

en términos de las autofunciones polinomiales de un operador conocido.
<latexit sha1_base64="AdXz7yj72v7zIoI+TM0svFsG4QI="></latexit><latexit sha1_base64="AdXz7yj72v7zIoI+TM0svFsG4QI="></latexit><latexit sha1_base64="AdXz7yj72v7zIoI+TM0svFsG4QI="></latexit><latexit sha1_base64="AdXz7yj72v7zIoI+TM0svFsG4QI="></latexit>



RESUMEN

• Hemos definido el origen del problema biespectral y su solución (para el caso continuo-

continuo) de orden (2,m) usando iteraciones de transformaciones de Darboux.
<latexit sha1_base64="lp+EfhrgMvMI06keA3wRZGeftYU="></latexit><latexit sha1_base64="lp+EfhrgMvMI06keA3wRZGeftYU="></latexit><latexit sha1_base64="lp+EfhrgMvMI06keA3wRZGeftYU="></latexit><latexit sha1_base64="lp+EfhrgMvMI06keA3wRZGeftYU="></latexit>
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• Estos polinomios definidos mediante un determinante de tipo Casorati tienen la propiedad
biespectral de orden (2l, 2m) en el caso discreto-discreto (Charlier) y en el caso discreto-
continuo (Laguerre).
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• Para cierta elección de polinomios arbitrarios R1, . . . , Rm se tiene que son biespectrales de or-
den (2, 2m) y por lo tanto ortogonales con respecto a una medida (Krall-Charlier) o funcional
de momentos (Krall-Laguerre).
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Hemos definido el método de los D-operadores que proporciona una manera más sistemática

de obtener autofunciones polinomiales definidas mediante un determinante de tipo Casorati

en términos de las autofunciones polinomiales de un operador conocido.
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