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f
ifiLd

ik

i

I et 2NN el R s
Wi f s NS Lo a s ez
s ey

il Wl A=

o

TR

"’/“;1'

(‘g\ = e

o] S g i\ 7 ; ""' 7
Nl ) i /s

ey

RECHERCHES
. fL"A'T'Tft ACTION -
| . U'DES :
SPHEROIDES HOMOGENES,

Par M. LE GENDRE.

M. ‘M a¢Lav RTN ¢ft le .premiér ‘qui ait -déterminé
Pattralion d’un Sphéroide elliptique pour des points fitués dans
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fioure de la Terre , fetvent de bafe & fon excellente Piece fur
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El potencial gravitatorio V(Z) asociado a un punto de masa M en un punto ¥ € R?
(o también el potencial de Coulomb asociado a un punto de carga) es el trabajo que
hay que realizar para traer una masa unitaria del infinito a ese punto .
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donde G es la constante de gravitacion universal, |Z| es la distancia euclidea y 6 es el
angulo entre  y .
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El potencial gravitatorio V(Z) asociado a un punto de masa M en un punto ¥ € R?
(o también el potencial de Coulomb asociado a un punto de carga) es el trabajo que
hay que realizar para traer una masa unitaria del infinito a ese punto .

Si la distribucién de masa viene dada por M = ng dm(7), el potencial viene dado por
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donde G es la constante de gravitacion universal, |Z| es la distancia euclidea y 6 es el
angulo entre  y .

Legendre observo, llamando Z = |7]/|Z|, que si |Z| < 1 entonces se tiene la expasion

©.@)

(1 —2Zcosb+ 72712 = Z Z" P, (cos @)
n=0

donde (P, ), era cierta sucesion de polinomios (polinomios de Legendre), dados por

Po(z) =1, Pi(z)=z Pyx)= %(3x2 _ 1), Py(z) = %(5:& _ 39),



Se tiene entonces que el potencial V(Z) viene dado por

V(F) = —‘% /R f:o (;)n P, (cos ) dm(7)

i ®3cos” 6 — 1
—g 1+L_,COSH+@ A + -+ ) dm(7)
Z| Jps T |Z|? 2
GM G |71 2
= — — — 60— 1)dm(r)+---
E EE /R3 ; (3 cos ydm(7) +

donde se observa como el potencial puede venir atectado por la forma que tenga el
cuerpo de masa M (esto se llama desarrollo multipolar).
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Inicialmente descubri6 los de grado par, pero luego los extendié a cualquier grado y
observé (1784) que tenian la siguiente propiedad
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es decir, eran ortogonales.
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donde se observa como el potencial puede venir atectado por la forma que tenga el
cuerpo de masa M (esto se llama desarrollo multipolar).

Inicialmente descubrié los de grado par, pero luego los extendié a cualquier grado y
observé (1784) que tenian la siguiente propiedad

1
2
Pn Pm — nm
/_1 (2) Py, (z)dx 2n+1(5

es decir, eran ortogonales.

Si existe una densidad de masa continua p(7) tal que dm(7) = p(7)dr, donde dr es el
elemento de volumen euclideo y ademas se anula fuera de una region acotada, entonces
p(T) se puede recuperar mediante la férmula

1
p(Z) = —=AV(Z)
donde A el operador de Laplace. V() verifica entonces la ecuacion de Poisson, que

se puede resolver usando la funcion de Green.



Otra manera de resolver el problema es entonces resolviendo la ecuacion de Laplace

0V N 0*V N 0*V
oxz?  Oy?  0z2

AV (%) = =0



Otra manera de resolver el problema es entonces resolviendo la ecuacion de Laplace

AV (%) =

0’V 9*V 0%V

Zr 2 —0
Ox? i 0y? i 072

Haciendo el cambio a coordenadas esféricas (x,y, z) — (r,0, ¢) y usando el método de
separacion de variables podemos suponer que V = V(r,0,¢) = R(r)©(0)P(¢), donde
cada una de estas funciones es solucion de las ecuaciones

" (¢) +

r*R’(r) 4+ 2rR'(r) — AR(r) = 0
©"(0) + aB(0) =0
) #(6) =0

coS ¢
sin @

@

®%m+(A—.2

sin“ @

La primera (Cauchy-Euler) y la segunda (oscilador armoénico) se pueden resolver
explicitamente. La periodicidad de © hace que a = m? con m > 0 un entero no
negativo. La tercera sin embargo no es tan sencilla de resolver.
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0’V 9*V 0%V
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Haciendo el cambio a coordenadas esféricas (x,y, z) — (r,0, ¢) y usando el método de
separacion de variables podemos suponer que V = V(r,0,¢) = R(r)©(0)P(¢), donde
cada una de estas funciones es solucion de las ecuaciones

r*R’(r) 4+ 2rR'(r) — AR(r) = 0
©"(0) + aB(0) =0

7 Cos ¢ _, G _
¥/(0)+ 00(0) + (- 5 ) #(0) =0

La primera (Cauchy-Euler) y la segunda (oscilador armoénico) se pueden resolver
explicitamente. La periodicidad de © hace que a = m? con m > 0 un entero no
negativo. La tercera sin embargo no es tan sencilla de resolver.

Para a = 0 y haciendo el cambio de variables x = cos ¢, se llega a que f(x) = ®(¢) =
®(arccos x) satisface la ecuacion diferencial de Legendre

(1—2%)f"(x) = 2z f'(x) + Af(x) = 0

Las soluciones acotadas de esta ecuacion vienen dadas para un espectro discreto A =
n(n + 1),n > 0 por los polinomios de Legendre f(z) = f,(z) = P,(x).



Para otros valores de o = m?, Legendre (1790) ya observé que las correspondientes
soluciones se podian escribir en funcién de los llamados polinomios asociados y que
se pueden escribir en términos de los polinomios de Legendre

Q@) = (1 = ™22 (P, ()

Al



Para otros valores de o = m?, Legendre (1790) ya observé que las correspondientes
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Por lo tanto la parte angular de la solucién del potencial V' se puede escribir como
superposicion de las funciones

Y, " (¢,0) = Qpn m(cos qb)eime

que son los conocidos armonicos esféricos que fueron estudiados por Laplace en 1782.



Para otros valores de o = m?, Legendre (1790) ya observé que las correspondientes
soluciones se podian escribir en funcién de los llamados polinomios asociados y que
se pueden escribir en términos de los polinomios de Legendre

Quin(@) = (1= 2?)™ (P, ()

Por lo tanto la parte angular de la solucién del potencial V' se puede escribir como
superposicion de las funciones

ern(¢a 9) — Qn,m(COS ¢)eim9

que son los conocidos armonicos esféricos que fueron estudiados por Laplace en 1782.
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THEORIE DES MECANISMES

CONNUS

SOUS LE NOM DE PARALLEBLOGRAMMES,

(Mémoires présentés a 'Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg par divers

savants, VII, 1854, p. 639—568.)

—_—

(Lu le 28 janvier 1853.)
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Originalmente Chebyshev los utilizoé para estudiarlos en mecdnica de bisagras. Poste-
riormente (en 1859 y 1874) estudié mas a fondo todas sus propiedades y las us6 para
estudiar interpolacién de funciones.
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T,(x) =cos(narccosx), x€|[—1,1], n>0

Una manera de obtenerlos es por la formula de de Moivre €™ = cosné + isinné,
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Tn_|_1($> = 2$Tn($) — Tn_l(ﬂf), n>1
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Tn(x) = cos(narccosx), x¢€|[—1,1], n>0

Una manera de obtenerlos es por la formula de de Moivre €™ = cosné + isinné,

aunque también se puede demostrar que satisfacen Ty(x) = 1,T1(x) =z, y

Thi1(z) =22T(x) — Tho1(x), n>1
Los ceros de estos polinomios, llamados nodos de Chebyshev vienen dados por

2k — 1
ajk:(:os( 7T>, k=1,2,...,n
2n
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Los polinomios de Chebyshev son 6ptimos y resuelven varios problemas de optimi-
zacion para polinomios definidos en el intervalo [—1,1]. En particular, si llamamos

T, (z) = 2'="T,(z) al polinomio moénico, se tiene que

max

(—1,1] Tn(z)| =min{ max |g,(z)|: g, monico de grado n
ze[—1,1

x€[—1,1]

| AN

Es decir, T}, () es el que presenta la menor desviacion del 0 entre todos los polinomios
monicos de ese grado.
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INTERPOLACION POLINOMICA

Sea f :|—1,1] — R, queremos aproximar f por un polinomio p de grado fijo n y que
coincida en una serie de puntos o nodos z; € [—1, 1], i.e. f(x;) = p(x;).
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Sea f :|—1,1] — R, queremos aproximar f por un polinomio p de grado fijo n y que
coincida en una serie de puntos o nodos z; € [—1, 1], i.e. f(x;) = p(x;).

Una manera de obtener existencia y unicidad es mediante los politnomios interpoladores
de Lagrange en n + 1 nodos

p(z) = Zf(ivz')Lz'(a?% Li(z) =



1




1




TEOREMA: Para cada n la mejor aproximacién polinémica p,, de una funcién f tal
que max,e(—1,1] |f(2) — pn(z)| sea minimo viene dada por el polinomio de Chebyshev
T, (z) en los nodos de Chebychev, i.e.

2k + 1
T} = COS <2n+27r), 1,....mn
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Una explicacion de este hecho viene dada por el teorema de Cauchy para el error, que
dice que si f € C™ y existe f("tD para = € (—1,1), entonces, para el polinomio p,

que interpola a f en los nodos xg,x1,...,2, en [—1,1] y para cada = € [—1, 1] existe
£x € (—1,1) tal que

_ f(E)
f(x) — pn(x) = (n+1)! wn ()

donde w,(z) = (x — xg) - - - (x — xy,) es el polinomio nodal.
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(n+1)
La parte con £ @ +1()£!°””’) no depende de los nodos x;, mientras que wy,(x) no depende

de la funcién f. Con lo cual debemos tomar los nodos tal que el polinomio nodal
wn (), que es moénico, sea el que tome valores mas pequenos en el intervalo [—1, 1].
Ese polinomio es precisamente el polinomio de Chebyshev T;, 11 (x).
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Una explicacion de este hecho viene dada por el teorema de Cauchy para el error, que
dice que si f € C™ y existe f("tD para = € (—1,1), entonces, para el polinomio p,
que interpola a f en los nodos xg,x1,...,2, en [—1,1] y para cada = € [—1, 1] existe
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_ fE)
donde w,(z) = (x — xg) - - - (x — xy,) es el polinomio nodal.
La parte con £ (z:i)l()ﬁx) no depende de los nodos x;, mientras que wy,(x) no depende

de la funcién f. Con lo cual debemos tomar los nodos tal que el polinomio nodal
wn (), que es moénico, sea el que tome valores mas pequenos en el intervalo [—1, 1].
Ese polinomio es precisamente el polinomio de Chebyshev T;, 11 (x).

Los nodos de Chebyshev también aparecen en el problema de optimizar formulas de
cuadratura de Gauss del tipo

b f(2) -
/_1 —1 — $2 dCU ~ ;)\Zf(xz)

En los nodos de Chebyshev se asegura un grado de exactitud igual a 2n + 1, es decir,
suponiendo que f es un polinomio, el grado maximo para que la férmula sea exacta es
2n+1. El peso 1/v/1 — x? es precisamente el que hace que los polinomios de Chebyshev
sean ortogonales.
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Sur le Développement des Fonctions a une seule
Variable™

Pafnuti Chebyshev

Bulletin physico-mathématique de |’Académie Impériale des sciences

de St.-Pétersbourg, Tome I (1859), p. 193-200.
(Read 14 October 1859)

§1. In my Memoir Sur les fractions continues 1 have shown that if one seeks,
according to the given values of the function F(z)

F(xl)a F($2)3 . F(.’En),

its approximate expression under the form of a polynomial of any degree, with some
coefficients indicated by the method of least squares, one arrives to the development
of F'(z) into series analogous to those of Fourier, and which are ordered according to
the denominators of the reductions of the continued fraction resulting from the devel-

opment of the expression
Z 6% (z;)
T —x;
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P. L. Chebyshev, Sur le Développement des Fonctions a une seule variable, 1859.

Para una funciéon F(xz) Chebyshev buscaba la mejor aproximaciéon polinémica da-
dos los valores de F' en ciertos puntos zi,Z2,..., T, usando el método de mimimos

cuadrados. Para ello buscaba familias de polinomios p, (x) tales que

F(:C) ~ Z anpn(x)

y que el error cuadratico fuese minimo. Previamente estudio6 el caso donde x1, zo, ..., ),
estaban equidistribuidos en el intervalo [—1, 1], y que dan lugar a los conocidos poli-

nomios de Chebyshev.
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Para una funciéon F(xz) Chebyshev buscaba la mejor aproximaciéon polinémica da-
dos los valores de F' en ciertos puntos zi,Z2,..., T, usando el método de mimimos
cuadrados. Para ello buscaba familias de polinomios p, (x) tales que

F(:C) ~ Z anpn(x)

y que el error cuadratico fuese minimo. Previamente estudio6 el caso donde x1, zo, ..., ),
estaban equidistribuidos en el intervalo [—1, 1], y que dan lugar a los conocidos poli-
nomios de Chebyshev.

En el citado articulo los puntos z;,xs, ..., x, estaban distribuidos acorde a una dis-

tribucion Gaussiana. Determiné que los polinomios se podian encontrar como los
denominadores de las acotaciones de la siguiente fraccion continua

1 /OO et o 2 H,(x)
VT o x—t 9 2 . H,(x)
295 —

6
20 — —



Estos polinomios fueron previamente definidos de manera poco reconocible por La-
place (1810) en conexién con problemas de teoria de probabilidad. Los primeros po-
linomios vienen dados por

Ho(z) =1, Hi(z) =2z, Hs(z)=4z"—-2, Hs(z)=82"— 12z,



Estos polinomios fueron previamente definidos de manera poco reconocible por La-
place (1810) en conexién con problemas de teoria de probabilidad. Los primeros po-
linomios vienen dados por

Ho(z) =1, Hi(z) =2z, Hy(z)=4z">—-2, Hs(z)=8z"— 12z,

C. Hermite (1864) Sur un nouveau d’eveloppement en série des fonctions los estudio
para varias dimensiones y desde entonces llevan su nombre.

SUR UN NOUVEAU DEVELOPPEMENT
EN SERIE DES FONCTIONS.

Comptes rendus de U lcadémie des Sciences, v. LVIII, 1864 (1),
p. 93 et 266,

[.es fonctions uniformes de plusieurs variables a périodcs simul-
tanées par le«quclles MM. Waeierstrass et Riemann ont résolu le
pml)li‘me de I'inversion des intégrales de différentielles algc’l)riques

quelconques sonl représentées, comme l'on sait, par le quotient
de deux séries telles que

s e—9lx+m, y+n, z+p, ...)’
pa—



Estos polinomios fueron previamente definidos de manera poco reconocible por La-

place (1810) en conexién con problemas de teoria de probabilidad. Los primeros po-
linomios vienen dados por

Ho(z) =1, Hi(z) =2z, Hs(z)=4z"—-2, Hs(z)=82"— 12z,

C. Hermite (1864) Sur un nouveau d’eveloppement en série des fonctions los estudio
para varias dimensiones y desde entonces llevan su nombre.

Descubrié ademaés que estos polinomios eran ortogonales con respecto a la distribucion
(Gaussiana

/OO Hn(x)Hm(x)e_x2dx = /72",
y que satisfacen la ecuacion diferencial
H'(z) —2xH (z)+ 2nH,(z) =0
aparte de que se podian definir mediante la formula de Rodrigues

n
CBZd 2

Hy(2) = (—1)"e” (")



OSCILADOR ARMONICO CUANTICO

La ecuacion de Schrodinger no-relativista en mecéanica cuantica viene dada por

zhg\lf(f t) = —h—QA + V(Z,t)| U(Z,1)
Ot 7 2m ’ o

donde i es la unidad imaginaria, A = h/27 es la constante reducida de Planck, A es
el Laplaciano, ¥ es posicién de una particula de masa m sujeto a un potencial V.
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En el caso unidimensional, cuando el potencial es cuadratico de la forma
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donde w es la frecuencia angular, se tiene la ecuaciéon de ondas para el oscilador
armonico cuantico.
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La ecuacion de Schrodinger no-relativista en mecéanica cuantica viene dada por

zhg\lf(f t) = —h—QA + V(Z,t)| U(Z,1)
Ot 7 2m ’ o

donde i es la unidad imaginaria, A = h/27 es la constante reducida de Planck, A es
el Laplaciano, ¥ es posicién de una particula de masa m sujeto a un potencial V.

En el caso unidimensional, cuando el potencial es cuadratico de la forma

1
Viz,t) = imw2w2

donde w es la frecuencia angular, se tiene la ecuaciéon de ondas para el oscilador
armonico cuantico.

Normalizando 7 = mw y haciendo separacion de variables W (x,t) = ¢(t)y(x) se tiene
que ¥ (x) satisface la ecuacion diferencial

" (z) — 2% (x) = Mp()
cuyas soluciones normalizadas vienen dadas por las funciones de Hermite
2 1
v 2rnl\ /T

donde H,, son los polinomios de Hermite. El espectro es discreto y viene dado por
An = —(2n + 1), que corresponden con los niveles de energia (cuantificados).

e~ 2[, (x)













POLINOMIOS DE LAGUERRE

P. L. Chebyshev, Sur le Développement des Fonctions a une seule variable, 1859.

Con la misma motivacién que para los polinomios de Hermite pero ahora para la
distribucion exponencial en [0, 00), Chebyshev también definié unos polinomios que
se podian encontrar como los denominadores de las acotaciones de la siguiente fraccién

continua
(z)

/OO et 1 L,
dt — 5 ~J
o T —1 1 Ly(z)

r—1— 52

r—3—

32
r—90— —
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Con la misma motivaciéon que para los polinomios de Hermite pero ahora para la
distribucion exponencial en [0, 00), Chebyshev también definié unos polinomios que
se podian encontrar como los denominadores de las acotaciones de la siguiente fracciéon

continua ~
/OO et g 1 N L,(x)
0 T —t 12 L,(z)
r—1— 52

32
zr—5—

r—3—

E. N. Laguerre, Sur Uintégrale [ e “dz 1879,

X

e *dx

; par M. Lacuenrre.

Sur U'intégrale f i

(Séances des 14 et 28 février 1879.)

L

I.

1. L’intégration par parties donne, en posant

1 1 1.2 C1.2.3...(n—1)
-

F(.t‘—‘:;—;;-'f-?— —a ’

la relation suivante :

“e~*dr ® o2 dr
(1) f — =e“F(.r):;:x.2...nf —i
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P. L. Chebyshev, Sur le Développement des Fonctions a une seule variable, 1859.

Con la misma motivacién que para los polinomios de Hermite pero ahora para la

distribucion exponencial en [0, 00), Chebyshev también definié unos polinomios que

se podian encontrar como los denominadores de las acotaciones de la siguiente fraccién
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E. N. Laguerre, Sur [intégrale fxoo e “dz 1879,

X

Lo novedoso de Laguerre es que estudia propiedades generales de estos polinomios,
como que verifican la ecuaciéon diferencial

xL) () + (1 —2)L, (x) + nL,(x) =0

y ademaés son ortogonales con respecto a la funcién exponencial negativa

/ Ly(x)Ly,(x)e”*dx = dnm
0
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P. L. Chebyshev, Sur le Développement des Fonctions a une seule variable, 1859.

Con la misma motivacién que para los polinomios de Hermite pero ahora para la
distribucion exponencial en [0, 00), Chebyshev también definié unos polinomios que
se podian encontrar como los denominadores de las acotaciones de la siguiente fraccién

continua
(z)

/OO et 1 L,
dt — 5 ~J
o T —1 1 Ly(z)

r—1— 52

r— 3 —
32
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E. N. Laguerre, Sur [intégrale fxoo e “dz 1879,

X

Lo novedoso de Laguerre es que estudia propiedades generales de estos polinomios,
como que verifican la ecuaciéon diferencial

xL) () + (1 —2)L, (x) + nL,(x) =0

y ademaés son ortogonales con respecto a la funcién exponencial negativa

/ Ly(x)Ly,(x)e”*dx = dnm
0

Posteriormente un alumno de Chebyshev, N. Y. Sonin, los estudi6 de manera general
dependientes de un parametro o > —1, para los cuales eran ortogonales co respecto
al peso %%, la distribuciéon Gamma.



FUNCIONES DE ONDA ESTACIONARIAS PARA EL ATOMO DE HIDROGENO

En la misma linea que para el oscilador armoénico cuantico, las funciones de onda
vienen dada por la ecuacion de Schrodinger

[_EA e ] U(r,9,p) = BEV(r,d, )

para ciertas constantes asociadas al sistema y A es el Laplaciano en coordenadas
esféricas.



FUNCIONES DE ONDA ESTACIONARIAS PARA EL ATOMO DE HIDROGENO

En la misma linea que para el oscilador armoénico cuantico, las funciones de onda
vienen dada por la ecuacion de Schrodinger

[_EA e ] U(r, 9, ) = EV(r,d,¢)

para ciertas constantes asociadas al sistema y A es el Laplaciano en coordenadas
estéricas.

Haciendo separacion de variables se tiene que las funciones de onda vienen dadas por
_or 20+1
U, (1,0, ) = Ce™r LT (er)Yim (9, )

donde C' y ¢ son ciertas constantes que dependen de n,[l, m, Lf,(f‘) son los polinomios

de Laguerre y Y,™ son los armonicos esféricos. La energia (cuantificada) viene dada

por
1

F=—
2(n+1+41)?
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Hydrogen Wave Function
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POLINOMIOS DE JACOBI

K. G. J. Jacobi, Untersunshungen tber die Differentialgleichung de hypergeometrischen
Reihe, 1859.



POLINOMIOS DE JACOBI

K. G. J. Jacobi, Untersunshungen tber die Differentialgleichung de hypergeometrischen
Reihe, 1859.

Untersuchungen iber die Differentialgleichung der
hypergeometrischen Reihe %).

(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi milgetheilt durch Herrn E. Heine.)

§. 1.

Kis ist seit Euler bekannt, dafs das bestimmte Integral
‘1
Yy = Vdu,
/ Ve

V = v'(1—u)*'(1—zu)*

in welchem

geselzt ist, der Differentialgleichung

1) z(—2)y"+(yr—(e+pB+1)x)y —eaffy = 0



POLINOMIOS DE JACOBI

K. G. J. Jacobi, Untersunshungen tber die Differentialgleichung de hypergeometrischen
Rethe, 1859.

Generaliza los polinomios de Legendre haciéndolos depender de 2 parametros o, 8 >
—1. Estan relacionados con las soluciones polinémicas de la ecuacion hipergeométrica
de Gauss

z(1—z)y"(z)+ (y—(a+B8+1)y(x) —afy(z) =0

cuyas soluciones se pueden escribir en términos de la funcion hipergeométrica de Gauss

2B1 (e, Bivy]e) = 1+ %ﬁx oot DEB+ Y S (@) (B)n ="

vy +1) 2
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K. G. J. Jacobi, Untersunshungen tber die Differentialgleichung de hypergeometrischen
Reihe, 1859.

Generaliza los polinomios de Legendre haciéndolos depender de 2 parametros o, 8 >
—1. Estan relacionados con las soluciones polinémicas de la ecuacion hipergeométrica
de Gauss

z(1—z)y"(z)+ (y—(a+B8+1)y(x) —afy(z) =0

cuyas soluciones se pueden escribir en términos de la funcion hipergeométrica de Gauss

2B1 (e, Bivy]e) = 1+ %ﬁaz oot DEB+ Y S (@) (B)n ="

vy +1) 2

Jacobi demostré que los polinomios definidos por

I'(n+a+1)

Pi(e) = T(a+ 1)

1 —
o FY (—n,n—ka—l—ﬁ—l—l;a—kl‘ 23:)

eran ortogonales en el intervalo [—1, 1] con respecto al peso (1 —z)%(1 +z)’. Ademas
verificaban la ecuacion diferencial

(1—2?) (PP (@) + (B—ata(atB+2)) (PP (2)) +n(n+a+B+1) PP (z) = 0



POLINOMIOS DE JACOBI

K. G. J. Jacobi, Untersunshungen tber die Differentialgleichung de hypergeometrischen
Reihe, 1859.

Generaliza los polinomios de Legendre haciéndolos depender de 2 parametros o, 8 >

—1. Estan relacionados con las soluciones polinémicas de la ecuacion hipergeométrica
de Gauss

z(1—z)y"(z)+ (y—(a+B8+1)y(x) —afy(z) =0

cuyas soluciones se pueden escribir en términos de la funcion hipergeométrica de Gauss

(v +1) 2 — (M nl

Jacobi demostré que los polinomios definidos por

LFi(a fife) = 1+ T+ a(a+ DBB+1) 27 S (@a(H), 2"

I'm+a+1 1l —=x
PP () = (F(a+1) )2F1<—n,n+oz+5—l—1;oz+1‘ 5 )

eran ortogonales en el intervalo [—1, 1] con respecto al peso (1 —z)%(1 +z)’. Ademas
verificaban la ecuacion diferencial

(1—2?) (PP (@) + (B—ata(atB+2)) (PP (2)) +n(n+a+B+1) PP (z) = 0

El caso particular de o = 8 = 0 recupera los polinomios de Legendre y el de o = 3 =
—1/2 el de los polinomios de Chebyshev.



EQUILIBRIO ELECTROSTATICO

(Stieltjes, 1885) Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

= En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa (5 +1)/2
y (a4 1)/2 respectivamente, o, 5 > —1.

» Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento [—1, 1]
en las posiciones iniciales x1,...,x, con -1 <1 < --- <z, < 1.

= Dejamos que se muevan las cargas libremente.
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= Dejamos que se muevan las cargas libremente.

Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), la energia
total del sistema X = {x1,...,x,} tiene dos componentes, una de la interacciéon de
las cargas internas y otra de la interaccion con las cargas fijas en los extremos. Por lo

tanto

E(X) = En(X) + ) ¢(ax)
k=1
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(Stieltjes, 1885) Se considera una barra de longitud 2 y llamamos —1 y 1 a sus extremos

= En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa (5 +1)/2
y (a4 1)/2 respectivamente, o, 5 > —1.

» Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento [—1, 1]
en las posiciones iniciales x1,...,x, con -1 <1 < --- <z, < 1.

= Dejamos que se muevan las cargas libremente.

Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), la energia
total del sistema X = {x1,...,x,} tiene dos componentes, una de la interacciéon de
las cargas internas y otra de la interaccion con las cargas fijas en los extremos. Por lo

tanto

E(X) = En(X) + ) ¢(ax)
k=1

donde
B+1 a+1
En(X)=— ) loglox—a;l, ¢(@)=-"——logle+1|- log [« — 1
1<k<j<n
; Cuales son las posiciones de equilibrio X* = {x},..., 2} } del sistema que hacen que

la energia F/(X) sea minima?



TEOREMA: Sea X* = {z7,...,x"} las posiciones de equilibrio del problema elec-
trostatico. Entonces z;,k = 1,...,n, son los ceros o raices del polinomio ortogonal

de Jacobi P{*?) ().
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trostatico. Entonces z;,k = 1,...,n, son los ceros o raices del polinomio ortogonal

de Jacobi P\“?)(x).
d. Si X* es la configuraciéon del minimo de energia se debe tener que

iE(X)‘ =0, k=1,...,n
8£Ck X — X

Sea y(r) = [[._,(z — 2}). Se tiene, por un lado, que

y por otro lado

1 1 1
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Por lo tanto %E(X) e 0 siy soélo si y”(z3) — 2¢"(z3)y' (z3) = 0.



TEOREMA: Sea X* = {z7,...,x"} las posiciones de equilibrio del problema elec-
trostatico. Entonces z;,k = 1,...,n, son los ceros o raices del polinomio ortogonal

de Jacobi P\“?)(x).
d. Si X* es la configuraciéon del minimo de energia se debe tener que

iE(X)‘ =0, k=1,...,n
8£Ck X=X *

Sea y(r) = [[._,(z — 2}). Se tiene, por un lado, que

y por otro lado

1/ B+1 a—+1
Foo%Y &
P (k) = 2(:1;;;+1+x;;—1>

Por lo tanto %E(X) e 0 siy soélo si y”(z3) — 2¢"(z3)y' (z3) = 0.

Esta ecuacion diferencial se identifica con la de Jacobi y por lo tanto debe ser igual a
Ay (x3) /(1 — (23)?). Para que sea 0 debe implicar que z} coincida con un cero o raiz

del polinomio de Jacobi P\*?(z).















A partir de 1894 con T. S. Stieltjes comienza la teoria general de polinomios orto-
gonales con respecto a cualquier distribuciéon du(z). En particular, toda familia de
polinomios ortonormales verifica una relacion de recurrencia a tres términos

acpn(:v) — an—i—lpn—i—l(x) - bnpn(x) - anpn—l(x)a p-1=0, po=1

donde a,, > 0 y b, € R. Existe una correspondencia uno a uno entre medidas de
probabilidad y operadores de Jacobi construidos a partir de a,,, b, (teorema espectral
o Teorema de Favard, 1935).
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teoria general como la conocemos hoy en dia.
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s Matrices aleatorias.



A partir de 1894 con T. S. Stieltjes comienza la teoria general de polinomios orto-
gonales con respecto a cualquier distribuciéon du(z). En particular, toda familia de
polinomios ortonormales verifica una relacion de recurrencia a tres términos

acpn(ac) — an—}—lpn—i—l(x) - bnpn(x) - anpn—l(w)a p-1=0, po=1

donde a,, > 0 y b, € R. Existe una correspondencia uno a uno entre medidas de
probabilidad y operadores de Jacobi construidos a partir de a,,, b, (teorema espectral

o Teorema de Favard, 1935).

En 1939 aparece la monografia de G. Szego, Orthogonal polynomials, que consolido la
teoria general como la conocemos hoy en dia.

OTRAS APLICACIONES EXTENSIONES
= Teoria de operadores. » Polinomios ortogonales discretos.
= Fracciones continuas. = ¢-polinomios ortogonales.
= Problemas de momentos. » Polinomios ortogonales en varias variables.
= Teoria de representacion grupos. » Polinomios ortogonales en el circulo unidad.
= Combinatoria. = Polinomios ortogonales a valores matriciales.

= Informacion cuantica. » Polinomios ortogonales multiples.

= Procesos estocasticos. » Polinomios ortogonales de Sobolev.

s Matrices aleatorias.
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