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1. Polinomios de Legendre (1782)

• Potencial gravitatorio o eléctrico

2. Polinomios de Chebyshev (1854-1874)

• Interpolación polinómica

3. Polinomios de Hermite (1859–1864)

• Oscilador armónico cuántico

4. Polinomios de Laguerre (1859–1880)

• Átomo de hidrógeno

5. Polinomios de Jacobi (1859)

• Equilibrio electrostático
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El potencial gravitatorio V (~x) asociado a un punto de masa M en un punto ~x 2 R3

(o también el potencial de Coulomb asociado a un punto de carga) es el trabajo que
hay que realizar para traer una masa unitaria del infinito a ese punto ~x.
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Si la distribución de masa viene dada por M =
R
R3 dm(~r), el potencial viene dado por

V (~x) = �
Z

R3

G

|~x� ~r|dm(~r) = � 1

|~x|

Z

R3

Gq
1� 2 |~r|

|~x| cos ✓ +
|~r|2
|~x|2

dm(~r)

donde G es la constante de gravitación universal, |~x| es la distancia eucĺıdea y ✓ es el
ángulo entre ~x y ~r.
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Legendre observó, llamando Z = |~r|/|~x|, que si |Z| < 1 entonces se tiene la expasión

(1� 2Z cos ✓ + Z2)�1/2 =
1X

n=0

ZnPn(cos ✓)

donde (Pn)n era cierta sucesión de polinomios (polinomios de Legendre), dados por

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 � 1), P3(x) =

1

2
(5x3 � 3x), · · ·
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Se tiene entonces que el potencial V (~x) viene dado por

V (~x) = � G

|~x|

Z

R3

1X

n=0

✓
|~r|
|~x|

◆n

Pn(cos ✓)dm(~r)

= � G

|~x|

Z

R3

✓
1 +

|~r|
|~x| cos ✓ +

|~r|2

|~x|2
3 cos2 ✓ � 1

2
+ · · ·

◆
dm(~r)

= �GM

|~x| � G

|~x|3

Z

R3

|~r|2

2
(3 cos2 ✓ � 1)dm(~r) + · · ·

donde se observa cómo el potencial puede venir afectado por la forma que tenga el
cuerpo de masa M (esto se llama desarrollo multipolar).
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Inicialmente descubrió los de grado par, pero luego los extendió a cualquier grado y
observó (1784) que teńıan la siguiente propiedad

Z 1

�1
Pn(x)Pm(x)dx =

2

2n+ 1
�nm

es decir, eran ortogonales.
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Si existe una densidad de masa continua ⇢(~r) tal que dm(~r) = ⇢(~r)d~r, donde d~r es el
elemento de volumen eucĺıdeo y además se anula fuera de una región acotada, entonces
⇢(~r) se puede recuperar mediante la fórmula

⇢(~x) =
1

4⇡G
�V (~x)

donde � el operador de Laplace. V (~x) verifica entonces la ecuación de Poisson, que
se puede resolver usando la función de Green.
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Otra manera de resolver el problema es entonces resolviendo la ecuación de Laplace

�V (~x) =
@2V

@x2
+

@2V

@y2
+

@2V

@z2
= 0
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Haciendo el cambio a coordenadas esféricas (x, y, z) 7! (r, ✓,�) y usando el método de
separación de variables podemos suponer que V = V (r, ✓,�) = R(r)⇥(✓)�(�), donde
cada una de estas funciones es solución de las ecuaciones

r2R00
(r) + 2rR0

(r)� �R(r) = 0

⇥
00
(✓) + ↵⇥(✓) = 0

�
00
(�) +

cos�

sin�
�

0
(�) +

✓
�� ↵

sin
2 �

◆
�(�) = 0

La primera (Cauchy-Euler) y la segunda (oscilador armónico) se pueden resolver

expĺıcitamente. La periodicidad de ⇥ hace que ↵ = m2
con m � 0 un entero no

negativo. La tercera sin embargo no es tan sencilla de resolver.
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Para ↵ = 0 y haciendo el cambio de variables x = cos�, se llega a que f(x) = �(�) =
�(arccosx) satisface la ecuación diferencial de Legendre

(1� x2)f 00(x)� 2xf 0(x) + �f(x) = 0

Las soluciones acotadas de esta ecuación vienen dadas para un espectro discreto � =
n(n+ 1), n � 0 por los polinomios de Legendre f(x) = fn(x) = Pn(x).
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Para otros valores de ↵ = m2, Legendre (1790) ya observó que las correspondientes
soluciones se pod́ıan escribir en función de los llamados polinomios asociados y que
se pueden escribir en términos de los polinomios de Legendre

Qn,m(x) = (1� x2)m/2 dm

dxm
(Pn(x))
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se pueden escribir en términos de los polinomios de Legendre

Qn,m(x) = (1� x2)m/2 dm

dxm
(Pn(x))

<latexit sha1_base64="Stcpaty5/E2ZxHCipcTxwQqhXdU="></latexit>

Por lo tanto la parte angular de la solución del potencial V se puede escribir como
superposición de las funciones

Y m
n (�, ✓) = Qn,m(cos�)eim✓

que son los conocidos armónicos esféricos que fueron estudiados por Laplace en 1782.
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Originalmente Chebyshev los utilizó para estudiarlos en mecánica de bisagras. Poste-

riormente (en 1859 y 1874) estudió más a fondo todas sus propiedades y las usó para

estudiar interpolación de funciones.
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Los polinomios de Chebyshev (de primera especie) se definen como

Tn(x) = cos(n arc cosx), x 2 [�1, 1], n � 0

Una manera de obtenerlos es por la fórmula de de Moivre ein✓ = cosn✓ + i sinn✓,
aunque también se puede demostrar que satisfacen T0(x) = 1, T1(x) = x, y

Tn+1(x) = 2xTn(x)� Tn�1(x), n � 1
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Los ceros de estos polinomios, llamados nodos de Chebyshev vienen dados por

xk = cos

✓
2k � 1

2n
⇡

◆
, k = 1, 2, . . . , n
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Los polinomios de Chebyshev son óptimos y resuelven varios problemas de optimi-
zación para polinomios definidos en el intervalo [�1, 1]. En particular, si llamamos
bTn(x) = 21�nTn(x) al polinomio mónico, se tiene que

máx
x2[�1,1]

��� bTn(x)
��� = mı́n

⇢
máx

x2[�1,1]
|qn(x)| : qn mónico de grado n

�

Es decir, bTn(x) es el que presenta la menor desviación del 0 entre todos los polinomios
mónicos de ese grado.
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INTERPOLACIÓN POLINÓMICA

Sea f : [�1, 1] ! R, queremos aproximar f por un polinomio p de grado fijo n y que

coincida en una serie de puntos o nodos xi 2 [�1, 1], i.e. f(xi) = p(xi).
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Una manera de obtener existencia y unicidad es mediante los polinomios interpoladores
de Lagrange en n+ 1 nodos

p(x) =
nX

i=0

f(xi)Li(x), Li(x) =

Q
j 6=i(x� xj)Q
j 6=i(xi � xj)
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A pesar de que p(xi) = f(xi) (ya que Li(xj) = �ij) la coincidencia no es en todo
el intervalo, incluso si aumentamos el número de nodos. A esto se le conoce como el
fenómeno de Runge. Por ejemplo, para la función f(x) = (1 + 25x2)�1, se tiene que
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¿Existe alguna disposición de los nodos de la manera que la aproximación sea óptima
en el sentido de que máxx2[�1,1] |f(x)� p(x)| sea mínimo?
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TEOREMA: Para cada n la mejor aproximación polinómica pn de una función f tal

que máxx2[�1,1] |f(x)� pn(x)| sea mínimo viene dada por el polinomio de Chebyshev

Tn(x) en los nodos de Chebychev, i.e.

xk = cos

✓
2k + 1

2n+ 2
⇡

◆
, k = 0, 1, . . . , n
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Una explicación de este hecho viene dada por el teorema de Cauchy para el error, que
dice que si f 2 Cn y existe f (n+1) para x 2 (�1, 1), entonces, para el polinomio pn
que interpola a f en los nodos x0, x1, . . . , xn en [�1, 1] y para cada x 2 [�1, 1] existe
⇠x 2 (�1, 1) tal que

f(x)� pn(x) =
f (n+1)(⇠x)

(n+ 1)!
!n(x)

donde !n(x) = (x� x0) · · · (x� xn) es el polinomio nodal.
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2n+ 2
⇡

◆
, k = 0, 1, . . . , n
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La parte con f(n+1)(⇠x)
(n+1)! no depende de los nodos xi, mientras que !n(x) no depende

de la función f . Con lo cual debemos tomar los nodos tal que el polinomio nodal
!n(x), que es mónico, sea el que tome valores más pequeños en el intervalo [�1, 1].
Ese polinomio es precisamente el polinomio de Chebyshev Tn+1(x).
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Una explicación de este hecho viene dada por el teorema de Cauchy para el error, que
dice que si f 2 Cn y existe f (n+1) para x 2 (�1, 1), entonces, para el polinomio pn
que interpola a f en los nodos x0, x1, . . . , xn en [�1, 1] y para cada x 2 [�1, 1] existe
⇠x 2 (�1, 1) tal que

f(x)� pn(x) =
f (n+1)(⇠x)

(n+ 1)!
!n(x)

donde !n(x) = (x� x0) · · · (x� xn) es el polinomio nodal.
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Los nodos de Chebyshev también aparecen en el problema de optimizar fórmulas de
cuadratura de Gauss del tipo

Z 1

�1

f(x)p
1� x2

dx ⇠
nX

i=0

�if(xi)

En los nodos de Chebyshev se asegura un grado de exactitud igual a 2n+ 1, es decir,
suponiendo que f es un polinomio, el grado máximo para que la fórmula sea exacta es
2n+1. El peso 1/

p
1� x2 es precisamente el que hace que los polinomios de Chebyshev

sean ortogonales.
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Para una función F (x) Chebyshev buscaba la mejor aproximación polinómica da-
dos los valores de F en ciertos puntos x1, x2, . . . , xn usando el método de mínimos
cuadrados. Para ello buscaba familias de polinomios pn(x) tales que

F (x) ⇠
1X

n=0

anpn(x)

y que el error cuadrático fuese mínimo. Previamente estudió el caso donde x1, x2, . . . , xn

estaban equidistribuidos en el intervalo [�1, 1], y que dan lugar a los conocidos poli-
nomios de Chebyshev.
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En el citado artículo los puntos x1, x2, . . . , xn estaban distribuidos acorde a una dis-
tribución Gaussiana. Determinó que los polinomios se podían encontrar como los
denominadores de las acotaciones de la siguiente fracción continua

1p
⇡

Z 1

�1

e
�t2

x� t
dt =

2

2x� 2

2x� 4

2x� 6

. . .

⇠ H̃n(x)

Hn(x)
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Estos polinomios fueron previamente definidos de manera poco reconocible por La-
place (1810) en conexión con problemas de teoría de probabilidad. Los primeros po-
linomios vienen dados por

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 � 2, H3(x) = 8x3 � 12x, · · ·
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C. Hermite (1864) Sur un nouveau d’eveloppement en série des fonctions los estudió

para varias dimensiones y desde entonces llevan su nombre.
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Descubrió además que estos polinomios eran ortogonales con respecto a la distribución
Gaussiana Z 1

�1
Hn(x)Hm(x)e�x2

dx =
p
⇡2nn!�nm

y que satisfacen la ecuación diferencial

H
00
n(x)� 2xH 0

n(x) + 2nHn(x) = 0

aparte de que se podían definir mediante la fórmula de Rodrigues

Hn(x) = (�1)nex
2 d

n

dxn
(e�x2

)
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OSCILADOR ARMÓNICO CUÁNTICO

La ecuación de Schrödinger no-relativista en mecánica cuántica viene dada por

i~ @

@t
 (~x, t) =


� ~2
2m
�+ V (~x, t)

�
 (~x, t)

donde i es la unidad imaginaria, ~ = h/2⇡ es la constante reducida de Planck, � es

el Laplaciano,  es posición de una partícula de masa m sujeto a un potencial V .
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En el caso unidimensional, cuando el potencial es cuadrático de la forma

V (x, t) =
1

2
m!2x2

donde ! es la frecuencia angular, se tiene la ecuación de ondas para el oscilador
armónico cuántico.
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Normalizando ~ = m! y haciendo separación de variables  (x, t) = '(t) (x) se tiene

que  (x) satisface la ecuación diferencial

 
00(x)� x

2
 (x) = � (x)

cuyas soluciones normalizadas vienen dadas por las funciones de Hermite

 n(x) =
1p

2nn!
p
⇡

e
�x2/2

Hn(x)

donde Hn son los polinomios de Hermite. El espectro es discreto y viene dado por

�n = �(2n+ 1), que corresponden con los niveles de energía (cuantificados).
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Estas funciones de Hermite tienen la peculiaridad además de que son autofunciones
de la transformada de Fourier

 ̂n(x) =
1p
2⇡

Z 1

�1
 n(t)e

ixtdt = (i)n n(x), x 2 R

Aparecen también en combinatoria, proc. de Orstein-Uhlenbeck, matrices aleatorias...
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Con la misma motivación que para los polinomios de Hermite pero ahora para la

distribución exponencial en [0,1), Chebyshev también definió unos polinomios que

se podían encontrar como los denominadores de las acotaciones de la siguiente fracción

continua Z 1

0

e�t

x� t
dt =

1

x� 1� 12

x� 3� 22

x� 5� 32

. . .

⇠ L̃n(x)

Ln(x)
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Lo novedoso de Laguerre es que estudia propiedades generales de estos polinomios,
como que verifican la ecuación diferencial

xL00
n(x) + (1� x)L0

n(x) + nLn(x) = 0

y además son ortogonales con respecto a la función exponencial negativa
Z 1

0
Ln(x)Lm(x)e�xdx = �nm
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Posteriormente un alumno de Chebyshev, N. Y. Sonin, los estudió de manera general
dependientes de un parámetro ↵ > �1, para los cuales eran ortogonales co respecto
al peso x↵e�x, la distribución Gamma.
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FUNCIONES DE ONDA ESTACIONARIAS PARA EL ÁTOMO DE HIDRÓGENO

En la misma línea que para el oscilador armónico cuántico, las funciones de onda
vienen dada por la ecuación de Schrödinger


� ~
2µ
�� e2

4⇡"0r

�
 (r,#,') = E (r,#,')

para ciertas constantes asociadas al sistema y � es el Laplaciano en coordenadas
esféricas.
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Haciendo separación de variables se tiene que las funciones de onda vienen dadas por

 n,l,m(r,#,') = Ce�crrlL(2l+1)
n�l�1(cr)Yl,m(#,')

donde C y c son ciertas constantes que dependen de n, l,m, L(↵)
n son los polinomios

de Laguerre y Y m
l son los armónicos esféricos. La energía (cuantificada) viene dada

por

E = � 1

2(n+ l + 1)2
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Generaliza los polinomios de Legendre haciéndolos depender de 2 parámetros ↵,� >
�1. Están relacionados con las soluciones polinómicas de la ecuación hipergeométrica
de Gauss

x(1� x)y00(x) + (� � (↵+ � + 1))y0(x)� ↵�y(x) = 0

cuyas soluciones se pueden escribir en términos de la función hipergeométrica de Gauss

2F1(↵,�; �|x) = 1 +
↵�

�
x+

↵(↵+ 1)�(� + 1)

�(� + 1)

x2

2
+ · · · =

1X

n=0

(↵)n(�)n
(�)n

xn

n!
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Generaliza los polinomios de Legendre haciéndolos depender de 2 parámetros ↵,� >
�1. Están relacionados con las soluciones polinómicas de la ecuación hipergeométrica
de Gauss

x(1� x)y00(x) + (� � (↵+ � + 1))y0(x)� ↵�y(x) = 0

cuyas soluciones se pueden escribir en términos de la función hipergeométrica de Gauss

2F1(↵,�; �|x) = 1 +
↵�

�
x+

↵(↵+ 1)�(� + 1)

�(� + 1)

x2

2
+ · · · =

1X

n=0

(↵)n(�)n
(�)n

xn

n!
<latexit sha1_base64="yZbx/LVec6Lobs9d9B38e8gn1Gk="></latexit>

Jacobi demostró que los polinomios definidos por

P (↵,�)
n (x) =

�(n+ ↵+ 1)

�(↵+ 1)
2F1

✓
�n, n+ ↵+ � + 1;↵+ 1

����
1� x

2

◆

eran ortogonales en el intervalo [�1, 1] con respecto al peso (1�x)↵(1+x)� . Además
verificaban la ecuación diferencial

(1�x2)(P (↵,�)
n (x))00+(��↵+x(↵+�+2))(P (↵,�)

n (x))0+n(n+↵+�+1)P (↵,�)
n (x) = 0
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El caso particular de ↵ = � = 0 recupera los polinomios de Legendre y el de ↵ = � =
�1/2 el de los polinomios de Chebyshev.
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EQUILIBRIO ELECTROSTÁTICO

(Stieltjes, 1885) Se considera una barra de longitud 2 y llamamos �1 y 1 a sus extremos

En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa (�+1)/2
y (↵+ 1)/2 respectivamente, ↵,� > �1.

Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento [�1, 1]
en las posiciones iniciales x1, . . . , xn con �1 < x1 < · · · < xn < 1.

Dejamos que se muevan las cargas libremente.
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Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), la energía
total del sistema X = {x1, . . . , xn} tiene dos componentes, una de la interacción de
las cargas internas y otra de la interacción con las cargas fijas en los extremos. Por lo
tanto

E(X) = Em(X) +
nX

k=1

'(xk)

donde

Em(X) = �
X

1k<jn

log |xk � xj |, '(x) = �� + 1

2
log |x+ 1|� ↵+ 1

2
log |x� 1|

<latexit sha1_base64="9VzNs+FTdIyL92ZSsKubVKigj9c="></latexit>



EQUILIBRIO ELECTROSTÁTICO

(Stieltjes, 1885) Se considera una barra de longitud 2 y llamamos �1 y 1 a sus extremos

En cada uno de los extremos ponemos una carga positiva fija de masa (�+1)/2
y (↵+ 1)/2 respectivamente, ↵,� > �1.

Ahora se colocan n cargas positivas de masa 1 a lo largo del segmento [�1, 1]
en las posiciones iniciales x1, . . . , xn con �1 < x1 < · · · < xn < 1.

Dejamos que se muevan las cargas libremente.
<latexit sha1_base64="sLfJstnENetV/9NK1Pws5ZjZCwU="></latexit>

Como la fuerza es inversamente proporcional a la distancia relativa (1D), la energía
total del sistema X = {x1, . . . , xn} tiene dos componentes, una de la interacción de
las cargas internas y otra de la interacción con las cargas fijas en los extremos. Por lo
tanto

E(X) = Em(X) +
nX

k=1

'(xk)

donde

Em(X) = �
X

1k<jn

log |xk � xj |, '(x) = �� + 1

2
log |x+ 1|� ↵+ 1

2
log |x� 1|

<latexit sha1_base64="9VzNs+FTdIyL92ZSsKubVKigj9c="></latexit>

¿Cuáles son las posiciones de equilibrio X⇤ = {x⇤
1, . . . , x

⇤
n} del sistema que hacen que

la energía E(X) sea mínima?
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TEOREMA: Sea X⇤ = {x⇤
1, . . . , x

⇤
n} las posiciones de equilibrio del problema elec-

trostático. Entonces x⇤
k, k = 1, . . . , n, son los ceros o raíces del polinomio ortogonal

de Jacobi P (↵,�)
n (x).
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d. Si X⇤ es la configuración del mínimo de energía se debe tener que

@

@xk
E(X)

����
X=X⇤

= 0, k = 1, . . . , n

Sea y(x) =
Qn

j=1(x� x⇤
j ). Se tiene, por un lado, que

@

@xk
Em(X)

����
X=X⇤

= �
X

1jn,j 6=n

1

x⇤
k � x⇤

j

= � y00(x⇤
k)

2y0(x⇤
k)

y por otro lado

'0(x⇤
k) = �1

2

✓
� + 1

x⇤
k + 1

+
↵+ 1

x⇤
k � 1

◆

Por lo tanto @
@xk

E(X)
���
X=X⇤

= 0 si y sólo si y00(x⇤
k)� 2'0(x⇤

k)y
0(x⇤

k) = 0.
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Esta ecuación diferencial se identifica con la de Jacobi y por lo tanto debe ser igual a
�ny(x⇤

k)/(1� (x⇤
k)

2). Para que sea 0 debe implicar que x⇤
k coincida con un cero o raíz

del polinomio de Jacobi P (↵,�)
n (x).
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A partir de 1894 con T. S. Stieltjes comienza la teoría general de polinomios orto-
gonales con respecto a cualquier distribución dµ(x). En particular, toda familia de
polinomios ortonormales verifica una relación de recurrencia a tres términos

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn�1(x), p�1 = 0, p0 = 1

donde an > 0 y bn 2 R. Existe una correspondencia uno a uno entre medidas de
probabilidad y operadores de Jacobi construidos a partir de an, bn (teorema espectral
o Teorema de Favard, 1935).
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En 1939 aparece la monografía de G. Szegö, Orthogonal polynomials, que consolidó la
teoría general como la conocemos hoy en día.
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OTRAS APLICACIONES

Teoría de operadores.

Fracciones continuas.

Problemas de momentos.

Teoría de representación grupos.

Combinatoria.

Información cuántica.

Procesos estocásticos.

Matrices aleatorias.
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EXTENSIONES

Polinomios ortogonales discretos.

q-polinomios ortogonales.

Polinomios ortogonales en varias variables.

Polinomios ortogonales en el círculo unidad.

Polinomios ortogonales a valores matriciales.

Polinomios ortogonales múltiples.

Polinomios ortogonales de Sobolev.
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