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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida positiva sobre S C R. Asociado a w se considera el espacio
de funciones ponderado

L2(S) = {f 'S —R: / 2 (x)dw(x) < oo}
s
Li(S) es un espacio de Hilbert con el producto interno ponderado y norma

(F.8)o = /S F)()dw(x),  [IFI = (F, F)
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida positiva sobre S C R. Asociado a w se considera el espacio
de funciones ponderado

L2(S) = {f 'S —R: / 2 (x)dw(x) < oo}
s
Li(S) es un espacio de Hilbert con el producto interno ponderado y norma

(F.8)o = /S F)()dw(x),  [IFI = (F, F)

Siempre va a ser posible construir una sucesién (p,)» de polinomios tal que
deg p» = ny que sean ortogonales con respecto al producto escalar (-, ).
(Gram-Schmidt, momentos, etc)

Doy P = / Pa(3)pm(x)de(x) = [|allBom, 1y 2 0 J
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida positiva sobre S C R. Asociado a w se considera el espacio
de funciones ponderado

L2(S) = {f 'S —R: / 2 (x)dw(x) < oo}
s
Li(S) es un espacio de Hilbert con el producto interno ponderado y norma

(F.8)o = /S F)()dw(x),  [IFI = (F, F)

Siempre va a ser posible construir una sucesién (p,)» de polinomios tal que
deg p» = ny que sean ortogonales con respecto al producto escalar (-, ).
(Gram-Schmidt, momentos, etc)

Doy P = / Pa(3)pm(x)de(x) = [|allBom, 1y 2 0 J

Toda f € L2(S) se puede aproximar mediante la llamada serie generalizada de
Fourier de f

(Sf (X :i " (fapk)w

Tl

~h
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POLINOMIOS ORTOGONALES
El polinomio f,(x) = Z fipk(x) converge en norma a f, i.e.
k=0

lim ||f — fyllo =0

n— oo

Ademss el polinomio f,(x) verifica la propiedad de minimizacién

If = follo = min £ = gl



Ortogonalidad escalar Ortogonalidad matricial
0®00000000 00000000000000000

POLINOMIOS ORTOGONALES
El polinomio f,(x) = Z fipk(x) converge en norma a f, i.e.
k=0

lim ||f — fyllo =0

n— oo

Ademss el polinomio f,(x) verifica la propiedad de minimizacién
f—f = min ||f —
1 — fallw min If - qlle

Es importante entonces calcular los coeficientes f,. Una manera de

hacerlo es usar cuadraturas Gaussianas para aproximar integrales de la
forma

/ F(x)dw(x) = > Aef(xe)
S k=0

Es bien sabido que los nodos xx que mejor aproximan la integral anterior
son los ceros del polinomio ortogonal py.1(x).
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Entre las propiedades mds importantes de polinomios ortogonales es que
siempre verifican una ecuacién en diferencias de segundo orden o relacién de
recurrencia a tres términos de la forma (p—1 = 0)

Xpn(X) = anpn+1(x) aF ann(X) “F Cnpnfl(x)7 n>0 J

donde

(Xpn7 pn+1)w b, = (Xpm pn)w c, = (Xpn7 pn—l)w
(pn+17 pn+1)w ’ (Pm Pn)w ’ (pnfla Pnfl)w

an =
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Entre las propiedades mds importantes de polinomios ortogonales es que
siempre verifican una ecuacién en diferencias de segundo orden o relacién de
recurrencia a tres términos de la forma (p—1 = 0)

Xpn(X) = anpn+1(X) aF bnpn(X) “F Cnpnfl(x)7 n>0

donde

(Xpn: pn+1)w b, = (Xpm pn)w c, = (Xpn7 pn—l)w
(pn+17 pn+1)w ’ (Pm Pn)w ’ (pnfla Pnfl)w

an =

Esta relacién de recurrencia es equivalente a que los PO (p,)s son
autofunciones de un operador de Jacobi (tridiagonal) en el espacio £2(N)

by a0 po(x) po(x)

ca b a Pl(X) pl(X)
Jp = o b a p(x) | =% | pAx) | =xp, x€S



Ortogonalidad escalar Ortogonalidad matricial
00®0000000 00000000000000000

PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Entre las propiedades mds importantes de polinomios ortogonales es que
siempre verifican una ecuacién en diferencias de segundo orden o relacién de
recurrencia a tres términos de la forma (p—1 = 0)

Xpn(X) = anpn+1(X) aF bnpn(X) “F Cnpnfl(x)7 n>0 J

donde
(Xpnypn+1)w b, = (Xpmp")O-J c, = (Xpmp"—l)W

an = 5 n 5 n
(pn+17 pn+1)w (Pm Pn)w (pnfla pnfl)w

Esta relacién de recurrencia es equivalente a que los PO (p,)s son
autofunciones de un operador de Jacobi (tridiagonal) en el espacio £%(N)

by a0 po(x) po(x)
a b a pi(x) pi(x)
Jp= o b a p(x) | =% | pAx) | =xp, x€S

El resultado contrario también es cierto (Teorema de Favard o espectral) ya
que J es un operador autoadjunto en Ef,(N), donde 7 es el vector de las normas

inversas de los polinomios pp.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.

Bochner (1929) (Routh (1884)): caracterizar (p,), verificando
dbn = B(X)PL(X) + APL(X) = Awpa(x) )
donde degf, <2y degf) = 1.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.

Bochner (1929) (Routh (1884)): caracterizar (p,), verificando
dbn = B(x)PL(x) + F(x)Ph(X) = Aapn(x) J

donde degf, <2y degf) = 1.
Esto es equivalente a la simetria (autoadjunto) del operador diferencial
de segundo orden

d = K30 + A(x)0
con respecto al producto escalar (-, -),i.e.

(dPn, pm)w - (Pm dpm)w» n,m Z 0
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Entre todas las familias de PO existen unas pocas que tienen especial
importancia. Estas verifican normalmente una propiedad extra.

Bochner (1929) (Routh (1884)): caracterizar (p,), verificando
dbn = B(x)PL(x) + F(x)Ph(X) = Aapn(x) J

donde degf, <2y degf) = 1.
Esto es equivalente a la simetria (autoadjunto) del operador diferencial
de segundo orden

d = f(x)05 + f(x)0}

con respecto al producto escalar (-, -),i.e.

(dPn, pm)w - (Pm dpm)w» n,m Z 0

La relacién entre los coeficientes del operador diferencial d y la medida w
viene dada por la denominada ecuacién de Pearson

(B(x)w(x))" = Alx)w(x) J

mas ciertas condiciones de contorno.




Hermite: f(x) = 1, dw(x) = e * dx, x € R:

Ho(x)" = 2xHn(x) = —2nH,(x)
Laguerre: f(x) = x, dw(x)

x%e Xdx, a > —1, x € [0,0):
xLY(x)" + (a+ 1 — x)LY(x)
Jacobi: H(x) =1 — x2, dw(x)

= L3 (x)

—(1-
(1-x*)P

(e, 8)

x)*(1 — x)Pdx, x € [-1,1]
L2 ()" +(B—a—(a+ B+2)x)P
—n(n+a+ B+ 1)PA(x),
Entre los polinomios de Jacobi estan los conocidos

(e, 8) (X)/ -

n

a, > -1
@ Polinomios de Chebychev: cuando v = 8 = —1/2.

@ Polinomios de Legendre o esféricos: cuando o= =0

@ Polinomios de Gegenbauer o ultraesféricos: cuando
a=0=X-1/2.

«O>» «F»r « >

« =

DA
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FAMILIAS CLASICAS
Hermite: f(x) =1, dw(x) = edx, x € R:
H,(x)" — 2xHn(x)" = —2nH,(x)

Laguerre: f(x) = x, dw(x) = x*e Xdx, a > —1, x € [0, 00):

XLy ()" + (a + 1= x)L7(x)" = —nLy(x)

Ortogonalidad matricial
00000000000000000



Ortogonalidad escalar Ortogonalidad matricial
0000®00000 00000000000000000

FAMILIAS CLASICAS
Hermite: f(x) = 1, dw(x) = e dx, x € R:
Ha(x)" — 2xHn(x)' = —2nH,(x)

Laguerre: f(x) = x, dw(x) = x%e *dx, a > —1, x € [0, 00):
XL(x)" + (a+1—x)L2(x) = —nL%(x)

Jacobi: f(x) =1 —x?, dw(x) = (1 — x)*(1 — x)%dx, x € [-1,1]:

(1=x*)PLPN(x)" + (B — a = (a+ B+ 2)x) P (x) =

—n(n+a+B+1)PeA(x), o> -1



Ortogonalidad escalar Ortogonalidad matricial
0000®00000 00000000000000000

FAMILIAS CLASICAS
Hermite: f(x) =1, dw(x) = edx, x € R:
H,(x)" — 2xHn(x)" = —2nH,(x)

Laguerre: f(x) = x, dw(x) = x*e Xdx, a > —1, x € [0, 00):
XLy ()" + (a + 1= x)L7(x)" = —nLy(x)
Jacobi: f(x) =1 —x?, dw(x) = (1 — x)*(1 — x)%dx, x € [-1,1]:
(1= )P )+ (8 — = (a+ 5+ 20 P ) =
—n(n+a+B+1)PeA(x), o> -1
Entre los polinomios de Jacobi estén los conocidos
@ Polinomios de Chebychev: cuando oo = = —1/2.

@ Polinomios de Legendre o esféricos: cuando a = /3 = 0.

@ Polinomios de Gegenbauer o ultraesféricos: cuando
a=p=A-1/2.
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APLICACIONES

@ Teoria de operadores: operadores de Jacobi, Hankel, Toeplitz.
@ Fracciones continuas.

@ Anilisis numérico: férmulas de cuadratura, aproximacion de
minimos cuadrados.

@ Teoria de representacién grupos: funciones esféricas.

@ Equilibrio electrostdtico con potencial logaritmico: ceros de
PO.

@ Mecdnica cudntica: oscilador armdnico cudntico, atomo de
hidrégeno, etc.

@ Analisis armdnico: funciones de Hermite.

@ Procesos estocasticos: cadenas de Markov de nacimiento y
muerte y procesos de difusién.
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ANALISIS ARMONICO

FUNCIONES DE ONDA O DE HERMITE

e /2 H,(x)

Yn(x) = m

2 2 . . -
donde H,(x) = (—1)"e* (e )™, son los polinomios de Hermite. (/s), es un
conjunto ortonormal completo de L*(R), i.e (¢n,¥m) = Spm, n, m > 0.
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ANALISIS ARMONICO

FUNCIONES DE ONDA O DE HERMITE

e /2 H,(x)

Yn(x) = m

donde H,(x) = (—1)"eX2(e’X2)("), son los polinomios de Hermite. (tn)n es un
conjunto ortonormal completo de L*(R), i.e (¢n,¥m) = Spm, n, m > 0.
(¥n)n son autofunciones de un operador de Schrodinger

Y (x) = X*Pa(x) = =(2n + 1n(x), x€R

y a la vez de la transformada de Fourier

Dn(x) = %277 / Z Un(t)e™dt = ()"0n(x), x € R
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ANALISIS ARMONICO

FUNCIONES DE ONDA O DE HERMITE

ha(x) = W e /2H,(x)

donde H,(x) = (—1)"eX2(e’X2)("), son los polinomios de Hermite. (tn)n es un
conjunto ortonormal completo de L*(R), i.e (¢n,¥m) = Spm, n, m > 0.
(¥n)n son autofunciones de un operador de Schrodinger

Y (x) = X*Pa(x) = =(2n + 1n(x), x€R

y a la vez de la transformada de Fourier

() = / Un(t)e™dt = (I)"n(x), x € R

Por lo tanto, definiendo los subespacios de L?(R)

Hy = {f c L2(R) S f = Z(f,w4n+k)¢4n+k}

neN

toda funcién f € L?(R) se puede descomponer como una suma de 4 funciones
ortogonales, cada una perteneciente al espacio Hi. Por lo tanto

LPR)=H @ H @ Hs @ Hy
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CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN N

La matriz de transicién de probabilidades P (tiempo discreto) y el operador
infinitesimal A (tiempo continuo) son matrices de Jacobi (tridiagonales)

n  po 0 —Xo Ao 0
g n pt O w —(M+m) A1 0

P=10 @ nrn p A= 0 2 —(A2+p2) A

El objetivo es describir las transiciones de probabilidades a cualquier paso de
tiempo (discreto) P" é P(t), que verifica P'(t) = AP(t).
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CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN N

La matriz de transicién de probabilidades P (tiempo discreto) y el operador
infinitesimal A (tiempo continuo) son matrices de Jacobi (tridiagonales)

n  po 0 —Xo Ao 0
g n pt O w —(M+m) A1 0

P=10 @ nrn p A= 0 2 —(A2+p2) A

El objetivo es describir las transiciones de probabilidades a cualquier paso de
tiempo (discreto) P" é P(t), que verifica P'(t) = AP(t).

Para x € C o R (autovalor) construimos un vector dependiente de x
(autovector) Q = (Qo(x), Qi(x),...)" tal que

PQ=xQ, AQ=-—xQ
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CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN N

La matriz de transicién de probabilidades P (tiempo discreto) y el operador
infinitesimal A (tiempo continuo) son matrices de Jacobi (tridiagonales)

n  po 0 —Xo Ao 0
g n pt O w —(M+m) A1 0

P=10 @ nrn p A= 0 2 —(A2+p2) A

El objetivo es describir las transiciones de probabilidades a cualquier paso de
tiempo (discreto) P" é P(t), que verifica P'(t) = AP(t).

Para x € C o R (autovalor) construimos un vector dependiente de x
(autovector) Q = (Qo(x), Qi(x),...)" tal que

PQ=xQ, AQ=-—xQ

Normalizando a Quo(x) = 1 se observa que Q,(x) es un polinomio en x de grado
exactamente n y que verifican una relacién de recurrencia a tres términos:

XQn(X) = ann+1(X) + rnQn(X) + annfl(X)
_XQn(X) = )\nQn+1(X) - (>\n + Mn)Qn(X) + llannfl(X)
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CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN N

El Teorema Espectral asegura que hay una correspondencia biyectiva entre
operadores tridiagonales (como P o .A) autoadjuntos en ¢ (N) donde el vector
7 en el espacio £2(N) viene dado por mp =1y
_ pop1--cpi-1 ( 7>\0A1"'>\i71)
= — T = —
q1q2 -+ - qi 12 -« i
y medidas positivas 1 con soporte [—1,1] (para P) 6 [0,00) (para A).
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CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN N

El Teorema Espectral asegura que hay una correspondencia biyectiva entre
operadores tridiagonales (como P o .A) autoadjuntos en ¢ (N) donde el vector
7 en el espacio £2(N) viene dado por mp =1y
_ pop1--cpi-1 ( 7>\0A1"'>\i71)
= — T = —
q1q2 -+ - qi 12 -« i
y medidas positivas 1 con soporte [—1,1] (para P) 6 [0,00) (para A).

THEOREM (REPRESENTACION INTEGRAL DE KARLIN-MCGREGOR)

Se tiene la siguiente representacion integral de P" (tiempo discreto)

P = P06 =X =) =7 [ X0 Q) ()

y de P(t) (tiempo continuo)

Pi(t) = B(Xe = jlXo = i) = m / " e Q) @) d(x)

0
Ademds 7rf1 = ||Qjl|% vy la familia de polinomios (Qn)n es ortogonal con
respecto a i en el espacio L3,([—1,1]) (para P) o L}([0,00)) (para A).
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CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN N

El Teorema Espectral asegura que hay una correspondencia biyectiva entre
operadores tridiagonales (como P o .A) autoadjuntos en ¢ (N) donde el vector
7 en el espacio £2(N) viene dado por mp =1y
_ pop1--cpi-1 ( 7>\0A1"'>\i71)
= — T = —
q1q2 -+ - qi 12 -« i
y medidas positivas 1 con soporte [—1,1] (para P) 6 [0,00) (para A).

THEOREM (REPRESENTACION INTEGRAL DE KARLIN-MCGREGOR)

Se tiene la siguiente representacion integral de P" (tiempo discreto)

P = P06 =X =) =7 [ X0 Q) ()

y de P(t) (tiempo continuo)

Pi(t) = B(Xe = jlXo = i) = m / " e Q) @) d(x)

0
Ademds 7rf1 = ||Qjl|% vy la familia de polinomios (Qn)n es ortogonal con
respecto a i en el espacio L3,([—1,1]) (para P) o L}([0,00)) (para A).

Ejemplos: cola M/M/k, modelos de urnas de Ehrenfest o Laplace-Bernoulli,
procesos de nacimiento v muerte lineal. etc.
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PROCESOS DE DIFUSION

La densidad de transicién de probabilidades p(t; x, y) verifica la ecuacién de
retroceso de Kolmogorov

o _ 4 1o Op p
9r = AP =57 (Nge g

Se hace separacién de variables y se escribe el operador infinitesimal A como

- iy () = ([ 20)

El problema de encontrar autovalores y autofunciones de A (i.e. Ap = @) es
un problema de Sturm-Liouville con ciertos valores frontera.
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PROCESOS DE DIFUSION

La densidad de transicién de probabilidades p(t; x, y) verifica la ecuacién de
retroceso de Kolmogorov

o _ o
ot ox

Se hace separacién de variables y se escribe el operador infinitesimal A como

- iy () = ([ 20)

El problema de encontrar autovalores y autofunciones de A (i.e. Ap = @) es
un problema de Sturm-Liouville con ciertos valores frontera.

_ 1 2 82[)
AP = 50’ (X)@ + M(X

Si existe una sucesién de autofunciones ortogonales (¢,), completa en L2,(S)
con sus correspondientes autovalores (An)n, la densidad de transicién de
probabilidades p(t; x, y) admite la siguiente representacidn espectral

oo

p(t:x,y) = m(y) > e én(x)nly) J

n=0
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PROCESOS DE DIFUSION

La densidad de transicién de probabilidades p(t; x, y) verifica la ecuacién de
retroceso de Kolmogorov

o _ o
ot ox

Se hace separacién de variables y se escribe el operador infinitesimal A como

- iy () = ([ 20)

El problema de encontrar autovalores y autofunciones de A (i.e. Ap = @) es
un problema de Sturm-Liouville con ciertos valores frontera.

_ 1 2 82[)
AP = 50’ (X)@ + //L(X

Si existe una sucesién de autofunciones ortogonales (¢,), completa en L2,(S)
con sus correspondientes autovalores (An)n, la densidad de transicién de
probabilidades p(t; x, y) admite la siguiente representacidn espectral

oo

p(t:x,y) = m(y) > e én(x)nly) J

n=0

Ejemplos: Hermite (proceso de Orstein-Uhlenbeck), Laguerre (proceso
cuadrético de Bessel), Jacobi (modelo de Wright-Fisher).
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Polinomios matriciales sobre la recta real:

P(x) = Kx"+Koix" '+ 4Ky, KicCY"M xeR
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales ( ).
Ortogonalidad: W soportada en R (semi-definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial. Sea (P,), una sucesién de

polinomios matriciales con deg P, y coeficiente lider no singular tal que son
en el siguiente sentido

Oy, n#m

(PnyPm)w = /L P,(x)dW(x)P;,(x)

Esto es una forma sesquilinear y no un producto escalar usual, pero tiene
propiedades parecidas a la de espacio de Hilbert
Ahora tenemos un espacio de funciones matriciales ponderado

Ly (R; VM) = {F ‘R — CVV / F(x)dW(x)F*(x) < oc}
JR

que es un espacio de Hilbert con la norma ||F||7y = Tr(F, F)w.

O» «F»r «

i
it
it
)
¥l
i)
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

P(X):KnX"+Kn—1X"—1+..~+KO’ ’(I,E(CNXN7 x€R

Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM).
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:
P(X):KnX"+Kn—1X"—1+..~+KO’ ’(I,E(CNXN7 x€R

Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM).

Ortogonalidad: matriz peso W soportada en R (semi-definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial. Sea (P,), una sucesién de
polinomios matriciales con deg P, y coeficiente lider no singular tal que son
ortogonales en el siguiente sentido

(P, P = /R Po(x)dW(x)PL(x) = Oy, n# m J
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

P(X):KnX"+Kn—1X"—1+..~+KO’ ’(I,E(CNXN7 x€R

Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM).

Ortogonalidad: matriz peso W soportada en R (semi-definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial. Sea (P,), una sucesién de
polinomios matriciales con deg P, y coeficiente lider no singular tal que son
ortogonales en el siguiente sentido

(P, P = /R Po(x)dW(x)PL(x) = Oy, n# m J

Esto es una forma sesquilinear y no un producto escalar usual, pero tiene
propiedades parecidas a la de espacio de Hilbert
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

P(X):KnX"+Kn—1X"—1+..~+KO’ ’(I,E(CNXN7 x€R

Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM).

Ortogonalidad: matriz peso W soportada en R (semi-definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial. Sea (P,), una sucesién de
polinomios matriciales con deg P, y coeficiente lider no singular tal que son
ortogonales en el siguiente sentido

(Po, Pr)w = /R Po(x)dW(x)PL(x) = On, n#m l

Esto es una forma sesquilinear y no un producto escalar usual, pero tiene
propiedades parecidas a la de espacio de Hilbert
Ahora tenemos un espacio de funciones matriciales ponderado

Ly (R; VM) = {F ‘R —CVV. /RF(x)dW(x)F*(x) < oo}

que es un espacio de Hilbert con la norma ||F||3, = Tr(F, F)w.
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

De manera similar, para F € L3, (R; CV*"), la serie matricial

e}

(SF)(x) = > FiPu(x), = (F,POw (P, P)w

k=0

es la serie matricial generalizada de Fourier de F

Ortogonalidad matricial
0®000000000000000
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

De manera similar, para F € L3, (R; CV*"), la serie matricial

e}

(SF)(x) = > FiPu(x), = (F,POw (P, P)w

k=0
es la serie matricial generalizada de Fourier de F

La ortogonalidad de (P,), con respecto a la matriz peso W es equivalente
ahora a una relacion de recurrencia a tres términos

XxPp(x) = AnPni1(x) + BaPa(x) + CoPn-1(x), P-1 =0y )

donde A, and C, son matrices no singulares y B, = B;.
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

De manera similar, para F € L3, (R; CV*"), la serie matricial

e}

(SF)(x) = > FiPu(x), = (F,POw (P, P)w

k=0
es la serie matricial generalizada de Fourier de F

La ortogonalidad de (P,), con respecto a la matriz peso W es equivalente
ahora a una relacion de recurrencia a tres términos

XxPp(x) = AnPni1(x) + BaPa(x) + CoPn-1(x), P-1 =0y )

donde A, and C, son matrices no singulares y B, = B;.
Los POM son entonces autofunciones de un operador de Jacobi tridiagonal por
bloques:

Po(X) Bo Ao Po(X)

P1(X) C1 Bl A1 P1(X)
xP = x PQ(X) = C, B, A P2(X) =JP
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

De manera similar, para F € L3, (R; CV*"), la serie matricial

e}

(SF)(x) = > FiPu(x), = (F,POw (P, P)w

k=0
es la serie matricial generalizada de Fourier de F

La ortogonalidad de (P,), con respecto a la matriz peso W es equivalente
ahora a una relacion de recurrencia a tres términos

XxPp(x) = AnPni1(x) + BaPa(x) + CoPn-1(x), P-1 =0y )

donde A, and C, son matrices no singulares y B, = B;.
Los POM son entonces autofunciones de un operador de Jacobi tridiagonal por

bloques:
Po(x) By A Po(x)
PI(X) Ci B A P1(X)

xP = x PQ(X) = C, B, A Pz(X) =JP

Al contrario también es cierto (Teorema de Favard o espectral**)
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PROPIEDADES DIFERENCIALES

Durén (1997): caracterizar familias no triviales de POM (P,,), verificando

DP,(x) = Fa(x)P; (x) + F1(x)Pp(x) + Fo(x)Pn(x) = Pn(x)Ts J

donde deg F>(x) < 2,deg F1(x) = 1, Fo(x) es una matriz constante y I, es
una matriz hermitica.
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PROPIEDADES DIFERENCIALES

Durén (1997): caracterizar familias no triviales de POM (P,,), verificando

DP,(x) = Fa(x)P; (x) + F1(x)Pp(x) + Fo(x)Pn(x) = Pn(x)Ts J

donde deg F>(x) < 2,deg F1(x) = 1, Fo(x) es una matriz constante y I, es
una matriz hermitica.

En esta seccién estaremos usando el producto interno

(P, @)y = / @ (IWHP(X) dx, (P, Q)w = (P, Q") J
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PROPIEDADES DIFERENCIALES

Durén (1997): caracterizar familias no triviales de POM (P,,), verificando

DP,(x) = Fa(x)P; (x) + F1(x)Pp(x) + Fo(x)Pn(x) = Pn(x)Ts J

donde deg F>(x) < 2,deg F1(x) = 1, Fo(x) es una matriz constante y I, es
una matriz hermitica.

En esta seccién estaremos usando el producto interno

(P, @)y = / @ (IWHP(X) dx, (P, Q)w = (P, Q") ]

Equivalente a la simetria del operador diferencial de segundo orden

D = Fy(x)8; + F1(x)d% + Fo(x)
con DP,=P,I',

D es simétrico con respecto a W si (DP, Q),, = (P,DQ),,-
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COMO GENERAR EJEMPLOS

@ Teoria de representacidn de grupos: bisqueda de funciones esféricas
matriciales asociadas a diferentes grupos (Griinbaum, Pacharoni,
Tirao, Roman, Zurrian, Koelink).
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COMO GENERAR EJEMPLOS

@ Teoria de representacidn de grupos: bisqueda de funciones esféricas
matriciales asociadas a diferentes grupos (Griinbaum, Pacharoni,
Tirao, Roman, Zurrian, Koelink).

@ Ecuaciones de momentos: a partir de las ecuaciones de simetria
resolver las correspondientes ecuaciones (Durdn, Griinbaum, Mdl).
Usado en Duran-Mdl (2008) para generar ejemplos de POM
ortogonales con respecto a un peso matricial mas una delta de Dirac
en un punto.
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COMO GENERAR EJEMPLOS

@ Teoria de representacidn de grupos: bisqueda de funciones esféricas
matriciales asociadas a diferentes grupos (Griinbaum, Pacharoni,
Tirao, Roman, Zurrian, Koelink).

@ Ecuaciones de momentos: a partir de las ecuaciones de simetria
resolver las correspondientes ecuaciones (Durdn, Griinbaum, Mdl).
Usado en Duran-Mdl (2008) para generar ejemplos de POM
ortogonales con respecto a un peso matricial mas una delta de Dirac
en un punto.

@ Problema biespectral matricial: resolviendo las llamadas
ad-conditions (ad’™ (') = 0) donde k es el orden del operador
diferencial (Castro, Griinbaum, Tirao). Usado para generar ejemplos

de orden k =1 en Castro-Griinbaum (2005, 2008).
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@ Durdn-Griinbaum (2004): resolviendo las ecuaciones de simetria
(ecuaciones de Pearson matriciales):

F3(x)W(x) = W(x)F2(x)
FI0)W(x) = 2(W(x)F2(x))" = W(x)F1(x)
Fo()W(x) = (W(x)F2(x))" — (W(x)F1(x))" + W(x)Fo(x)

lim W(x)Fa(x) =0 = lim(W(x)Fi1(x) — Fi(x)W(x)), t=a,b

x—t x—t



Ortogonalidad escalar Ortogonalidad matricial
0000000000 0000®000000000000

@ Durdn-Griinbaum (2004): resolviendo las ecuaciones de simetria
(ecuaciones de Pearson matriciales):

F3(x)W(x) = W(x)F2(x)
FI0)W(x) = 2(W(x)F2(x))" = W(x)F1(x)
Fo()W(x) = (W(x)F2(x))" — (W(x)F1(x))" + W(x)Fo(x)

A continuacién describimos un método general para resolverlas en el caso
en el que el coeficiente lider Fo(x) = f2(x)I. Para ello factorizamos

W(x) = w(x)T(x)T"(x),

donde w es un peso escalar (Hermite, Laguerre o Jacobi) y T es una
funcién matricial solucién de

T'(x)=G(x)T(x), T(c)=1, ce(ab)



Definiendo

@ La primera ecuacién de simetria es trivial.

Fi(x) =26(x)G(x) +

(),

w(x)
la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.

Por dltimo, la tercera de las ecuaciones de simetria es equivalente a

(W(x)Fi(x) = F1(x)W(x))' = 2(W(x)Fo — FoW(x))
Por lo tanto, es suficiente encontrar Fq tal que
X() = 700 AOG()+ )G+
es hermitica para todo x.

(500 g1 p )71
6 Fo> T(x)
(Durén, 2008).

El método se ha generalizado cuando F; no es necesariamente escalar

«O» «Fr « =>»

« =

DA



@ La primera ecuacién de simetria es trivial.
@ Definiendo

F1i(x) =2h(x)G(x) + (B(x)w(x))’

1
w(x)
la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.

DA
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@ La primera ecuacién de simetria es trivial.
@ Definiendo ,
(),

Fi(x) =26(x)G(x) + ()

la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.

@ Por dltimo, la tercera de las ecuaciones de simetria es equivalente a
(W(x)F1(x) — F1(x)W(x))" = 2(W(x)Fo — FgW(x))

Por lo tanto, es suficiente encontrar Fg tal que

X0 = 7700 (0060 + )G+ N 60 ) T

es hermitica para todo x.
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@ La primera ecuacién de simetria es trivial.
@ Definiendo ,
(),

Fi(x) =26(x)G(x) + ()

la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.
@ Por dltimo, la tercera de las ecuaciones de simetria es equivalente a
(W(x)F1(x) — F1(x)W(x)) = 2(W(x)Fo — FgW(x))

Por lo tanto, es suficiente encontrar Fg tal que

X0 = 7700 (0060 + )G+ N 60 ) T

es hermitica para todo x.

El método se ha generalizado cuando F; no es necesariamente escalar
(Durén, 2008).
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EJEMPLOS CON Fy, =1
Seah=1lyw= e = G(x) = A+2Bx,Fi(x) =2(A+ (2B — I)x)

SiB=0= W(x)= e=X eAx A"
STA=0= W(x) = e ¥ eBXeBY
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EJEMPLOS CON Fy, =1

Seah=lyw=e* = G(x) = A+2Bx,Fi(x) =2(A+ (2B — I)x)
SiB=0= W(x)= e=X eAx A"
STA=0= W(x) = e ¥ eBXeBY
Para el primer caso, una solucién para que
x(x) = A? — 2Ax — e A Fye™

sea hermitica es eligiendo Fo = A? — 2J, con

0O »nn 0 -- 0 N-1 0 0 0

0 0 v - 0 0 N -2 0 0
A=l - : o= . .

0 0 O UN—1 0 0 1 0

o
o
o
o
o
o
o
o
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EJEMPLOS CON Fy, =1

Seah=lyw=e* = G(x) = A+2Bx,Fi(x) =2(A+ (2B — I)x)
SiB=0= W(x)= e=X eAx A"
STA=0= W(x) = e ¥ eBXeBY
Para el primer caso, una solucién para que
x(x) = A? — 2Ax — e A Fye™

sea hermitica es eligiendo Fo = A? — 2J, con

0 v»n 0 --- 0 N-1 0 0 0
0 0 v, --- 0 0 N—2 0 0
A= =] 5
0 0 0 - vy 0 0 1 0
o o o0 -- 0 0 0 0 0

Para el segundo caso una solucién para que
x(x) = 2B + (4B® — 4B)x® — e B FeB
sea hermitica tiene es eligiendo Fo = 2B —4J con B = ZJ.N:_ll(—l)f“Aj
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

Si B=0= W(x) = x“e XeMeA™
SiA=0= W(x)=x%"xBxE

Ortogonalidad matricial
0000000®000000000
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

Si B=0= W(x) = x“e XeMeA™
SiA=0= W(x)=x%"xBxE

En el primer caso tiene que ocurrir que

Ortogonalidad matricial
0000000®000000000

X(IW(L) = e ((0-+ DA (A - A)x — e Foeh) &

sea hermitica.
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

SiB=0= W(x)=x% *eMeA™x
SiA=0= W(x)=x%"xBxE

En el primer caso tiene que ocurrir que
XCOW(D) = & (o 1A — (A2 — A)x — e Foe™) o

sea hermitica.
En el segundo caso tiene que ocurrir que

1
X(X) = (B2 + OCB); — B — XiBF()XB

sea hermitica.
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Ortogonalidad escalar
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

Si B=0= W(x) = x“e XeMeA™
7XXBXB*

En el primer caso tiene que ocurrir que
XCOW(D) = & (o 1A — (A2 — A)x — e Foe™) o

sea hermitica.
En el segundo caso tiene que ocurrir que

1
x(x) = (B*+aB)=- — B — x BF,xB
X
sea hermitica.

lgual para b =1 - x>y w = (1 —x)*(1 +x)%,a,8 > —1
También se han conseguido otros ejemplos donde A y B, no conmutan.
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NUEVOS FENOMENOS

@ Existencia de varios operadores diferenciales de tipo Sturm-Liouville
que tienen a una misma familia de POM como autofunciones
(Castro, Durdn, Mdl, Griinbaum, Pacharoni, Tirao, Roman).

@ Para un operador diferencial fijo, existen infinitas familias de POM
linealmente independientes que son autofunciones de ese mismo
operador diferencial (Durdn, Mdl).

@ Existencia de ejemplos de POM que satisfacen ecuaciones
diferenciales de orden impar (Castro, Griinbaum, Duran, Mdl).

@ Existencia de una familia de operadores en escalera (de destruccién
o aniquilacién) para ciertos ejemplos de POM, algunos de ellos de
orden 0 (Griinbaum, Mdl, Martinez-Finkelshtein).
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APLICACIONES

@ Ecuacién de Dirac: una solucién particular de la ecuacién de Dirac se
relaciona con un peso matricial cuyos POM son autofunciones de un
operador diferencial de segundo orden (Durdn-Griinbaum).

@ Problemas limitados en tiempo y banda discretos: cémputo efectivo de
autovectores de ciertas matrices “llenas” buscando matrices tridiagonales
que conmuten con ellas (Durdn, Griinbaum, Pacharoni, Zurrian).

@ Analisis arménico matricial: Funciones matriciales que son autofunciones
al mismo tiempo de un operador diferencial de tipo Schrodinger y un
operador integral de tipo Fourier (Mdl).

@ Cadenas de Markov bidimensionales: la segunda componente es discreta y
finita (fase) (Dette, Reuther, Griinbaum, Pacharoni, Tirao, Mdl).

@ Procesos de difusion cambiantes: procesos de difusién en el que existe un
proceso aleatorio markoviano discreto subyacente que hace que cambie el
proceso (Mdl).

@ Otras aplicaciones: teoria de dispersién (Geronimo), resultados
asintéticos (Durdn, Lépez-Rodriguez), férmulas de cuadratura (Durdn,
Polo, van Assche, Sinap), sistemas integrables no conmutativos y
ecuaciones de Painlevé no conmutativas (Cafasso, Mdl), problemas de
Riemann-Hilbert (Griinbaum, Mdl, Martinez-Finkelshtein, Delvaux), etc.



ANALISIS ARMONICO MATRICIAL

Sea W(x) = e A A (A nilpotente). Los POM verifican

P}l(x) = 2(xI — A)P)(x) 4 (A* = 2J)Pa(x) = P,(x)(—2nl —2J)

J

DA
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ANALISIS ARMONICO MATRICIAL

Sea W(x) = e eMxeAx (A nilpotente). Los POM verifican

P (x) — 2(xI — A)Py(x) + (A% — 2J)P,(x) = Pn(x)(—2nl — 2J) J

La familia ®,(x) = e*X2/2eA*XP,,(X) es ortogonal en L?(R,CV*N)
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ANALISIS ARMONICO MATRICIAL

Sea W(x) = e A A (A nilpotente). Los POM verifican

P (x) — 2(xI — A)Py(x) + (A% — 2J)P,(x) = Pn(x)(—2nl — 2J) J

La familia ®,(x) = e*X2/2eA*XP,,(X) es ortogonal en L?(R,CV*N)
(®n)n es autofuncién de un operador diferencial de tipo Schrodinger matricial

®)/(x) — (1 +20)®n(x) + Ba(x)((2n+ 1)1 +2J) =0, xR J
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ANALISIS ARMONICO MATRICIAL

Sea W(x) = < gAx A" x (A nilpotente). Los POM verifican

P (x) — 2(xI — A)Py(x) + (A% — 2J)P,(x) = Pn(x)(—2nl — 2J) J

La familia ®,(x) = e*X2/2eA*XP,,(X) es ortogonal en L?(R,CV*N)
(®n)n es autofuncién de un operador diferencial de tipo Schrodinger matricial

®)/(x) — (1 +20)®n(x) + Ba(x)((2n+ 1)1 +2J) =0, xR J

y un operador integral de tipo Fourier matricial

1 iz nei3,
— e e 2" ®,(t)dt = P,(x x € R
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ANALISIS ARMONICO MATRICIAL

Sea W(x) = 7 gAx A" x (A nilpotente). Los POM verifican

P (x) — 2(xI — A)Py(x) + (A% — 2J)P,(x) = Pn(x)(—2nl — 2J) J

La familia ®,(x) = e*X2/2eA*XP,,(X) es ortogonal en L?(R,CV*N)
(®n)n es autofuncién de un operador diferencial de tipo Schrodinger matricial

®)/(x) — (1 +20)®n(x) + Ba(x)((2n+ 1)1 +2J) =0, xR J

y un operador integral de tipo Fourier matricial

\/%/ ™21, (t)dt = ®,(x)(i)"e'?!, xeR J

De nuevo hay 4 posible autovalores (matriciales), con lo que
L*(R,CM*N) = Hy @ H> ® H3 @ Hy, donde

Hy = {F € L(R,CYM) 1 F(x) = 3 ®anas(x)(F, ‘I’4n+k)}

neN
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ANALISIS ARMONICO MATRICIAL

Sea W(x) = 7 gAx A" x (A nilpotente). Los POM verifican

P (x) — 2(xI — A)Py(x) + (A% — 2J)P,(x) = Pn(x)(—2nl — 2J) J

La familia ®,(x) = efxz/zeA*XP,,(x) es ortogonal en L?(R,CV*N)
(®n)n es autofuncién de un operador diferencial de tipo Schrodinger matricial

®)/(x) — (1 +20)®n(x) + Ba(x)((2n+ 1)1 +2J) =0, xR J

y un operador integral de tipo Fourier matricial

\/%/ ™21, (t)dt = ®,(x)(i)"e'?!, xeR J

De nuevo hay 4 posible autovalores (matriciales), con lo que
L*(R,CM*N) = Hy @ H> ® H3 @ Hy, donde

Nx N
Hy = {F € LP(R,C"M): F(x) =D ®anii(x)(F, <I>4,,+k)}
neN
Existen otros ejemplos pero con diferentes autovalores y autofunciones, con lo
que no es la dnica manera de hacer anilisis arménico en L2(R, CV*").
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CUASI-PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

Las transiciones de probabilidades son (a tiempo continuo)

(Pii)i(t) =P(Xe =" Ye=jlXo=i'Yo=1i), i'\jeSCZ 1<ij<N
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Ortogonalidad matricial
CUASI-PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

Las transiciones de probabilidades son (a tiempo continuo)

(Pii)i(t) =P(Xe =/ Ye=jlXo=i"Yo=1i), i'jeScCL,

1<ij<N
El operador infinitesimal A = P’(0) viene dado por
Bo Ao
Ci B A
A =

C. B, A

donde A,, Cn+1,n > 0 son matrices no singulares, A tiene todas sus entradas
no negativas fuera de la diagonal principal (escalar!) y
(Ao + Bo)en < On, (An+B,+ Co)ey <Oy, ey=(1,...,1)"



Ortogonalidad escalar

Ortogonalidad matricial
0000000000

0000000000 0e00000

CUASI-PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

Las transiciones de probabilidades son (a tiempo continuo)
(Pip)i(t) =P(Xe =/, Ye=jXo=1Yo=1), ij/€eSCZ 1<ij<N
El operador infinitesimal A = P’(0) viene dado por

By Ao
C: By A
A= C. B A

donde A,, Cn+1,n > 0 son matrices no singulares, A tiene todas sus entradas
no negativas fuera de la diagonal principal (escalar!) y

(Ao + Bo)en < On, (An+B,+ Co)ey <Oy, ey=(1,...,1)"

Se construye, para x € R, un vector Q = (Q{ (x), Q{ (x),...)" tal que
AQ = —xQ, i.e. los polinomios matriciales (@Q,), verifican

7XQ,,(X) - Anon+1(X) + Bnon(X) + Cnonfl(x)
El andlisis espectral serd posible si se puede “simetrizar’ A. Para ello debe
existir una sucesién de matrices no singulares (R,), tal que

R.B.R," = (R:B,R,")", R,AR, Y = (Rni1CniaR,)’, n>0
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El espacio de aplicacién del Teorema espectral viene dado ahora por

(N CV Ny = §(Xa)n 0 (X, X)) =D Xalla X}, < 00

n>0
donde
M,=RIR,=(C{C] - C])Y 'R{Ro(AA1---A, 1), n>1
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El espacio de aplicacién del Teorema espectral viene dado ahora por

(N CV Ny = §(Xa)n 0 (X, X)) =D Xalla X}, < 00

n>0
donde
M,=RIR,=(C{C] - C])Y 'R{Ro(AA1---A, 1), n>1

Griinbaum y Dette-Reuther-Studden-Zygmunt en 2007 llegaron al siguiente

THEOREM (REPRESENTACION INTEGRAL DE KARLIN-MCGREGOR)

Existe una matriz peso W asociada a A con soporte en [0, c0) tal que se tiene
la siguiente representacidn integral de P(t)

Py(t) = (/OOO e Qi(x)dW(x) Q] x)) (/ Q,(x)dW(x) Q)] (x))

Ademds I'Ifl = ||Q}|l3v y la familia de polinomios matriciales (Q,), es
ortogonal con respecto a W' en el espacio L3,([0, co0); CV*N).

Ejemplos: Tiempo discreto: Griinbaum-Mdl (2008),
Dette-Reuther-Studden-Zymunt (2007), Clayton (2010).
Tiempo continuo: Dette-Reuther (2010), MdI-Roman (2016).
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

El operador infinitesimal A es ahora un operador diferencial de segundo orden
matricial (Berman, 1994)
1
A = EA(X)@f + B(x)d5 + Q(x)
donde A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador infinitesimal
de una cadena de Markov finita a tiempo continuo.
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

El operador infinitesimal A es ahora un operador diferencial de segundo orden

matricial (Berman, 1994)
1
A = EA(x)af + B(x)d5 + Q(x)
donde A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador infinitesimal

de una cadena de Markov finita a tiempo continuo.

Si existen autofunciones matriciales ortogonales (®,), completa en

1%,(S; C"*NY con autovalores matriciales T, tal que A®, = ®,I', entonces se
tiene una representacién espectral de la (matriz) transicién de probabilidades
(Mdl, 2012).

P(tix,y) = 3 ®,(x)e™ B (y)W(y) J
n=0
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

El operador infinitesimal A es ahora un operador diferencial de segundo orden

matricial (Berman, 1994)
1
A = EA(x)af + B(x)d5 + Q(x)
donde A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador infinitesimal

de una cadena de Markov finita a tiempo continuo.

Si existen autofunciones matriciales ortogonales (®,), completa en

1%,(S; C"*NY con autovalores matriciales T, tal que A®, = ®,I', entonces se
tiene una representacién espectral de la (matriz) transicién de probabilidades
(Mdl, 2012).

P(tix,y) = 3 ®,(x)e™ B (y)W(y) J
n=0

También se puede obtener la distribucién invariante (si existiese)

P(y) = (P1(y), a(y), ..., ¥n(y)) tal que P(y)A; =0

-1
P(y) = (/ e,CW(x)eNdx) enW(y), ev=(1,...,1)7
s
Ejemplos: Mdi (2012), MdI-Romén (2016).
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EJEMPLO (FUNCIONES ESFERICAS MATRICIALES)

Sean @Q,(x) los polinomios matriciales 2 x 2 generados por

_XQn(X) = An0n+1(X) + BnQn(X) + CnQn—l(X)

donde los coeficientes vienen dados por

2v+n+2
A, = (4(u4:)n+2)

(n+v)(2v+n+2
4(v+n+1)2

v4nt1)2

_1
) | B, = 1+3f
2(

La matriz de Jacobi (pentadiagonal) es

2(u+n)(xi+n+2)> C,=

W
0

0
n(v+n+2)
4(v+n+1)2

1 1 v+1
_15 21?) o) 0 0 0 0 0
2(w+1) —2 0 o) 0 0 0 0
L 773
4v+D) 0 T2 TS | A1) 0 0 0
0 _v+3 1+v _1 0 (A+v)(2v+3) 0 0
A= 4(v+2)? 2(v+2)2 2 a2
B 0 0 T 0 _I v DE) 0
2(v+2) 2 2w2)(v+d) | 2v+4)
0 0 0 v+4 1+v _1 0 (2+,,)2
2(v+3)2 2(v+3)2 2 2(v13)2

y es el operador infinitesimal de un cuasi-proceso de nacimiento y muerte
(v > 0) a tiempo continuo (MdI-Roman, 2016).



— Syl —x)
1-—2x

El peso matricial es de tipo Gegenbauer (ultraesférico) y viene dado por
1
W(x) = 4”+1/2(y+2) [x(1— x)]”_l/2 (

1—2x

1-— #‘sz(l — x))

DA
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El peso matricial es de tipo Gegenbauer (ultraesférico) y viene dado por

1 _ 20+v) (1-x) 1-2x
_ gqvtl/2 _ v—1/2 V+1/2y
W(x)=4 (v+2) [x(1 = x)] ( 1—2x 1- u+1/2X(1 x)

Cada entrada por bloques (7, j) de P(t) admite una representacién de
Karlin-McGregor

Py(t) = ( /0 e QW) Q; (x)dx) n,

_ _ A (v +2)2v+3) [ 0
Mo = ; r]n - n ; = vl v(v+n
o= Qs T =@l = G o 1) \ 00 sy
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El peso matricial es de tipo Gegenbauer (ultraesférico) y viene dado por

1 _ 20+v) (1-x) 1-2x
_ gqvtl/2 _ v—1/2 V+1/2y
W(x)=4 (v+2) [x(1 = x)] ( 1—2x 1- u+1/2X(1 x)

Cada entrada por bloques (7, j) de P(t) admite una representacién de
Karlin-McGregor

Py(t) = ( /0 ' e_XtQ;(X)W(x)Qf(x)dx> ,

_ _ A (v +2)2v+3) [ 0
Mo = ; r]n - n ; = vl v(v+n
o= Qs T =@l = G o 1) \ 00 sy

Podemos computar también explicitamente la medida invariante del proceso

™= ((ﬂoez)T;(ﬂlez)T;(”ﬁz)T:“'), e; =(1,1),

T+ < v+l 20 +1y 2v(v+2)..“)
S VA v k2 w2 T s
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El peso matricial es de tipo Gegenbauer (ultraesférico) y viene dado por

1 _ 20+v) (1-x) 1-2x
_ gqvtl/2 _ v—1/2 V+1/2y
W(x)=4 (v+2) [x(1 = x)] ( 1—2x 1- u+1/2X(1 x)

Cada entrada por bloques (7, j) de P(t) admite una representacién de
Karlin-McGregor

Py(t) = ( /0 ' e_XtQ;(X)W(x)Qf(x)dx> ,

_ _ A (v +2)2v+3) [ 0
Mo = ; r]n - n ; = vl v(v+n
o= Qs T =@l = G o 1) \ 00 sy

Podemos computar también explicitamente la medida invariante del proceso

™= ((ﬂoez)T;(ﬂlez)T;(”ﬁz)T:“'), e; =(1,1),

T+ < v+l 20 +1y 2v(v+2)..“)
S VA v k2 w2 T s

Interpretacién: El proceso con dos fases se puede interpretar como una
variacién racional de un par de colas con un servidor, donde la interaccién entre
ellas es significativa en los primeros estados de la cola.
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El mismo ejemplo se puede usar para generar un proceso de difusién cambiante
de dos fases con operador infinitesimal

(v +1/2)(1 - 2x) 0 >
8)(

D = x(1 — x)d2+ ( 0 (v+3/2)(1—2x) = 1_12X

N 1 ( —v(1—=2x)*> (1 —2x)> )

2x(1 —x) 1+v —(1+v)
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El mismo ejemplo se puede usar para generar un proceso de difusién cambiante
de dos fases con operador infinitesimal

(w2 -29) 0
D =x(1—x)0+ 0 (v+3/2)(1—2x) = 1—12x ”
1 —v(1-2x)* v(l—2x)?
(e )

Se pueden calcular explicitamente las autofunciones ®,(x) de D, con autovalor
—1—n(n+2v+2) 0
= >
As ( 0 —n(n+2v+2) )’ nz0
®, (no son polinomios) son ortogonales con respecto a la matriz peso

_ 47712 + ) [x(1 — x)P Y2 ( 1+v 0 )

W(x) v+1/2 0 v(1 - 2x)?
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El mismo ejemplo se puede usar para generar un proceso de difusién cambiante
de dos fases con operador infinitesimal

(w2 -29) 0
D =x(1—x)0+ 0 (v+3/2)(1—2x) = 1—12x ”
1 —v(1-2x)* v(l—2x)?
(e )

Se pueden calcular explicitamente las autofunciones ®,(x) de D, con autovalor
—1—n(n+2v+2) 0
= >
As ( 0 —n(n+2v+2) )’ nz0
®, (no son polinomios) son ortogonales con respecto a la matriz peso

_ TR )X = X)) ( 1+v 0 )
B v+1/2 0 v(l-2x)

W(x)

Interpretacién: El proceso puede ser visto como una variante del modelo de
Wright-Fisher model con sélo efectos de mutacion y con dos fases. Mientras
que el proceso esté en la fase 2, empezando en un punto de [0,1/2), hay una
fuerza bloqueando el paso a través del umbral localizado en 1/2 (igual si el
punto interior estd en (1/2,1]). Si el proceso estd en la fase 1 no hay ninguna
restriccién en el punto 1/2.
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