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Introduccién UL, LU y Darboux Ejemplos
0000000 00000000
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, QUE ES UNA TRANSFORMACION DE DARBOUX?

Es un mapeo simultdneo de soluciones y coeficientes de un par de ecuaciones
diferenciales o en diferencias que tienen la misma forma. Conociendo una
transformacién de Darboux podemos encontrar o construir soluciones de
ecuaciones conociendo una solucién trivial. El primero en considerarlo fue

Moutard (1875).
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, QUE ES UNA TRANSFORMACION DE DARBOUX?

Es un mapeo simultdneo de soluciones y coeficientes de un par de ecuaciones
diferenciales o en diferencias que tienen la misma forma. Conociendo una
transformacién de Darboux podemos encontrar o construir soluciones de
ecuaciones conociendo una solucién trivial. El primero en considerarlo fue
Moutard (1875).

CASO CONTINUO: sea H un operador diferencial de segundo orden de la
forma H = —0. + u, donde u es cualquier potencial, y ¢ una autofuncién con
autovalor 0 (por lo tanto u = ¢y /do). Se factoriza H de la forma

N A A
H_oo_( ) %) ( %)
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transformacién de Darboux podemos encontrar o construir soluciones de
ecuaciones conociendo una solucién trivial. El primero en considerarlo fue
Moutard (1875).

CASO CONTINUO: sea H un operador diferencial de segundo orden de la
forma H = —0. + u, donde u es cualquier potencial, y ¢ una autofuncién con
autovalor 0 (por lo tanto u = ¢y /do). Se factoriza H de la forma

N A A
H_oo_( ) %) ( %)

La transformacién de Darboux de H es un nuevo operador H que se obtiene
invirtiendo el orden de multiplicacién de los factores, i.e.

HZQ+Q_:_Xx+E7 E:U—2(¢;l0)
®o

De lo anterior se deduce que si (u, ¢) es un par con ¢ una autofuncién de H,
entonces el par (U, ¢) con ¢ = Q"¢ es una autofuncién de H. En efecto

HQ'$)=QTQ Q o= Q" Hp = A\(Q¢).
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, QUE ES UNA TRANSFORMACION DE DARBOUX?

CASO DISCRETO: sea J un operador en diferencias de segundo orden de la
forma J = a, T + b, + T~ ¢,, donde TT ¢, = dpt1. La ecuacién Jo = Ao se
puede escribir de la forma (J es una matriz de Jacobi)

bo a0 0 (bO ¢0
C1 b1 ai 0 (bl ¢1
Jo=10 o b a 2| =A | g2 | = AP
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, QUE ES UNA TRANSFORMACION DE DARBOUX?

CASO DISCRETO: sea J un operador en diferencias de segundo orden de la
forma J = a, T + b, + T~ ¢,, donde TT ¢, = dpt1. La ecuacién Jo = Ao se
puede escribir de la forma (J es una matriz de Jacobi)

bo a0 0 (bO ¢0
C1 b1 ai 0 (b 1 ¢1

JO6=10 o b a b2 | =AM 2| =20

Se factoriza J de la forma
J=Jud = (anJr +y,,) o (r,, T + s,,)

La transformacién de Darboux discreta de J es un nuevo operador J = J; Jy
cuyos nuevos coeficientes a,, b,, C, verifican
En = ansn/5n+17 bn = bn — Xnln+1 + I'nXn—1, En = Cnyn—l/yn

La relacién entre las autofunciones es la misma que en el caso continuo, pero
en este caso aparece un parametro libre, yp.
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, QUE ES UNA TRANSFORMACION DE DARBOUX?

CASO DISCRETO: sea J un operador en diferencias de segundo orden de la
forma J = a, T + b, + T~ ¢,, donde TT ¢, = dpt1. La ecuacién Jo = Ao se
puede escribir de la forma (J es una matriz de Jacobi)

bo a0 0 (bO ¢0
C1 b1 ai 0 (b 1 ¢1

JO6=10 o b a b2 | =AM 2| =20

Se factoriza J de la forma
J=Jud = (anJr +y,,) o (r,, T + s,,)

La transformacién de Darboux discreta de J es un nuevo operador J = J; Jy
cuyos nuevos coeficientes a,, b,, C, verifican

En = ansn/5n+17 bn = bn — Xnln+1 + I'nXn—1, En = Cnyn—l/yn

La relacién entre las autofunciones es la misma que en el caso continuo, pero
en este caso aparece un parametro libre, yp.

Existe otra transformacién de Darboux discreta factorizando primero J = J Jy
y luego considerando J = JyJi. En este caso no habra parametro libre.
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/., QUE ES UNA CAMINATA ALEATORIA?

Una caminata aleatoria (RW) con espacio de estados en los enteros no
negativos Z>o es una cadena de Markov {X, : n =0,1,...} cuyas transiciones
sélo son posibles entre estados adyacentes o vecinos

N aoﬂaﬂaﬂ
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/., QUE ES UNA CAMINATA ALEATORIA?

Una caminata aleatoria (RW) con espacio de estados en los enteros no
:n=0,1,...} cuyas transiciones

negativos Z>o es una cadena de Markov {X, :
sélo son posibles entre estados adyacentes o vecinos

/—i A /—i
C; ~s—/ %—/ ws—/ f—/
La RW estd caracterizada por su matriz de transicién de probabilidades (MTP)
en un paso P, cuyas entradas (/,j) vienen dadas por
Pij =P (Xot1 =j|Xa = 1)

De esta manera
bo ao 0
a b a 0
P=1|o o b a , bi>0,a8,¢i>0, ai+b+c=1

Obsérvese que P es una matriz tridiagonal semi-infinita (matriz de Jacobi)

La matriz P se dice que es estocastica.
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TEOREMA ESPECTRAL

Sea P la matriz de transicién de probabilidades de una caminata aleatoria
irreducible en Z>(. Para un autovalor x de P construimos un autovector

Q= (Qu(x), Qu(x),...)"

de tal manera que PQ = xQ, condicionado a que Q-1 =0y Q = 1.
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TEOREMA ESPECTRAL

Sea P la matriz de transicién de probabilidades de una caminata aleatoria
irreducible en Z>(. Para un autovalor x de P construimos un autovector

Q= (Qu(x), Qu(x),...)"

de tal manera que PQ = xQ, condicionado a que Q-1 =0y Q = 1.
Las componentes del autovector (Q,), verifican una relacién de recurrencia a
tres términos de la forma

X@n(x) = 20 Qnt1(X) + bnQn(x) + cnQn-1(x), Q-1=0, Q=1

Qn(x) es un polinomio de grado n en la variable x del autovalor.
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TEOREMA ESPECTRAL

Sea P la matriz de transicién de probabilidades de una caminata aleatoria
irreducible en Z>(. Para un autovalor x de P construimos un autovector

Q= (Qu(x), Qu(x),...)"

de tal manera que PQ = xQ, condicionado a que Q-1 =0y Q = 1.
Las componentes del autovector (Qp), verifican una relacién de recurrencia a
tres términos de la forma

X@n(x) = 20 Qnt1(X) + bnQn(x) + cnQn-1(x), Q-1=0, Q=1

Qn(x) es un polinomio de grado n en la variable x del autovalor.

TEOREMA ESPECTRAL (O TEOREMA DE FAVARD)

Existe una correspondencia biyectiva entre operadores tridiagonales (como P)
que son autoadjuntos y acotados (en norma 1) y medidas positivas di(x) en R
con soporte [—1, 1] (medidas espectrales) de tal manera que los polinomios
(Qn)n son ortogonales con respecto a di(x), i.e.

(Qn Q) = / Q1) Qul(x)d(x) = i
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FACTORIZACION UL ESTOCASTICA

Sea P la MTP de una RW irreducible. Queremos hacer una factorizaciéon UL
de P de la siguiente manera
bo a0 Yo X0 ss O
P = C1 b1 ai _ 0 n X1 n S1 0 — PU PL

con la condicién de que Py y P, son también matrices estocasticas, i.e. todas
sus entradas son no negativas y

Xn+yn=1, n>0, ss=1, r+s,=1, n>1
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FACTORIZACION UL ESTOCASTICA

Sea P la MTP de una RW irreducible. Queremos hacer una factorizaciéon UL
de P de la siguiente manera

bo a0 Yo X0 ss 0
P = C1 b ai _ 0 n X1 rn S1 0 — PUPL

con la condicién de que Py y P, son también matrices estocasticas, i.e. todas
sus entradas son no negativas y

Xn+yn=1, n>0, ss=1, r+s,=1, n>1
Igualando coeficientes se tiene que

an = XnSn+1, n=>0
b, = Xnln+1 + YnSn, n> 0
Cn = Yntn, n2>1




Introduccién UL, LU y Darboux Ejemplos
0000 @000000 00000000

FACTORIZACION UL ESTOCASTICA

Sea P la MTP de una RW irreducible. Queremos hacer una factorizaciéon UL
de P de la siguiente manera

bo a0 Yo X0 ss 0
P = C1 b ai _ 0 n X1 rn S1 0 — PUPL

con la condicién de que Py y P, son también matrices estocasticas, i.e. todas
sus entradas son no negativas y

Xn+yn=1, n>0, ss=1, r+s,=1, n>1
Igualando coeficientes se tiene que

an = XnSn+1, n=>0
b, = Xnln+1 + YnSn, n> 0
Cn = Yntn, n2>1

Las tnicas ecuaciones relevantes van a ser la primera y la tercera, i.e.
an = (1 - Yn)5n+17 Cnt1 = }/n+1(1 - 5n+1)7 n>0

Se observa que siempre hay un parametro libre, yp.
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FACTORIZACION LU ESTOCASTICA
De igual manera podriamos haber considerado la factorizaciéon LU de P
bo a0 50 0 }70 )?0
p=|a b1 ai _ A 51 0 0 n X1 — ISL ﬁU

con la condicién de que P; y Py sean también matrices estocasticas. En este
caso tenemos las relaciones

ap = 5%, n>0

by, = FaXn—1 + §n}7n, n> 0

Cn:Fn)’;nfl, n21




Introduccién UL, LU y Darboux Ejemplos
0000 0@00000 00000000

FACTORIZACION LU ESTOCASTICA

De igual manera podriamos haber considerado la factorizaciéon LU de P

bo a0 50 0 _)70 )?0
p=|a b ai _ A y X — ISL ﬁU
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con la condicién de que P; y Py sean también matrices estocasticas. En este
caso tenemos las relaciones

an = 5%, n=>0

by, = FaXn—1 + §n)7n, n> 0

Cn:Fn)’;nfl, n21

La diferencia entre ambas es que en la factorizacién UL va a aparecer un
parametro libre yo, mientras que en la LU la descomposicién serd tinica.
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con la condicién de que P; y Py sean también matrices estocasticas. En este
caso tenemos las relaciones

an = 5%, n=>0

by, = FaXn—1 + §n}7n, n> 0

Cn:Fn)’;nfl, n21

La diferencia entre ambas es que en la factorizacién UL va a aparecer un
parametro libre yo, mientras que en la LU la descomposicién serd tinica.

Este tipo de descomposiciones ya aparecieron en la literatura (W.K.
Grassmann, D.P. Heyman, V. Vigon, etc.) en un contexto diferente relacionado

con cadenas de Markov censuradas y factorizaciones de Wiener-Hopf.
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INTERPRETACION PROBABILISTICA

De la factorizacién P = Py P, observamos que Py es una caminata aleatoria de
nacimiento puro con espacio de estados Zzo y con diagrama

mientras que P; es una caminata aleatoria de muerte pura con espacio de
estados Zxo, con un estado absorbente en 0 y con diagrama

O O O 0
CO OO OO
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INTERPRETACION PROBABILISTICA

De la factorizacién P = Py P, observamos que Py es una caminata aleatoria de
nacimiento puro con espacio de estados Zzo y con diagrama

mientras que P; es una caminata aleatoria de muerte pura con espacio de
estados Zxo, con un estado absorbente en 0 y con diagrama

O O O O

COOr D OO

La RW para P serd la combinacién simultdnea de ambas caminatas
descompuestas. Primero la de nacimiento puro e inmediatamente después la de

muerte pura.
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RELACION CON FRACCIONES CONTINUAS

De las relaciones
an=(1—=yn)sot1, Cnt1 = Ynr1(1 = Sat1), n>0

es posible obtener todos los coeficientes x,, ¥, rn, s» de Py y P en términos de
Yo. En efecto si yp es fijoy s = 1, entonces

_ao . a o a @
T1oy N Tios PTIoy T I
y por cada y, y s, tenemos x, =1 —y,y r, =1 —s,. Esto no implica que
ambos factores sean estocasticos todavia, ya que necesitamos que todas las
entradas sean no negativas.

S1 etc.
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RELACION CON FRACCIONES CONTINUAS

De las relaciones

an=(1—yn)sn+1, Cnt1=Yns1(1 —sns1), n>0
es posible obtener todos los coeficientes x,, ¥, rn, s» de Py y P en términos de
Yo. En efecto si yp es fijoy s = 1, entonces
_ o _ C1 o = ai C
_1__)/0’ y1_1_517 2_1_y17 y2
y por cada y, y s, tenemos x, =1 —y,y r, =1 —s,. Esto no implica que
ambos factores sean estocasticos todavia, ya que necesitamos que todas las
entradas sean no negativas.

Despejando yo de cada una de las relaciones podemos ver que va apareciendo
la siguiente fraccién continua

S1

=1_5 etc.

que necesitaremos que sea convergente y que 0 < H < 1.
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RESULTADO PRINCIPAL

TEOREMA (GRUNBAUM Y MDI, 2017)

Sea H la fraccién continua anterior y H, = An/By, los correspondientes
convergentes. Asumamos que

0<A, <B,, n>1

Entonces H es convergente. Ademds, si P = Py Py, entonces ambas Py y P
son matrices estocasticas si y sélo si se elige yo en el rango siguiente

0<y<H
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RESULTADO PRINCIPAL

TEOREMA (GRUNBAUM Y MDI, 2017)

Sea H la fraccién continua anterior y H, = An/By, los correspondientes
convergentes. Asumamos que

0<A, <B,, n>1

Entonces H es convergente. Ademds, si P = Py Py, entonces ambas Py y P
son matrices estocasticas si y sélo si se elige yo en el rango siguiente

0<y<H

Para la descomposiciéon LU no hay parametro libre, con lo que la condicién de
estocasticidad viene dada en términos de una cota superior del coeficiente
Yo = ao, i.e. 0 < ap < H donde
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TRANSFORMACION DE DARBOUX DISCRETA
Si P = PyPy, entonces invirtiendo el orden de multiplicacién obtenemos otra
matriz tridiagonal de la forma

so O Yo Xo by 3
P=pPp,=|n s 0 0 n x —|a b a

b3
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TRANSFORMACION DE DARBOUX DISCRETA

Si P = PyPy, entonces invirtiendo el orden de multiplicacién obtenemos otra
matriz tridiagonal de la forma

so O Yo Xo bo o
P=pPp,=|n s 0 0 n x —|a b a

Los nuevos coeficientes vienen dados por

ap = SpXp, n >0,

bn = I'nXp—1 + SnYn, n Z 07
G = rnYn—1, n> 1.
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TRANSFORMACION DE DARBOUX DISCRETA

Si P = PyPy, entonces invirtiendo el orden de multiplicacién obtenemos otra
matriz tridiagonal de la forma

so O Yo Xo by 3
P=pPp,=|n s 0 0 »n x —|a b a

Los nuevos coeficientes vienen dados por

ap = SpXp, n >0,
bn = I'nXp—1 + SnYn, n Z 07

Cn = hyn—1, n 2 1.

Obsérvese que P es una matriz que también es estocdstica, ya que la
multiplicacién de matrices estocdsticas sigue siendo estocastica. Esto da lugar
a la generacién de una familia de nuevas RW con coeficientes (3,)n, (bn)n y
(&)n y que dependen de un pardmetro libre yo.
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TRANSFORMACION DE DARBOUX DISCRETA

Si P = PyPy, entonces invirtiendo el orden de multiplicacién obtenemos otra
matriz tridiagonal de la forma

so O Yo Xo by 3
P=pPp,=|n s 0 0 »n x —|a b a

Los nuevos coeficientes vienen dados por

ap = SpXp, n >0,
bn = I'nXp—1 + SnYn, n Z 07

Cn = hyn—1, n 2 1.

Obsérvese que P es una matriz que también es estocdstica, ya que la
multiplicacién de matrices estocdsticas sigue siendo estocastica. Esto da lugar
a la generacién de una familia de nuevas RW con coeficientes (3,)n, (bn)n y
(&)n y que dependen de un pardmetro libre yo.

Mismo resultado para transformaciones LU, pero sin parametro libre.
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RELACION ENTRE LAS MEDIDAS ESPECTRALES

Una propiedad importante de la transformacién de Darboux discreta es saber
cémo se transforma la medida espectral ¢ asociada a P.
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RELACION ENTRE LAS MEDIDAS ESPECTRALES

Una propiedad importante de la transformacién de Darboux discreta es saber
cémo se transforma la medida espectral ¢ asociada a P.

Descomposicién UL: Las nuevas matrices P son también matrices tridiagonales,
con lo cual se le puede aplicar de vuelta el Teorema Espectral.
Si el momento p—1 = fil di(x)/x estd bien definido, entonces un candidato

para la familia de medidas espectrales de P viene dada por

300 = 2% L Mso), M=1-yous J

donde do(x) es la delta de Dirac en x = 0 e yo es el parametro libre de la
factorizaciéon UL. Esta transformacién se conoce como transformacion de
Geronimus.
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RELACION ENTRE LAS MEDIDAS ESPECTRALES

Una propiedad importante de la transformacién de Darboux discreta es saber
cémo se transforma la medida espectral ¢ asociada a P.

Descomposicién UL: Las nuevas matrices P son también matrices tridiagonales,
con lo cual se le puede aplicar de vuelta el Teorema Espectral.
Si el momento p—1 = fil di(x)/x estd bien definido, entonces un candidato

para la familia de medidas espectrales de P viene dada por

300 = 2% L Mso), M=1-yous J

donde do(x) es la delta de Dirac en x = 0 e yo es el parametro libre de la
factorizaciéon UL. Esta transformacién se conoce como transformacion de
Geronimus.

Descomposicién LU: la correspondiente transformacién P da lugar a una matriz
tridiagonal estocastica con medida espectral 1. En este caso es posible ver que
la nueva medida espectral viene dada por

P(x) = xib(x) )

0, en otras palabras, una transformacién de Christoffel de .
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RW CON COEFICIENTES CONSTANTES

Sea X, una RW con MTP

bo ao 0
c b a 0
P=10 ¢ » a , b>0,a,c>0,a0+by=1, a+b+c=1
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RW CON COEFICIENTES CONSTANTES

Sea X, una RW con MTP

bo ao 0
c b a 0
P=10 ¢ b a , b>0,a,c>0,a0+bo=1, a+b+c=1

PROPOSICION (GRUNBAUM Y MDI, 2017)

Sea ¢ < (1 — /a)>. Entonces la fraccion continua F converge a

F:%(1+a—c+m)

y la factorizacion estocdstica es posible si y sélo si0 < yo <1 — ag/F.
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RW GENERADO POR LOS POLINOMIOS DE JACOBI

Los polinomios de Jacobi Q,SO"B)(X), son ortogonales con respecto al peso

Wa,5(x) = %xa(l — x)ﬁ7 x€0,1], a,8>-1

normalizados por la condicién Q{*#)(1) = 1.

Los polinomios de Jacobi satisfacen la relacién de recurrencia a tres términos
QA (x) = 2 QY (x) + QS (x) + @ (x), n>0

donde los coeficientes a,, by, ¢, estan definidos por

(n+B8+1)(n+1+a+p)

" ntatfrl(2nt2+atp) nz0

_ (n+B8+1)(n+1) (n+a)(n+a+p) n>0
T @nt+a+p+1)2n+2+a+8)  (2nt+a+p+1)2n+a+pB)’ =
Cn n(n+a) n>1

T@ntatB+r)2ntatp)’ T
Se tiene que todos los coeficientes son no negativos, ag+ bp =1y
an+ bn+ cn = 1,n > 1. Por lo tanto su matriz de Jacobi P es una matriz

estocdstica que es la matriz de transicién de probabilidades de una RW.
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FACTORIZACION UL

Sea vn, n > 1, la sucesién de coeficientes ag, c1, a1, ¢2, . ... Entonces se tiene
que 7y, es una sucesién de cadenas, i.e. v, = (1 — mp—1)m, donde 0 < mg < 1
y 0 < m, <1 para n> 1. En este caso se tiene

n n+p+1

S — n = >0
2n+a+B+1’ Men+1 n

2n+a+B+2’ =

mon =

PROPOSICION (CHIHARA)

H construida a partir de -y, es convergente a (1 + L)™' donde

io: mim:--Mmp
1—m1)1—m2) (1 —my)

n=1
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FACTORIZACION UL

Sea vn, n > 1, la sucesién de coeficientes ag, c1, a1, ¢2, . ... Entonces se tiene
que 7y, es una sucesién de cadenas, i.e. v, = (1 — mp—1)m, donde 0 < mg < 1
y 0 < m, <1 para n> 1. En este caso se tiene

n n+p+1

n— x5 > n R — 20
m2 2n+a+5+1 Men+1 2n4+a+B+2 n

PROPOSICION (CHIHARA)

H construida a partir de -y, es convergente a (1 + L)™' donde

io: mim:--Mmp
1—m1)1—m2) '(1_mn)

n=1

. . . 1 . .,
En este caso es posible sumar la serie y se tiene que L = ﬁ% La factorizacidn
estocdstica es posible si y sélo si

o
0<yp< &
R
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FACTORIZACION UL

Sea vn, n > 1, la sucesién de coeficientes ag, c1, a1, ¢2, . ... Entonces se tiene
que 7y, es una sucesién de cadenas, i.e. v, = (1 — mp—1)m, donde 0 < mg < 1
y 0 < m, <1 para n> 1. En este caso se tiene

n n+p+1

- = 5 n R — 20
2n+a+B+1’ Men+1 2n+a+B+2 n

mzn

PROPOSICION (CHIHARA)

H construida a partir de -y, es convergente a (1 + L)™' donde

L= )@= m) ()

n=1

1 . .,
[%’. La factorizacién

En este caso es posible sumar la serie y se tiene que L =
estocdstica es posible si y sélo si

o
0<yp< &
R

Es posible calcular explicitamente los coeficientes x,, Y, Sn, o €n términos de
) ) )
Yo, pero las férmulas se simplifican considerablemente si yy se toma uno de los

valores extremos.
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FACTORIZACION LU

En este caso no hay parametro libre y debe ocurrir que

+1 ~
O L S

a+pB+2
donde H es la fraccién continua con sucesién de numeradores
De vuelta es una sucesién de cadenas con coeficientes

_ n+p4+1 m . n+1
T 2n+a+p+2 T o Ya+B+3

mzn

Ejemplos
000®0000

C1,d1,C2,a2,....

n>0
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FACTORIZACION LU

En este caso no hay parametro libre y debe ocurrir que

+1 ~
o= o f

a+pB+2
donde H es la fraccién continua con sucesién de numeradores ci, a1, ¢, az, . . ..
De vuelta es una sucesién de cadenas con coeficientes

gy = — B+ ="t s

T dntatp+2 T o Ya+B+3 =
En este caso es posible ver que H converge a
ﬁ:()é—F/B—‘r].
a+pB+2

Por lo tanto, si a > 0, siempre es posible una factorizacién LU estociastica.
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FACTORIZACION LU

En este caso no hay parametro libre y debe ocurrir que

+1 ~
o= o f
a+pB+2
donde H es la fraccién continua con sucesién de numeradores ci, a1, ¢, az, . . ..
De vuelta es una sucesién de cadenas con coeficientes

gy = — B+ ="t s

M T dntatpr2 P'"Tontatp+3 T
En este caso es posible ver que H converge a
ﬁ:()é—F/B—‘r].
a+pB+2

Por lo tanto, si a > 0, siempre es posible una factorizacién LU estociastica.
Los coeficientes en este caso vienen dados por

5 n+p8+1 . n+a-+1 n>0

T 2n+a+pB+2 y"_2n—|—oz+ﬁ+2’ =

- n+a+p+1 . n -

n:*, n:*, >1’ :1
ntatBrl " 2ntatprl " %0
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MEDIDAS ESPECTRALES DE DARBOUX

La medida espectral asociada a la transformacién de Darboux discreta
P = P, Py es la transformacién de Geronimus del peso de Jacobi w,,3. Como

1
/J—lz/ Wa’ﬁ(x)dx:OH_B+1
0 X o

Se tiene que si a > 0,3 > —1 entonces

~ _ MNa+B8+2) o a+pB+1
Wa,5(x) = }@mx (1—x)"+ <1 - YOT> o(x) J

Se observa que si yo estd en el rango de factorizacién UL estocdstica, entonces
la masa en 0 es siempre no negativa y se anula cuando
a

e F |
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MEDIDAS ESPECTRALES DE DARBOUX

La medida espectral asociada a la transformacién de Darboux discreta
P = P, Py es la transformacién de Geronimus del peso de Jacobi w,,3. Como

1
/J—lz/ Wa’B(X)dx:OH_B+1
0 X o

Se tiene que si a > 0,3 > —1 entonces

~ _ MNa+B8+2) o a+pB+1
Wa,5(x) = }@mx (1—x)"+ <1 - YOT> o(x) J

Se observa que si yo estd en el rango de factorizacién UL estocdstica, entonces
la masa en 0 es siempre no negativa y se anula cuando

a
a+pB+1

Para la descomposicién LU la medida espectral asociada a la transformacién de
Darboux discreta P = Py P, es la transformacion de Christoffel del peso de
Jacobi

Yo =

—~ _ F(a aF ﬁ + 3) a+1
s = Fasarg ey ¢ J
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UN MODELO DE URNAS

Sean a > 0,8 > 0 enteros, que van a representar un niimero de bolas de cierto
color en una urna. Consideremos la RW {X,:n=0,1,...} con MTP P con
los coeficientes de Jacobi. Sea la factorizacién UL, i.e. P = PyP, con

—_ o
Yo = o5 En este caso

n+8+1 n+a
n=— ~ . 5 n=— ~ 5 > nZO
2n+a+pB+1 2n+a+pB+1
n+a+p n
n = I n = I 217 :1
S 2n+a+ B 2n+a+ B n %
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UN MODELO DE URNAS

Sean a > 0,8 > 0 enteros, que van a representar un niimero de bolas de cierto
color en una urna. Consideremos la RW {X,:n=0,1,...} con MTP P con
los coeficientes de Jacobi. Sea la factorizacién UL, i.e. P = PyP, con

_ «
Yo = o5 En este caso

n+8+1 n+a
n=— ~ . 5 n=— ~ 5 > nZO
2n+a+pB+1 2n+a+pB+1
n+a+p n
n = I n = I 217 :1
> 2n+a+pf 2n+a+ S n %

Llamemos {XY : n=10,1,...} a la RW (crecimiento puro) generada por los
coeficientes x,, y, de Py. Este modelo serd el Experimento 1.

De igual manera llamamos {X*: n=0,1,...} a la RW (muerte pura)
generada por los coeficientes s,, r, de P.. Este modelo serd el Experimento 2.
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UN MODELO DE URNAS

Sean a > 0,8 > 0 enteros, que van a representar un niimero de bolas de cierto
color en una urna. Consideremos la RW {X,:n=0,1,...} con MTP P con
los coeficientes de Jacobi. Sea la factorizacién UL, i.e. P = PyP, con

_ «
Yo = o5 En este caso

n+8+1 n+a
n=— ~ . 5 n=— ~ 5 > nZO
2n+a+pB+1 2n+a+pB+1
n+a+p n
n = I n = I 217 :1
> 2n+a+pf 2n+a+ S n %

Llamemos {XY : n=10,1,...} a la RW (crecimiento puro) generada por los
coeficientes x,, y, de Py. Este modelo serd el Experimento 1.

De igual manera llamamos {X*: n=0,1,...} a la RW (muerte pura)
generada por los coeficientes s,, r, de P.. Este modelo serd el Experimento 2.

El modelo de urnas para la RW original {X,: n=0,1,...} serd la composicién
del modelo de urnas para {XY : n=0,1,...} (Experimento 1) y justo después

el modelo de urnas para {X : n=0,1,...} (Experimento 2).
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EXPERIMENTO 1: Inicialmente hay n bolas azules en una urna. Metemos 3+ 1
bolas azules y n+ « bolas rojas y escogemos una al azar. Las probabilidades de
sacar una bola azul o roja vienen dadas por
1
p(B) = —NFA+L ___ nte
2n+a+pB+1 2n+a+B+1

Seguimos la siguiente estrategia dependiendo de si sale azul o roja:

:X'H P(R) y"

@ Si la bola que sale es azul: quitamos todas las bolas rojas de la urna y 8
azules (quedando n + 1 bolas azules), y volvemos a repetir.

@ Si la bola es roja: quitamos todas las bolas rojas de la urna 'y 8+ 1 azules
(quedando n bolas azules), y volvemos a repetir.
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EXPERIMENTO 1: Inicialmente hay n bolas azules en una urna. Metemos 3+ 1
bolas azules y n+ « bolas rojas y escogemos una al azar. Las probabilidades de
sacar una bola azul o roja vienen dadas por
1
p(B) = —NFA+L ___ nte
2n+a+pB+1 2n+a+B+1

Seguimos la siguiente estrategia dependiendo de si sale azul o roja:

:X'H P(R) y"

@ Si la bola que sale es azul: quitamos todas las bolas rojas de la urna y 8
azules (quedando n + 1 bolas azules), y volvemos a repetir.

@ Si la bola es roja: quitamos todas las bolas rojas de la urna 'y 8+ 1 azules
(quedando n bolas azules), y volvemos a repetir.

EXPERIMENTO 2: Inicialmente hay n bolas azules en una urna. Metemos
n+ a4+ B bolas rojas y escogemos una al azar. Las probabilidades de sacar una
bola azul o roja vienen dadas por
n n+a+ B
rm, P(R)= =

P(B) = ——— = = "7
(B) 2n+a+ B 2n+a+ 0

Seguimos la siguiente estrategia dependiendo de si sale azul o roja:

n

@ Si la bola que sale es azul: quitamos todas las bolas rojas de la urna y la
azul que salié (quedando n — 1 bolas azules), y volvemos a repetir.

@ Si la bola es roja: quitamos todas las bolas rojas de la urna (quedando n
bolas azules) y volvemos a repetir.
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