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Aportaciones originales:

@ Poner de manifiesto nuevos fenémenos

@ Desarrollo de nuevos métodos y ejemplos

@ Aplicaciones: teoria de probabilidades
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Hermite: p(t) = et t € (—o0, 00):

H,(t)" —2tH,(t) = —2nH,(t)
Laguerre: p(t) = t%e t, aa > —1, t € (0, 00):

tL*(t)" + (e + 1 —t)LX(t) = —nL%(t)
Jacobi: p(t) = t*(1—t)P, &, p > —1, t € (0,1):
t(1—

PSP () 4 (a4 1— (a+ B +2)0) Py P (1) =
Aplicaciones:

—n(n+a+p+1)PYP) ()
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Hermite: p(t) = e t*, t € (—00, 00):

Hp(t)" —2tH,(t)" = —2nH,(t)
Laguerre: p(t) = t%e™t, aa > —1, t € (0, 00):

tL*(t)" + (e + 1 —t)LX(t) = —nL%(t)
Jacobi: p(t) = t*(1—t)P, &, p > —1, t € (0,1):

t1— PP (0)" + (a+1— (a+ B +2)) PP (1) =
Aplicaciones:

—n(n+a+p+1)PYP) (1)
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Caso escalar

Introduccién o
Caso matricial

Familias clasicas

Hermite: p(t) = et te (—o00, 0):

Hy(t)" —2tH,(t)" = —2nH,(t)

Laguerre: p(t) =t%*, a > —1, t € (0,00):
tL(t)" + (e + 1 — t)LX(t)" = —nLE(t)
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Hy(t)" —2tH,(t)" = —2nH,(t)
Laguerre: p(t) =t%*, a > —1, t € (0,00):
tL(t)" + (e + 1 — t)LX(t)" = —nLE(t)
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t(1— )PP (6)" 4 (a+ 1 — (et B +2)0) Py P (1) =

—n(n+ o+ B+ )PP (1)
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Hermite: p(t) = et te (—o00, 0):

Hy(t)" —2tH,(t)" = —2nH,(t)

Laguerre: p(t) = t%e ™t o> —1, t € (0, 00):

tL(t)" + (e + 1 — t)LX(t)" = —nLE(t)

Jacobi: p(t) = t*(1—t)P, &, p > —1, t € (0,1):
H1—)PYPI )" 4 (a+ 1 — (x+ B +2)0)Py P (1) =

—n(n+ o+ B+ )PP (1)
Aplicaciones:

@ Modelizaci6n de sistemas cuanticos (no relativistas).
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Familias clasicas

Hermite: p(t) = et te (—o00, 0):

Hy(t)" —2tH,(t)" = —2nH,(t)

Laguerre: p(t) = t%e ™t o> —1, t € (0, 00):

tL(t)" + (e + 1 — t)LX(t)" = —nLE(t)

Jacobi: p(t) = t*(1—t)P, &, p > —1, t € (0,1):
t1— )PP ()" + (41— (a4 B+ 2)1) PP (1) =
—n(n+ o+ p+1)PyP (1)
Aplicaciones:
@ Modelizaci6n de sistemas cuanticos (no relativistas).

e Equilibrio electrostatico (potencial logaritmico).
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Caso escalar
Bochner (1929): caracterizar (p,), verificando

Caso matricial

(c2t® + et + co)py (£) + (dit + do)py(t) = Anpalt)
= Polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi (Bessel)
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Caso escalar

Introduccién o
Caso matricial

Bochner (1929): caracterizar (p,), verificando

(c2t? + crt + co)py (£) + (dut + do)py(t) = Anpi(t) J

= Polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi (Bessel)
La ortonormalidad de (p,), con respecto a una medida positiva p

il :LR Pl )Pm(£)dp(t) = Spms 1m0 J

se caracteriza en términos de una relacién de recurrencia a tres términos

tpn(t) = ant1Pnv1(t) + bapn(t) + anpn-1(t), ans1 #0, b, €R n>0 J

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones
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Introduccién o
Caso matricial

Bochner (1929): caracterizar (p,), verificando

(c2t® + crt + co)py (t) + (dhit + do)py (t) = Anpa(t) )

= Polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi (Bessel)
La ortonormalidad de (p,), con respecto a una medida positiva p

il :JR Pl )Pm(£)dp(t) = Spms 1m0 J

se caracteriza en términos de una relacién de recurrencia a tres términos

tpn(t) = anr1Pns1(t) + bapn(t) + anpn—1(t), any1 #0, b €R n>0 J

Operador de Jacobi tridiagonal:

po(t) by a1 po(t)
. p1(t) ap b a p1(t)

p2(t) | — a by a3 p2(t)
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Krein (1949): polinomios ortogonales matriciales (POM)

Ortogonalidad: peso matricial W (definido positivo)
Producto interno a valores matriciales:

(P, Q) — L P(E)AW (1) Q" (1)

P,Q pol. mat.
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Ortogonalidad:

Krein (1949): polinomios ortogonales matriciales (POM)

W (definido positivo)
Producto interno a valores matriciales:

(P.Qw = P(e)AW(1)Q"(¢)

P,Q pol. mat.
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Caso matricial

Krein (1949): polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: peso matricial W (definido positivo)
Producto interno a valores matriciales:

<P,Q>W=JRP(r)dW(r)o*(r), P.Q pol. mat.
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Caso matricial

Krein (1949): polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: peso matricial W (definido positivo)
Producto interno a valores matriciales:

<P,Q>W=JRP(r)dW(r)o*(r), P.Q pol. mat.

o dW(t) = W(t)dt

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Caso matricial

Krein (1949): polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: peso matricial W (definido positivo)
Producto interno a valores matriciales:

<P,Q>W=JRP(r)dW(r)o*(r), P.Q pol. mat.

o dW(t) = W(t)dt+ Mbdy(t).
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Introduccién e
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Caso matricial

Krein (1949): polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: peso matricial W (definido positivo)
Producto interno a valores matriciales:

<P,Q>W=JRP(r)dW(r)o*(r), P.Q pol. mat.

o dW(t) = W(t)dt+ Mbdy(t).

@ Un peso matricial Wi (t) se reduce a pesos escalares si existe una

matriz no singular (independiente de t) T tal que Wi(t) = TWh(t) T*
con W5(t) diagonal.
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

La ortonormalidad de (P,), con respecto a W

(Pn, Pm)w = JR Pn(t)dW(t)P;,(t) = 8pml, n,m=>=0

se caracteriza en términos de una relacién de recurrencia a tres términos

tPn(t):An+1Pn+1(t)+BnPn(t)+A:Pn—1(t)y n>0
det(An1) #0, B, =B;
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

La ortonormalidad de (P,), con respecto a W

(Pn, Pm)w = JR Pn(t)dW(t)P;,(t) = 8pml, n,m=>=0

se caracteriza en términos de una relacion de recurrencia a tres términos

tPn(t):An+1Pn+1(t)+BnPn(t)+A:Pn—1(t)- n=0
det(Api1) 20, B, = B;

Operador de Jacobi tridiagonal por bloques

Po(t) By A Po(t)
Pi(t) B Al B A Pi(t)
Hlrm | = A5 By A P(t)
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

La ortonormalidad de (P,), con respecto a W

(Pn, Pm)w = JR Pn(t)dW(t)P;,(t) = 8pml, n,m=>=0

se caracteriza en términos de una relacion de recurrencia a tres términos

tPn(t):An+1Pn+1(t)+BnPn(t)+A:Pn—1(t)- n=0
det(Api1) 20, B, = B;

Operador de Jacobi tridiagonal por bloques

Po(t) By A Po(t)
Pi(t) B Al B A Pi(t)
Hlrm | = A5 By A P(t)

o Estudio sistematico en los altimos 20 afios.
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Duran (1997): caracterizar (P,), ortonormales verificando

P, (t)Fa(t) 4 Ph(t)Fi(t) + Pa(t)Fo(t) = ApPa(t), n>0
grad F; <i, A, hermiticos
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Duran (1997): caracterizar (P,), ortonormales verificando

P, (t)Fa(t) 4 Ph(t)Fi(t) + Pa(t)Fo(t) = ApPa(t), n>0
grad F; <i, A, hermiticos

Equivalente a la simetria de

D =09%F(t) + ' Fi(t) + 0 Fo(t), 3= —
con P,D=A,P,

D es simétrico con respecto a W si (PD, Q)yw = (P, @D)w
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Duran (1997): caracterizar (P,), ortonormales verificando

P/ (t)Fa(t) + Pa(t)Fi(t) + Pa(t)Fo(t) = AnPa(t), n>0
grad F; <i, A, hermiticos

Equivalente a la simetria de

D =0%Fy(t) + 0 Fi(t) + 01 Fo(t), 0= e

con P,D=A,P,

D es simétrico con respecto a W si (PD, Q)yw = (P, @D)w

No ha sido hasta muy recientemente cuando se han descubierto los primeros
ejemplos: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003) y Duran-Griinbaum (2004)
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° asociadas a P,(C) =SU(n+1)/U(n)
Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003)
@ Duran-Griinbaum (2004):

Ecuaciones de simetria
FoW = WF5
2(RW) = W + WF{,
(W) — (RW) + FoW = WFj

Fa(t)W(t), (F(t)W(t)— W(t)F{(t))

tienen limite cero en los extremos del soporte de W

o L = = = AN



Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Métodos para general ejemplos

@ Funciones esféricas matriciales asociadas a P,(C) =SU(n+1)/U(n)
Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003)
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Métodos para general ejemplos

@ Funciones esféricas matriciales asociadas a P,(C) =SU(n+1)/U(n)
Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003)

@ Duran-Griinbaum (2004):
Ecuaciones de simetria
FW = WF;
2(FRW) = FRLW + WFY,
(W) — (RW) + RbW = WFg

Fo(t)W(t), (Fi(t)W(t)— W(t)F{(t))

tienen limite cero en los extremos del soporte de W
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Para una familia fija de POM (P,), estudiamos el algebra sobre C

k
D(W) = {D :Za"F,-(t) : P,D = A,(D)P, n0,1,2,...}
i=0

orden de los polinomios clasicos (Hermite, Laguerre o Jacobi), entonces
todo operador U tal que Up,

Caso escalar (Miranian, 2005): Si J es el operador diferencial de segundo
= AnPn

k
U=) ¢F, geC
i=0

= D(p) = Clt]
«O0>» «4F)r «=>» « ) Q>
~ Manuel Dominguez de la Iglesia  Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Nuevos fenémenos

Para una familia fija de POM (P,), estudiamos el algebra sobre C

k
D(W) = {D = @) 2 B0 = Al m=0. 0% }
i=0
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Nuevos fenémenos

Para una familia fija de POM (P,), estudiamos el algebra sobre C

k
D(W) = {D = @) 2 B0 = Al m=0. 0% }
i=0

Caso escalar (Miranian, 2005): Si F es el operador diferencial de segundo
orden de los polinomios clasicos (Hermite, Laguerre o Jacobi), entonces
todo operador U tal que Up, = Appn

k
u:ZC"gi’ ¢ eC
i=0

= D(p) ~ C[t]
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Origen: Existencia de varios operadores diferenciales linealmente independientes

de segundo orden que tienen a una misma familia de POM como autofunciones.
@ Funciones esféricas matriciales: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2002)

Otros autores:

@ Marco de POM: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003)
Primer estudio del algebra: Castro-Griinbaum (2006)

@ Op. dif.: Duran y Lépez-Rodriguez (2006), Pacharoni-Roman (2007)
@ Algebras: Griinbaum-Mdl (2007), Duran-Mdl (2008)

Algebras: conjeturas, excepto una (Tirao) de Castro-Griinbaum (2006)
Propiedades (Griinbaum-Tirao, 2007):
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Origen: Existencia de varios operadores diferenciales linealmente independientes
de segundo orden que tienen a una misma familia de POM como autofunciones.

@ Funciones esféricas matriciales: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2002)
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Caso matricial

Nuevos fenémenos

Origen: Existencia de varios operadores diferenciales linealmente independientes
de segundo orden que tienen a una misma familia de POM como autofunciones.

@ Funciones esféricas matriciales: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2002)
@ Marco de POM: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003)

Primer estudio del algebra: Castro-Griinbaum (2006)
Otros autores:

@ Op. dif.: Duran y Lépez-Rodriguez (2006), Pacharoni-Roman (2007)
@ Algebras: Griinbaum-Mdl (2007), Duran-Mdl (2008)

Algebras: conjeturas, excepto una (Tirao) de Castro-Griinbaum (2006)
Propiedades (Griinbaum-Tirao, 2007):

@ La aplicacién D — (A,(D)), es una representacion fiel, i.e.
» Ap(D1D2) = Ap(D1)AR(D2)
» A,(D) =0 para todo n, entonces D =0
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Caso escalar

Introduccién e
Caso matricial

Nuevos fenémenos

Origen: Existencia de varios operadores diferenciales linealmente independientes
de segundo orden que tienen a una misma familia de POM como autofunciones.

@ Funciones esféricas matriciales: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2002)
@ Marco de POM: Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003)

Primer estudio del algebra: Castro-Griinbaum (2006)
Otros autores:

@ Op. dif.: Duran y Lépez-Rodriguez (2006), Pacharoni-Roman (2007)
@ Algebras: Griinbaum-Mdl (2007), Duran-Mdl (2008)

Algebras: conjeturas, excepto una (Tirao) de Castro-Griinbaum (2006)
Propiedades (Griinbaum-Tirao, 2007):

@ La aplicacién D — (A,(D)), es una representacion fiel, i.e.
» Ap(D1D2) = Ap(D1)AR(D2)
» A,(D) =0 para todo n, entonces D =0
@ Para D € D(W), existe D* € D(W) tal que (PD, Q)w = (P, QD*)w
= D(W) =8(W)®18(W)
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@ Nuevos fenémenos:

@ Nuevos métodos y familias de POM verificando ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

© Ecuaciones de simetria para operadores diferenciales de orden genérico.
@ Nuevas aportaciones a otros fenémenos:

@ Aplicaciones: una familia de procesos quasi-birth-and-death.
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Aportaciones originales

© Nuevos fenémenos:
» Familias distintas de POM (monicos) que comparten un mismo
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Aportaciones originales

© Nuevos fenémenos:
» Familias distintas de POM (monicos) que comparten un mismo
operador diferencial de segundo orden.
» Existencia de familias de POM verificando ecuaciones diferenciales de
orden impar (no reducibles a escalares).
@ Nuevos métodos y familias de POM verificando ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

© Ecuaciones de simetria para operadores diferenciales de orden genérico.

@ Nuevas aportaciones a otros fenémenos:

» Varios operadores diferenciales linealmente independientes de segundo
orden que tienen a una misma familia de POM como autofunciones.
» Algebra de operadores diferenciales.

@ Aplicaciones: una familia de procesos quasi-birth-and-death.



Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Parte A

Operadores diferenciales simétricos con varias familias de
POM como autofunciones
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Objetivo

Situacién dual a D(W): buscamos familias distintas de POM (monicos) (Ppy)n
que sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden fijo D

PpyD =T,Py, n=01,...
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Objetivo

Situacién dual a D(W): buscamos familias distintas de POM (monicos) (Ppy)n
que sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden fijo D

PoyD =ToPny, n=0,1,...
Pn~ ortogonales con respecto a W +yM(tp)ds,, v >0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método

Ejemplos

Objetivo

Situacién dual a D(W): buscamos familias distintas de POM (monicos) (Ppy)n
que sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden fijo D

PpyD =T,Py, n=01,...

Pn~ ortogonales con respecto a W +yM(tp)ds,, v >0

Caso escalar (p + mbdy,)
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método

Ejemplos

Objetivo

Situacién dual a D(W): buscamos familias distintas de POM (monicos) (Ppy)n
que sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden fijo D

PpyD =T,Py, n=01,...

Pn~ ortogonales con respecto a W +yM(tp)ds,, v >0

Caso escalar (p + mbdy,)

@ Segundo orden: no aparecen operadores diferenciales simétricos.
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método

Ejemplos

Objetivo

Situacién dual a D(W): buscamos familias distintas de POM (monicos) (Ppy)n
que sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden fijo D

PpyD =T,Py, n=01,...

Pn~ ortogonales con respecto a W +yM(tp)ds,, v >0

Caso escalar (p + mbdy,)

@ Segundo orden: no aparecen operadores diferenciales simétricos.

@ Cuarto orden: ty en la frontera del soporte, en cuyo caso no es simétrico con
respecto al antiguo peso (Krall, 1941):

Tipo Laguerre e~ + M§,
Tipo Legendre 1 + M(5_1 + 61)
Tipo Jacobi (1 —t)* + Mg

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones




Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método

Ejemplos

Método para encontrar ejemplos

Teorema

Sea W un peso matricial y D = Zf'(:o o' F;(t) un operador diferencial de
orden k. Supongamos que, asociado al punto ty € R, existe una matriz
semidefinida positiva (hermitica) M(ty) tal que

Fi(to)M(to) =0, j=1,... k,
FoM(to) = M(to) F.
Entonces _ _
D es simétrico con respecto a W

54
D es simétrico con respecto a W + M(ty)ds,

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Ejemplo donde ty € R

1+ a%t% at

W) = < at 1

), teR, aeR\{0}

Duran-Griinbaum (2004): Peso matricial.
Castro-Griinbaum (2006): Algebra de operadores diferenciales.
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Ejemplo donde ty € R

1+ a%t% at

\
ot 1), teR, aeR\{0

W(t)=e* <

Duran-Griinbaum (2004): Peso matricial.
Castro-Griinbaum (2006): Algebra de operadores diferenciales.

Ecuaciones de simetria = Expresion lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 (dimensién real 5).
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Ejemplo donde ty € R

1+ a%t% at
W(t):ef2<+a‘z al> tecR, acR\{0}

Duran-Griinbaum (2004): Peso matricial.
Castro-Griinbaum (2006): Algebra de operadores diferenciales.

Ecuaciones de simetria = Expresion lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 (dimensién real 5).

Restricciones:

Fa(to) M(to)
Fi(to)M(to)
FoM(ty) = M(to) Fy

Ov
0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

to=20
D = 0%F,(t) + 0 Fy(t) + 3°Fo(t),

1—at —1+a%t?
F2(t)_( -1 1+ at )
—2a—2t 2a+2(2+a’)t
Fa(e) = ( 0 —(2t | )
-1 22+282
Rin= (3 5
az
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

to =0
D = 0%F,(t) + 0 Fy(t) + 3°Fo(t),

1—at —1+a%t?
F2(t)_( -1 1+ at >
—2a—2t 2a+2(2+a’)t
Fa(e) = ( 0 —(2t | )
-1 22+222
Rin=(5 )
aZ

= D es simétrico con respecto a la familia de pesos matriciales

e (1+a%t% at 11
p— >
Wy (t) =e < o L)y )%l v>0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

D = 02Fy(t) + 0 Fi(t) + °Fo (1),

éat0+ato—at —1 — (a%ty)t + a2 t2>
Eato—l—at

< 2a+2£at0 —2ty — 23&at0+2(2+a2)t>

2(83,, — ato)t

E»a to + 2 to 22+232
‘Ea to 2%0

/ 2.2
(5t0a2 toa) Ei _atoj: 4+ acts
! a,to —

2

to a
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Otro peso matricial donde ty € R

iZ e Al — 1 alE—1)

W(t):t“et< alt—1) 1 ) t>0 o>-1

Duran-Griinbaum (2004)
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Otro peso matricial donde ty € R

iZ e Al — 1 alE—1)

W(t):t“et< at—1) ) ) t>0 o>-—1 ’

Duran-Griinbaum (2004)
thr=—1,x=0a=1

- (_N) _1+2tz>

1 \/i(\?—%)
al<(1—\/§)(5+2ﬁ—t) —2V/2 + 6t >+a° —i A -
—2 (1+v2)(t-1) 1 1

= (3122 1Y)
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Adenda

Cono y cono convexo asociado a un operador diferencial fijo D:

XD)={W:P¥YD=T,PY, n>0 ie DeDW))

Y(D) ={W : D es simétrico con respecto a W}
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

Adenda

Cono y cono convexo asociado a un operador diferencial fijo D:

XD)={W:P¥YD=T,PY, n>0 ie DeDW))

Y(D) ={W : D es simétrico con respecto a W}

Tenemos que en los ejemplos que se estudian en esta memoria

Y(D) ={yW + CM(t0)ds,, v > 0,¢ > 0} = X(D)
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Objetivo
Op. con varias familias de POM como autofunciones Método
Ejemplos

A. J. Duran y Mdl, Second order differential operators having several
families of orthogonal matrix polynomials as eigenfunctions, preprint.

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wy vy,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

Parte B

Familias de POM verificando ecuaciones diferenciales de
orden impar

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

El peso Wy, vy

1

1
0 vi O .- 0
0 0 vo - 0

1 * *
vy (1) = t¥e teAtER 3T AT

EI_ peso WD(,'VJ_ ..... VN_1
Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

oa>—1t>0

N—-1 0
0 N—2

A=|: Do : ,vi € C\{0}, J=

o o

Manuel Dominguez de la Iglesia

Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones




El peso Woc,v;_
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

..... VN_—1

El peso Wy, vy

1

Wons,vya(t) = tXe teAtt3/3 07 eAt o> 1 >0
0O v O --- 0 N—-1 0 - 0
0 0 wvo --- 0 0 N—2 ... 0
2hl - ovieC\0} J= ; :
0 0 0 VN-—1 0 0 1
0 0 O 0 0 0

Factorizacion

Womu ,,,,, VN 1(t) == t“eitT(f)T*(t), donde
o 10, J
T =3 <A+ t) v adad =[A J]=—A
T(1) =e?

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso W vy, VN_1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

Operadores diferenciales de segundo orden

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso ch,vl ..... VN_1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

Operadores diferenciales de segundo orden

Dy =0t + 0 [(ax+ 1)/ + J+ t(A—N] +3°[(J + al)A— J]

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Woc,v;_
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

..... VN_—1

Operadores diferenciales de segundo orden

Dy =0t + 0 [(ax+ 1)/ + J+ t(A—N] +3°[(J + al)A— J]

i(N=Dvn_al? = (N=DhviP + (N—i—DiPvyil i=1,...,N—2

=D, = 62F2 + 61F1 + aOFo, donde

F> =t(J — At),
Fo=(1+a)l+N)J+Y —t(J+ (x+2)A+ Y*—adaY),
_ N1 12 [J— (af + DA
V1l

i(N—1)

Vi

con (Y)iy1,; = y (Y);j =0 en otro sitio.
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El peso Woc,v;_
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

..... VN_—1

Operadores diferenciales de segundo orden

Dy =0t + 0 [(ax+ 1)/ + J+ t(A—N] +3°[(J + al)A— J]

i(N=Dvn_al? = (N=DhviP + (N—i—DiPvyil i=1,...,N—2

=D, = 62F2 + 61F1 + aOFo, donde

F> =t(J — At),
Fo=(1+a)l+N)J+Y —t(J+ (x+2)A+ Y*—adaY),
_ N1 12 [J— (af + DA
V1l

i(N—1)

Vi

con (Y)iy1,; = y (Y);j =0 en otro sitio.

N

H((il)D1D2+ (NI)(NI')—i—(il)(Ni)} /> =0

2
Py V-1l

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Ecuaciones de simetria = Expresion lineal de operadores diferenciales
de orden a lo sumo 2 (dimensién real 3).
to o O

D=—(N—-1)Dy + Dy
max{i,j}—1
(M) = (

N—max{ij}
H V(o + N — k) li[{ : Vy—_k(x
. N — k
k=min{ij}

2
+ k)
k
k=1
= D es simétrico con respecto a la familia de pesos matriciales

«0>» «Fr «E» « 3 Q>
~ Manuel Dominguez de la Iglesia  Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq v,
Ejemplo con 89
Algebra de operadores diferenciales

Ejemplo con &g en tamafio N x N

e q q q 5 VN—1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Ecuaciones de simetria = Expresién lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 (dimensién real 3).
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El peso Wq v,
Ejemplo con 89
Algebra de operadores diferenciales

Ejemplo con &g en tamafio N x N

e q q q 5 VN—1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Ecuaciones de simetria = Expresién lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 (dimensién real 3).

t():O

D=—(N—1)D; + D,

max{i j}—1 N—max{ij} 2
—k - k
oy =TT 0 (C I )

. k
k=min{ij} k=1
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El peso Wq v,
Ejemplo con 89
Algebra de operadores diferenciales

Ejemplo con &g en tamafio N x N

e q q q 5 VN—1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Ecuaciones de simetria = Expresion lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 (dimensién real 3).

1.'0:0

D=—(N—1)D; + D,

max{i j}—1 N—max{ij} 2
—k - k
oy =TT 0 (C I )

. k
k=min{ij} k=1

= D es simétrico con respecto a la familia de pesos matriciales

Wy(t) = Woc,vl,...,vN,l(t) +VM60(t)- Y = 0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

Algebra de operadores diferenciales

El peso Wy ,

1+al’t) at

_ t
Wao(£) = t%e t<( at 1

), a>—1, t>0

Ra(t)

Cantero-Moral-Velazquez (2006)

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

Algebra de operadores diferenciales

El peso Wy ,

t(1+]al’t) at

), a>—1, t>0
at 1

Wiy a(t) = t%e™ ! (

Ra(t)

Cantero-Moral-Velazquez (2006)
Formula de Rodrigues

Proalt) = Onoa[t¥T e H(R() + Xna) ] W RTHDE %e!, n=1,2,. ..

1 —a(l+ «) 0 —an 5
q)n a— ' Xn a— ) )\n a— 1
L <o 1/Ana > ' (o 0 ) a=1+nia

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso W, v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes
| k=0|k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7]| k=8|
v o[22 2| 22 ]2]2]
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El peso W, v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes
| k=0|k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7]| k=8|
v o[22 2|2 ]2/]2]2]

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes
| k=0| k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7|k=8|
1o 2 2] 2]2]2]2]2]|

@ Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003) y Castro-Griinbaum (2005):
Ejemplos de POM verificando ecuaciones diferenciales de primer orden
(pesos matriciales reducibles a escalares).

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes
| k=0| k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7|k=8|
1o 2 2] 2]2]2]2]2]|

@ Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2003) y Castro-Griinbaum (2005):
Ejemplos de POM verificando ecuaciones diferenciales de primer orden
(pesos matriciales reducibles a escalares).

Base para los operadores de segundo orden

a2
L1:62(t 0>_+al<a42—t at >_+ao<—1tb (1+%ﬂa)

0 t 0 oa+1—t 0 1

EL

— 2442 _ (24]al?(2x+5))t
0 —t = —t—a—1

1+]al® (14a)(2+al?)
aO < |a|2 a )
0 TP

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones
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El peso We,vy,..vy_y
Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Operadores de tercer orden |

—JalfFi a1 = |l
a3
( —at |a|?t2 +
32 —t(2+4al?(x+5)) at(2oc+4+ t(1+|a(x+5))) N
—alo+2) t(2+]al?(a +2))
2(o+2)(1 + |aP) El (oc+1)(oc+2)+t(1§+2\a|2(1+\a\2(cx+2)) N
~1 200 +2 —t
30 1~|1-oc —L1+ a)(lalPx—1)
= —(14+«)

Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones
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El peso We,vy,..vy_y
Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Operadores de tercer orden ||

3 (lalPt? at?(—1+|a’t)
L= ( at —|al?¢2 ) *
5> (laPt(ax+5) —at(—20— 4+ t(3+|a?(x+5))) N
a(x+2) —lat(x +2)
2a?(x+2) +t a(cx+1)(cx+2)—t(§+2a(2+|a2)(o<+2)))
1

al(
1+ —1(1+a)(1+aP(ex+2))
+ao< i —(1+ «) >

Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones
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El peso W vy, vy 4
Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Operadores de tercer orden |l

3 (lalPt? at?(—1+|a’t)
L, =03 ( 5t _jaP2e2 ) I
5> (laPt(ax+5) —at(—20— 4+ t(3+|a?(x+5))) N
a(x+2) —lat(x +2)
2aP(c+2)+t alax+1)(o+2)—t(:+2a(2+a?)(x+ 2)))
1

al(
1+ —1(1+a)(1+aP(ex+2))
+ao< i —(1+ «) >

Conjetura
e Orden par: Orden 0 = {/}, Orden 2i = {Li, Lfle}, i>1
0

e Orden impar: Orden 1 = {0}, Orden 4i-1 = {L} L5 — L3L}, LhLs + L3lb}, i >
Orden 4i4+1 = {Lils+ L3L}, L5L3 — L3Lb}, i >0

Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones

Manuel Dominguez de la Iglesia



El peso Wq v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

Relaciones entre los operadores

Cuatro relaciones cuadraticas
12 =13 12=—12
Lily = Loly Lsly = —Lyls

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq vy,
Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

s q q q A = VN—1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

Relaciones entre los operadores

Cuatro relaciones cuadraticas
12 =13 12=—12
Lily = Loly Lsly = —Lyls

Cuatro relaciones permutacionales

Lils —Lrls =0 Lyl3—L1L4=0
Lalo + L4l =0 L3l + L4l =0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq vy,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g

Algebra de operadores diferenciales

“VN—1

Relaciones entre los operadores

Cuatro relaciones cuadraticas
L2=13 2=-12
Lily = Loly Lsly = —Lyls

Cuatro relaciones permutacionales

Lils —Lrls =0 Lyl3—L1L4=0
Lalo + L4l =0 L3l + L4l =0

Cuatro relaciones cuadraticas mas

L3 =LiLqg— L4y Ly=L1L3— L3y
L3 =Lols+ 3Ly L4=Lols+ Lsly
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El peso Wo(wl...
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

Relaciones entre los operadores

Cuatro relaciones cuadraticas
L2=13 2=-12
Lily = Loly Lsly = —Lyls

Cuatro relaciones permutacionales

Lils —Lrls =0 Lyl3—L1L4=0
Lalo + L4l =0 L3l + L4l =0

Cuatro relaciones cuadraticas mas
L3 =LiLqg— L4y Ly=L1L3— L3y
L3 =Lols+ 3Ly L4=Lols+ Lsly

Relaciones cubicas
L12 =121 Lpl2 =131,

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wy vy,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

Relaciones entre los operadores

Cuatro relaciones cuadraticas
L2=13 2=-12
Lily = Loly Lsly = —Lyls

Cuatro relaciones permutacionales

Lils —Lrls =0 Lyl3—L1L4=0
Lalo + L4l =0 L3l + L4l =0

Cuatro relaciones cuadraticas mas
L3 =L1Lys— L4y L4=L1l3— 31V
L3 =Lols+ 3Ly L4=Lols+ Lsly

Relaciones cubicas
L12 =121 Lpl2 =131,
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El peso Wy vy,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

L, en funcién de Ly y L3

[laP(2 + o) — 1] [laP (o — 1) — 1] Lp = 2la? [|al? (2 + 1) — 2] Ly
+ [lal*(o® + @« — 5) — |a*(20c + 1) + 1] L]
—2[a]? [|lal® (20 + 1) — 2] L3 + 3lal*L]

1 15 9
— 5 [‘3|2(2(X+ 1) = 2] L% + ?\a|2L§L1 = §\a|2L3L1L3
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El peso Wy vy,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

L, en funcién de Ly y L3

[laP(2 + o) — 1] [laP (o — 1) — 1] Lp = 2la? [|al? (2 + 1) — 2] Ly
+ [lal*(o® + @« — 5) — |a*(20c + 1) + 1] L]
—2[a]? [|lal® (20 + 1) — 2] L3 + 3lal*L]

1 15 9
— 5 [‘3|2(2(X+ 1) = 2] L% + ?\a|2L§L1 = §\a|2L3L1L3

Conjetura
D(Wy,2) generado por {/, Ly, L3}

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El peso Wq v,
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

VN—1

L, en funcién de Ly y L3

[laP(2 + o) — 1] [laP (o — 1) — 1] Lp = 2la? [|al? (2 + 1) — 2] Ly
+ [lal*(o® + @« — 5) — |a*(20c + 1) + 1] L]
—2[a]? [|lal® (20 + 1) — 2] L3 + 3lal*L]

1 15 9
= [la?(20c+ 1) — 2] L3 + ?\a|2L§L1 - §\a|2L3L1L3

Conjetura
D(Wy,2) generado por {/, Ly, L3}
Nota
Para ciertos valores excepcionales de o« =1 + # 6ou=—-2+ ﬁ

= Conjetura: D(W, ) generado por {/, Ly, Ly, L3}
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El peso Wq v,
Ejemplo con &g
Algebra de operadores diferenciales

e q q q 5 VN—1
POM verificando ecuaciones diferenciales de orden impar

A. J. Duran y Mdl, Some examples of orthogonal matrix polynomials

satisfying odd order differential equations, J. Approx. Theory 150, No. 2,
(2008), 153-174.
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El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién =l it Gle 2 celiies

El ejemplo de 1 salto

W(t)=t*(1—t)PT(t)T*(t), o B >—1, Dy =F(t)3%+ Fi(t)d* + Fo(t)d°

F(t) =t(1—1t)l

x+3 0 0 x+pB+4 0 0
Ft)=| -1 «+2 0 |-t 0 a+p+5 0
0 —2 ox+1 0 0 x+pB+6
0 2(B—k+1) 0
Fo(t) =10 —(ax+p—k+2) B—k+2 , 0<k<pB+1
0 0 —2(a+p—k+3)

Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2005)
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El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién =l it Gle 2 celiies

Nuevo operador diferencial de segundo orden

D> = G»(t)0% 4+ G (t)d* + Go(t)d°

t(l—1t) 0 0
Gy(t) = ( t/2 t(l1—1t)/2 0)
0 —t 0
ax+pB—k+4 B—k+1 0
Gi(t) = ((oc+[5k+4)/2 (x+4)/2 ([3k+2)/2>
0 —(x+pB—k+5) —(B—k+2)
a+p+4 B—k+1 0
t( 0 (x+pB+5)/2 (ﬁk+2)/2)
0 0 x+p3+6
0 —k(B—k+1) 0
Go(t) = (0 k(a+pB—k+2)/2 —k([3—k+2)/2)
0 0 k(x+p—k+3)

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién =l it Gle 2 celiies

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes

| k=0| k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7] k=8|
| T o] 2o ] 3o ]3]o0o]3|

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién =l it Gle 2 celiies

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes

| k=0 | k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7]| k=8|
|t Jof[2]of3 [0 ] 3 ]|o0of]3|

4

Conjetura

e Orden par: orden 0 ={/}, Orden 2i = {D{, Dé', D{_ng}, i>1
e Orden impar: {0}
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El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién =l it Gle 2 celiies

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes
| k=0 | k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7]| k=8|
1t fo 2 | o | 3 | o[ 3]0 [ 3|

Conjetura

e Orden par: orden 0 ={/}, Orden 2i = {D{, Dé', D{_IDQ}, i>1
e Orden impar: {0}

(D1 — D) (D2 — k{oc+ B — k+3)1) (D1 —2D> + (14 k) (ec+ B — k+2)I) =0
—_———
p1(D1,D>) p2(D1,D>) p3(Di1,D>)

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién =l it Gle 2 celiies

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes

| k=0 | k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7]| k=8|
|t Jof[2]of3 [0 ] 3 ]|o0of]3|

Conjetura

e Orden par: orden 0 ={/}, Orden 2i = {D{, Dé', D{_IDQ}, i>1
e Orden impar: {0}

(D1 — D) (D2 — k{oc+ B — k+3)1) (D1 —2D> + (14 k) (ec+ B — k+2)I) =0
—_———
p1(D1,D>) p2(D1,D>) p3(Di1,D>)

Conjetura
D(W) =Clx,yl/J,  J=<pilx,y)p2(x,y)ps(x, y) >

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Ejemplos que provienen de T. Representacién

El ejemplo de 2 saltos

El ejemplo de 1 salto
El ejemplo de 2 saltos

W(t) =t*(1—t)PT()T*(t), o« B >—1, D =F(t)d2+HF
Fa(t) = t(1—1t)l
x+3 0 0 0
—1 o+ 2 0 0
Al = | 0 o+ 2 0
ka—ky+2 ka—k
0 Tkt kit xt1
o+ pB+4 0 0 0
¢ 0 x+pB+5 0 0
0 0 x+ B +5
0 0 0 a+pB+6
0 (ka—k1+2)(B—ka+1) (k2—k1)(B—k1+2)
kao—ki+1 ka—ki+1
Fo(t) = 0 —(x+PB+2)+ ko 0
0 0 —(x+B+3)+ ki
0 0 0

(£)0' + Fo(t)d°

0
B—k+2
B—hk+1

—2(x+ B +3) + ki + ko

Griinbaum-Pacharoni-Tirao (2005)

Manuel Dominguez de la

Iglesia Propiedades diferenciales de

POM vy aplicaciones




q q 1 El ejemplo de 1 salto
Ejemplos que provienen de T. Representacién El ejemplo de 2 saltos

Dos nuevos operadores diferenciales de segundo orden

D, = Go(t)0° + Gi(t)d' + Go(t)0°
D3 = Ho(t)0% + Hy ()0 + Ho(t)d°
con Gy y H, dados por

0 0 0 0
0 0 0 0
Go(t) = R 0 ka—ke—1p(1 _ ) 0
ke kg2, R
0 k=1 kikp—1t t(1—t)
0 0 0 0
1 1
t t(l—1t) 0 0
o) = | it k=2
2(t) —t 0 —t(1—1t) 0
0 —t 0 —t(1—t)

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto
El ejemplo de 2 saltos
Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes
| k=0 | k=1 | k=2 | k=3 | k=4]| k=5]| k=6]| k=7]| k=8|
1o | 3 o | 6 | 0o ] 6 | 0| 6 |

[m] = =

DA



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién El ejemplo de 2 saltos

Operadores diferenciales nuevos linealmente independientes

| k=0 | k=1| k=2 | k=3 | k=4| k=5]| k=6 | k=7 | k=8|
v o [ 3 [ o] 6 [ 0] 6 ] 0 [ 6 |
E= J4(t)a4 +J3(t)63 +J2(t)62 +J1(t)61 +Jo(t)6°
F:K4(t)64+K3(t)63+K2(t)62+K1(t)al+Ko(t)60
con sus coeficientes lideres J;(t) y K4(t) dados por
0 0 0 0
J4(t):([5*k1+2)(k1*k2)t2 —@(1—11 0 @(1—1“)2 0
(B—ka+1) 0 0 0 0
T 0 —gg=(l-t) 0
0 0 0 0
K(t):(ﬁ—k2+1)(k1—k2—2]t2 0 0 0 0
! (B—Fk+2) Hol-t) Ao (1-12 0 0
k2—11(1+1 kz—i1+1 (1—¢t) 0 0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién El ejemplo de 2 saltos

Conjetura
orden 0 = {/}, orden 2 = {D;, D>, D3},
orden 2i = {Dj, D}, Di, D; ' D>, D;2E, Dy 2F}, i > 2

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién El ejemplo de 2 saltos

Conjetura
orden 0 = {/}, orden 2 = {Dy, D», D3},
orden 2i = {Dj, D}, D, Di"*D,, Di"2E, D 2F}, i > 2

D>(Dy + D3 — ky(oc+ B — ki 4+ 3)1) =0
[(ky — k2)D2 + (ky — ko — 1) D3] [ — Dy + (k1 — ko — 1) D2
(ki — ko —2)D3+ (1 + ko) (x + B — ko +2)I] =0

DiE+EDs = (ki(ax+p—ki+2)+1+ k) E
ED; — D\E = (ky — ko — 1)E

FD; + D3F = (ki(oc+ B — ki +2) + 1+ ko) F
DiF — FDy = (ky — kp — 1)F

D,E=0 y FD,=0

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién El ejemplo de 2 saltos

Conjetura
orden 0 = {/}, orden 2 = {Dy, D», D3},
orden 2i = {Dj, D}, D, Di"*D,, Di"2E, D 2F}, i > 2

D>(Dy + D3 — ky(oc+ B — ki 4+ 3)1) =0
[(ky — k2)D2 + (ky — ko — 1) D3] [ — Dy + (k1 — ko — 1) D2
(ki — ko —2)D3+ (1 + ko) (x + B — ko +2)I] =0
DiE + EDs = (ki(oc+ B — k1 +2) + 1+ ko) E
ED; — DiE = (ky — ko — 1)E
FD; + D3F = (ki(oc+ B — ki +2) + 1+ ko) F
DyF — FDy = (ky — ky — 1)F
DE=0 y FD,=0
Conjetura
D(W) generado por {I, Dy, Dy, D3, E, F}

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



El ejemplo de 1 salto

Ejemplos que provienen de T. Representacién El ejemplo de 2 saltos

F. A. Griinbaum y MdI, Matrix valued orthogonal polynomials related to
SU(N + 1), their algebras of differential operators and the corresponding
curves, Exp. Math. 16, No. 2, (2007), 189-207.

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte

Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Parte C

Aplicaciones: una familia de procesos quasi—birth—and—deathJ

=] 5



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Introduccién: Procesos de nacimiento y muerte

Matriz de probabilidades de transicion

b() ao
a b a
F= @ b2 a ! anO,an,c,,>0' an+bn+cn:1

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Introduccién: Procesos de nacimiento y muerte

Matriz de probabilidades de transicion

bo a0
1 b1 ai
P = o b a ., b,>0,a,¢c,>0, a,+b,+c,=1

O O O
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Introduccién: Procesos de nacimiento y muerte

Matriz de probabilidades de transicion

bo a0
1 b1 ai
P = o b a ., b,>0,a,¢c,>0, a,+b,+c,=1
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Introduccién: Procesos de nacimiento y muerte

Matriz de probabilidades de transicion

bo a0
1 b1 ai
P = o b a ., b,>0,a,¢c,>0, a,+b,+c,=1
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Introduccién: Procesos de nacimiento y muerte

Matriz de probabilidades de transicion

bo a0
1 bl ai
P = o b a ., b,>0,a,¢c,>0, a,+b,+c,=1

(&)

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Introduciendo la familia de polinomios (g,), por las condiciones
g 1(t) =0, go(t) =1y la férmula de recursién

qo(t) qo(t)
t|qlt) | =P | aqlt)

tqn(t) = anqn+1(t) + bnqn(t) + qun—l(t)- n=0,1,...

existe una Gnica medida d\(t) con soporte en el intervalo [—1, 1] tal que

1 1
L qi(t)qj(r)dw(r)/J_l gi(£2d(t) = 5;

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Matriz de probabilidades de transicién en n pasos:

PI’Ob{E,‘ — EJ en n pasos} = P[] = Z Piklpklkz s Pkn_]J
ki,k2,....kn—1

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Matriz de probabilidades de transicién en n pasos:

PI’Ob{E,‘ — EJ en n pasos} = P[] = Z Piklpklkz s Pkn_]J
ki,k2,....kn—1

Karlin y McGregor (1959): obtener una representacion integral de P”

Formula de Karlin-McGregor

1 1
py=| t”q,-(t)qj(t]dll)(t)/J gi(£)2d(t)

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Matriz de probabilidades de transicién en n pasos:

PI’Ob{E,‘ — EJ en n pasos} = P[; = Z Pik1Pk1k2 s Pkn_]J
ki,k2,....kn—1

Karlin y McGregor (1959): obtener una representacion integral de P”

Formula de Karlin-McGregor

1 1
P,;:J t"q,-(t)qj(t)dll)(t)/J qi(t)>d¥(t)

Medida o distribuciéon invariante

Un vector 7t = (719, 711, 7o, . . . ) no nulo con entradas no negativas tal que

P =7
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Matriz de probabilidades de transicién en n pasos:

Prob{E,-—>Ejen n pasos}:P,?: Z Pfklpklkz"'Pkn—Lf
ki,k2,....kn—1

Karlin y McGregor (1959): obtener una representacion integral de P”

Formula de Karlin-McGregor

1 1
P:?:J tnqi(t)qj(t)dll)(t)/J qi(t)2d(t)

Medida o distribucién invariante
Un vector 7t = (719, 711, 7o, . . . ) no nulo con entradas no negativas tal que
nmP=m

apd1 - - -dj—1
=M =——
C1C2 -+ ¢
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Matriz de probabilidades de transicién en n pasos:
Prob{E,-—>Ejen n pasos}:P,?: Z Pfklpklkz"'Pkn—Lf

ki k2,....kn—1

Karlin y McGregor (1959): obtener una representacion integral de P”

Formula de Karlin-McGregor

1 1
P:?:J tnqi(t)qj(t)dll)(t)/J qi(t)2d(t)

Medida o distribuciéon invariante

Un vector 7t = (719, 711, 7o, . . . ) no nulo con entradas no negativas tal que
nmP=m

apdl * - adji—1 1 1
= T = :

ac-ci [t g2(t)du(t) gl
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Procesos quasi-birth-and-death

Matriz de probabilidades de transicién

By, A
¢ B A (An)i (Ba)i (Ca > 0, det(Ay), det(C,) #0
P = G B A C Y (At (B + (Gl =1, i=1,... N

J
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Procesos quasi-birth-and-death

Matriz de probabilidades de transicién

By, A
¢ B A (An)i (Ba)i (Ca > 0, det(Ay), det(C,) #0
P = G B A C Y (At (B + (Gl =1, i=1,... N

J

Caso particular: matriz pentadiagonal

bo do do 0 0
ca b a; dp
€ C b2 ar d2 0 0
P = 0 €3 C3 b3 as d3
0 e G by a4 do 0
0 65 s bs as ds
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Diagrama

O © ©
O © ©
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Diagrama

by b

SUNNS
OO
SRR
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Diagrama

SR
RONSO
a as as
do ) an ds
3

SO0

b @)

b bs
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Diagrama

by b

() ()

bo
di as ds
1 do C3 an Cs ds
C Co

@) @)

bs bs
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Diagrama

Q do ﬁ d ﬁ _d

di as
1 do C3 an Ci
Co Cyq

( as
5 a4
C6
SO0
) )
b3 bs
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Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

Diagrama

b, by
by ) )
Qg W EN b 4

a as as
C1 a0 (o] ao Cs ag
C Cyq Co
dq ds dh

Q@ ~ @ ~ @ (\?7/
U

bs bs

Manuel Dominguez de la Iglesia Propiedades diferenciales de POM y aplicaciones



Procesos de nacimiento y muerte
Una familia de procesos QBD Procesos quasi-birth-and-death
La familia de procesos

POM: Griinbaum (2007) y Dette-Reuther-Studden-Zygmunt (2007):
Introduciendo la familia de polinomios matriciales (Q,), por las condiciones
QR _1(t) =0, Q(t) =1y la férmula de recursién

Qo(t) Qo(t)

th(t) - AnQnJrl(t) + BnQn(t) + CnQn—l(t)y n= O. ]., cee

y bajo ciertas condiciones técnicas sobre A, B,, C,, existe un anico peso
matricial dW(t) con soporte en el intervalo [—1, 1] tal que

1 1 -1
(L o,-(t)dvv(r)oj*(r)) (J loj(r)dvv(r)oj*(t)> = 5
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Foérmula de Karlin-McGregor

1 1 -1
P; = (J 1 t"Q,-(t)dW(t)Qf(t)> (J ) Qj(t)dW(t)Qj‘(t)>
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Foérmula de Karlin-McGregor

1 1 -1
Pp = <J1 t”Q,-(t)dW(t)Qf(t)) <J 1 Qj(t)dW(t)Qj“(t)>

Medida o distribucién invariante
Vector no nulo con entradas no negativas

0. .-1. — 0 0 0.1 1 1.
71::(7'[,7'[,"'):(7'[1,7'[2,...,7'[N,7T1,7T2,...,7'[N,"')
tal que
mP=mn
= it) =4
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La familia de procesos (tamafio N x N)

Conjugacion

W(t)=T*"W(t)T

donde
1 1
T= 0 _x+B-—k+2
B—k+1

_ apn op( kB —k+1 (1—t)(f5—k+1)>
) = G =6, <(1—t)([5—k+1) (1—t)2(B —k+1)

te(0,1), x,p>—-1,0<k<pP+1
Pacharoni-Tirao (2006)
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Consideramos la familia de POM (Q,(t)), tal que
@ Relacién de recurrencia a tres términos
th(t) = AnQn—O—l(ﬂ + BnQn(t) + Cnanl(t)v n= 0, 1v e

cuya matriz de Jacobi es estocastica
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Consideramos la familia de POM (Q,(t)), tal que
@ Relacién de recurrencia a tres términos
th(t) = AnQn—O—l(ﬂ + BnQn(t) + Cnanl(t)v n= 0, 1v e

cuya matriz de Jacobi es estocastica
@ Escogiendo Qp(t) = I se tiene que el coeficiente lider de Q, es

(n+otB—k+2) (ot p+2n+2)
Mo+ B+n+2)P(B+n+2) 0 (et BInt2) (ot B_Kk12)

k (x+pB+2n+2)
MR +2)l(x+p+2n+2) (tn _(oc+[5n+(:1(+2](oc:—(5k+2)>
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Consideramos la familia de POM (Q,(t)), tal que
@ Relacién de recurrencia a tres términos
th(t) = AnQn+1(t) + BnQn(t) + Cnanl(t)v n= 0, 1v ces

cuya matriz de Jacobi es estocastica
@ Escogiendo Qp(t) = I se tiene que el coeficiente lider de Q, es

k (x+B+2n+2)
F(B+2)F(O(+B+2n+2) ( _}(_n (_(o(_'_gn_'_z_._%g((o‘igé{_'_zz)))
n+o+p—k+2)(x+[+2n+
Mo+ B+n+2)P(B+n+2) 0 (et BInt2) (ot B_Kk12)

@ Ademas las normas son diagonales:

(n+ o+ 1)r(n+1)r((5+2)2(n+cx+(5—/<+2)><
FMn+oax+pR+2)F(n+p+2)

n+k 0
k(2ntot+p+2)
0 (n+a+1)(n+k+1)
(B—k+1)(2n+a+p+3) (n+a+p+2)

I
1Qnlliy =
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Matriz de Jacobi pentadiagonal

Caso particular «c =3 =0, k=1/2:

52 2
9 9 9
2 7 4 3
9 18 45 10
501 w07 3 2
36 18 225 50 50
1 4 23 6 2
P — 6 75 50 175 7
o2 57 4 40
75 75 1225 147 147
1 6 4 8 5
5 245 98 441 18
Bl 3 105 5 17
392 196 3969 324 648
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Una familia de procesos QBD

Medida invariante

Medida invariante
El vector fila

1 1 1
7tn — 1 1. o 17 ’ > 0
((HQnH%v)l,l (1@l ), (HQnsz)N,N) ’

es una medida invariante de P.
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Medida invariante

Medida invariante

El vector fila

WV
o

1 1 1
" = v Ly, |,
((HQnH%V)l,l (1Qnllfy)s, (!!Qn\\f/v)/v,w) !

es una medida invariante de P.
Caso particular N=2, a =3 =0, k=1/2:

n_ 2(n+1)3 (n+1)(n+2)
7t_<(2n+3)(2n+1)' 2n+3 > n>0

(2 2 16 6 54 12 128 20 250 30 432 42 686 56 >

3'3'15'5'35' 7' 63 9' 99 11'143'13'195' 15"
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F. A. Griinbaum y MdI, Matrix valued orthogonal polynomials arising from
group representation theory and a family of quasi-birth-and-death
processes, bajo revision en SIAM Journal of Matrix Analysis and
applications.
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