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El grupo modular

Dada X una superficie, el grupo modular de ¥ se define como
Map(X): = Homeo(X)/isotopia.

Si X es orientable, a Map(X) se le suele llamar el grupo modular
extendido de Y.
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Superficies no orientables

Definicién
Un crosscap es una representacion grafica de una banda de
Mobius.
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Superficies no orientables

Sea N una superficie conexa no orientable de género g > 1 con
¢ > 0 componentes de frontera.

Consideramos una superficie orientable S de género h con ¢ + k
componentes de frontera tal que

2h+ k=g y k>1

Podemos representar a NV intercambiando k componentes de
frontera de S por crosscaps.

Ejemplo

Sea N = N2, entonces g =5y c = 0.
Si2h+ k =5y k > 1, entonces

(h k) € {(0,5),(1,3),(2,1)}.

Asi, S € {S§,S3,S3}.
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Superficies no orientables
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Elementos de Map(N)
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Curvas en superficies no orientables

Definicidon

Una curva cerrada simple a en N es esencial si es no trivial, no
periferal y no acota una banda de Mobius.

Definicidon

Una curva esencial o es
e de dos lados si una vecindad de « es un anillo.

e de un lado si una vecindad de o es una banda de Mobius.
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El complejo de curvas

Definicién
El complejo de curvas de una superficie X, C(X), se define como
el complejo simplicial abstracto dado por la siguiente informacion.

e Vértices: clases de isotopia de curvas esenciales en 2.

e Simplejos: un conjunto de vértices {ag,...,an} es un
n-simplejo si los elementos de dicho conjunto son disjuntos
por parejas.
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El complejo de curvas

Teorema

Sea N una superficie no orientable, conexa y compacta de género
g > 1y n >0 componentes de frontera. Si %g + n > 5, entonces
C1(N) es conexo.

Teorema (Erika Kuno, [Kun16])

Sea N una superficie no orientable, conexa y compacta de género
g > 1y n >0 componentes de frontera. Si C1(N) es conexo,
entonces es 17-hiperbdlico.
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Descomposiciones en pantalones

Definicién
A los simplejos de C(N) de dimensién maximal se les llama
descomposiciones en pantalones.

Proposicién (Ver [AK14])

Sea N = Ng con (g,c) # (2,0). Si g =2r + 1 tomamos
ar=3r+c—2y b, =4r+c—2, si g = 2r tomamos
ar=3r+c—4y b, =4r + c — 4. Existe un simplejo maximal de
dimensién g en C(N) si y sélo si a, < g < b;.
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La accién de Map(N) en C1(N)

Map(N) actda en C1(N):

Map(N) x C1(N) — C(N)
(g,) — gla): [0,1] = N
x g o a(x)

Observacién

Map(N) actia en C1(N) por isometrias.

Observacién

Map(N) no es cuasiisométrico a C1(N).
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La doble cubierta orientable

Definicidon

Sea N = Ng. Existe una dnica superficie orientable N tal que

N — N es una aplicacion cubriente con Z; actia en N y
N = N/Z,.
A dicha superficie se le llama la doble cubierta orientable de N.

T — ¢ @0

12 / 46



La doble cubierta orientable

“Coso NNy, = W0-5,
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La doble cubierta orientable

Teorema (Kuno y Katayama [KK24])

Sea N una superficie conexa compacta no orientable de género
g > 1y n>0 componentes de frontera, y N su doble cubierta
orientable. Si (g, n) # (2,0), entonces Map(N) estd
cuasiisométricamente encajado en Map(N).

Observacidn

Map(N) actiia en C1(N) por isometrias.

Observacién

Z |

Map(N) no es cuasiisométrico a C1(N).
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La accién de Map(N) en C1(N)

Sea G un grupo actuando en un espacio X. Se dice que la accién
es WPD si se satisface lo siguiente:
e G no es virtualmente ciclico,
e G contiene al menos un elemento g € G que acttia en X
como una isometria hiperbdlica, y
e para todo elemento hiperbdlico g € G, todo elemento x € X
y toda C > 0 existe n > 0 tal que el conjunto

{v € Gldx(x,vx) < C,dx(g"x,vg"x) < C}

es finito.

Proposicién (Ver [Shal0])
La accién de Map(N) en Cy(N) es WPD.
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La accién de Map(N) en C1(N)

Proposicién

Existe una funcién calculable F: N* — N tal que se satisface lo
siguiente: Sea N = Nz una superficie no orientable tal que

%g + ¢ > 5y r €Z no negativo. Entonces para cualesquiera dos
curvas « y (3 tales que

dCI(N)(oz,ﬂ) > 70r + 5,
el nimero de elementos h € Map(N) que satisfacen
deyvy(a, ha) <r 'y deywy(B,hB) < r

estd acotado por arriba por F(i(c, 8),r, g, ).

Observacion
La accién de Map(N) en C1(N) es WPD.
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El complejo de marcas

Sea N una superficie no orientable tal que N & {N9, NI NI}

Definicidon

Dada a € Cp(N), una curva transversal limpia para « es una
curva 8 € Co(N) tal que la vecindad regular N(aw U B) de a U 3 es
tal que N(a U B) € {S}, Sg, N3, N2}

(Lefeoe -

’
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El complejo de marcas

Definicién
Una marca en N es una conjunto

n= {(0‘1, /31)7 s (Oé,,, /Bn)}

tal que {a1,...,an} es una descomposicién en pantalones y f3; es
una curva transversal limpia para «; para cada i € {1,...,n}.

A las curvas en base(n): = {ai,...,an} les llamaremos curvas
base y a las curvas en trans(u): = {f1,...,8s} curvas
transversales.
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El complejo de marcas

Observacién

Dos marcas de una misma superficie pueden tener cardinalidades
diferentes.

Definicidon

Una marca limpia en N es una marca p = {(ou, 1), - -, (an, Bn)}
tal que ¢(«j, B;) = O siempre que i # j.
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Movimientos de marcas

Dada una marca = {(a1,51),-..,(an, Bn)}. Se definen los
siguientes movimientos de marcas.

e Giro: Paraun i€ {1,...,n} fijo. Si a; es una curva de dos
lados, reemplazamos a 3; por el giro de Dehn de ; a lo largo
de Q.

{(ala 181)7 M| (ai7 /Bi)7 ©ooog (an; /Bn)}

0
{(a1, 1), - - (ai, ta;(B1)), - - -, (@n, Bn)}
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Movimientos de marcas

Definicién
e Intercambio: Para un i € {1,..., n} fijo tal que
N(a; U B;) # N3, reemplazamos a «; por 3; y a i por a;.

{(alaﬁl)a ) (aiiﬁi)a ) (amﬁn)}
{(c1, 1), .-, (Bis i), ..., (an, Bn)}
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Movimientos de marcas

e Movimiento adicional: Para un i € {1,...,n} fijo tal que
N(a; U B;) = N3, eliminamos a «a; y la reemplazamos por las
curvas o, y off. En las curvas transversales, eliminamos a f;
reemplazéndola por las curvas 3/ y 3.

{(a17 /81)7 0009 (aiiﬁi)a ceey (ana /Bn)}
{(ala /31)7 R (047'; /8;)7 (O‘;',a /B;l)a ) (CM,,, /Bn)}
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Movimientos de marcas

Observacidn

El resultado de aplicarle a una marca limpia un movimiento giro o
movimiento adicional es una marca limpia. Esto no sucede con el
movimiento intercambio.
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Movimientos de marcas

Definicidon

Una marca limpia ¢/ es compatible con una marca y si satisface
lo siguiente:

e base(u) = base(y'), y

e de,(v)(B, B) es minimal sobre todas las posibles elecciones de

|\.

Proposicién
Sea N una superficie no orientable y {a;}?_; una descomposicién
en pantalones de N. Entonces existe una marca limpia pu tal que

base(j1) = {ai}1,.
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Movimientos de marcas

Definicién

Dada una marca p = {(a1,51),--.,(an, Bn)}, se define el
movimiento intercambio limpio de la siguiente manera: Para un
i€{L,...,n} fijo tal que N(a; U 3;) # N3, reemplazamos a «;
por B; y a B; por «; y consideramos una marca limpia compatible
con la marca resultante.
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El complejo de marcas

Definicidn

Dada una superficie no orientable N el complejo de marcas
M(N) se define como el grafo con vértices el conjunto de marcas
limpias donde dos de éstas comparten una arista si es posible pasar
de una a la otra mediante un movimiento giro, intercambio limpio
o movimiento adicional.

Dotamos a este espacio con la métrica combinatoria.

Proposicion

Sea N una superficie no orientable tal que N & {N? NI, N9}
Entonces Map(N) es cuasiisométrico a M(N).
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Proposicién

Sea N una superficie no orientable tal que N & {N? N1, N9}
Entonces Map(N) satisface los primeros 5 axiomas de la definicién
de espacio jerarquicamente hiperbdlico.

Denotaremos por x al conjunto de clases de isotopia libre de
subsuperficies de N distintas a S3 y N3.
Consideremos el conjunto {CY(W)|W € x}.

Erika Kuno demostré en [Kunl16] que estos espacios son
17-hiperbolicos.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Axioma 1: Proyecciones.
Existe un conjunto {wj\(/l(N): M(N) — P(Co(X))|X € x} de
proyecciones tal que

diam(m{* (1)) < 2 para toda p € M(N) y toda X € .

Lema (Masur y Minsky, [MMO0O])

Sea S una superficie orientable, Y una subsuperficie de S. Si
£(Y) > 3 entonces exite una funcién

)i CAo(Y) = P(Co(Y)),

tal que:
e Y(a) = {a} para a € Co(Y),
o deyvy(ani(a)) <1,y
o si deay(vy(a, B) < 1 entonces dg,(v)(¥(), ¥(B)) < 2.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Definicidén

Sea Y una subsuperficie de N tal que

e si Y es orientable entonces £(Y) > 3,y
e si Y es no orientable entonces Y & {N?, Ni, N9}.
Definimos
: CAo(Y) = P(Co(Y))
como sigue:
e Sia € CAyg(N) es una curva entonces ¥(a) = {a}.

e Si a € CAg(N) es un arco entonces 1: (a) = p(1(&)), donde
p: N — N es la doble cubierta orientable de N y & es un
levantamiento de a.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

oo dad
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Definicidén

Sea Y una subsuperficie de N tal que

e si Y es orientable entonces £(Y) > 3,y
e si Y es no orientable entonces Y & {N9, Ni N9}
Definimos
my 1 CO(N) — P(ACO(Y))
como sigue:
e Si a € CO(N) no intersecta a Y esencialmente, entonces
= 0.

Ty (@)
e Si a € CO(N) intersecta a Y esencialmente
e si a € CO(Y) entonces 7l (a): = {a},
e si a & CO(Y) entonces 7l () es el conjunto dado por la unién
de los arcos esenciales que intersectan a Y.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Finalmente, definimos la proyeccién a subsuperficies como la
composicién de estas dos funciones

Ty: = omly: CON) — CO(Y)
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Sea N una superficie no orientable tal que N & {N9 N1, N9}
Definimos la proyeccion de marcas a una subsuperficie X como
™t M(N) — P(C(X))
o = {mx(Y)|y € base(p)}-

Observacion

Del lema previo tenemos que
diam(msf! () < 2

para toda p € M(N) y toda X € .
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Axioma 2: Anidacidn.
Existe:

e una relaciéon =< que equipa a x con un orden parcial donde x
tien un elemento <-maximal.

e un conjunto pY, C C(W), para cada V,W € y con V < W,
tal que diamcl(W)(p%) =1<2.
e una proyeccién pYY : CO(W) — P(CO(V)).
Sea V, W € x. Escribimos
e V <X W si V es una subsuperficie de W.
e V < W si V es una subsuperficie propia de W.

Definicidn

Si V < W, tomamos ply, C C(W) como el conjunto de curvas
frontera de V.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Axioma 3: Ortogonalidad.
Existe una relaciéon 1 en y tal que:

e es simétrica y antireflexiva,
e siempre que V X Wy W L U tenemos que V L U,
e si V 1L W, entonces V y W no son =<-comparables, y

esiTexyUexr: ={Xex|X =T} estal que
{V € x7|V L U} # 0, entonces existe W € x1 con la
siguiente propiedad:
para cada V € xt tal que V 1. U tenemos V < W.

Sean V, W € y, escribimos V 1 W siempre que V y W puedan
realizarse disjuntamente.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Sean T € xy U € x1 tales que {V € x7|V L U} #0.

Existe un par de pantalones P en U tal que U\ P es conexa (dado
que U & {S3, N7}).

Sea W=T\Pexr\{T}. Entonces paratoda V € x7 tal que
V L U tenemos que V <X W.

Esto nos da el axioma de ortogonalidad.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Axioma 4: Transversalidad y consistencia.
Existe una relacién th en x y ko > 0 que satisface lo siguiente.

e Si V th W, entonces existen py, C CO(W) y plY C CO(V) de
didmetro a lo mas 2 tales que

min{dex(w) (T (1), P ), dea vy (T (1), V) } < ko

para toda € M(N).
e Si V < W, entonces existe pyv tal que

min{dea ) (785 (1), oYy ) diames v (1 ()P (i (1)) ) } < ko

para toda p € M(N).
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

e Supongamosque U< Vo UMV, yU<WoUmhW.Si
V ih W tenemos que

min{dexwy(pww- PW): dervy (oY, oV )} < ko
ysi V < W tenemos
min{de1ow)(pw» Pw ), diamei vy (py U pY (o))} < ko.
e SiV=<UoU.LYV entonces
devw) (P Piv) < ko
siempre que W € x \ {U, V} satisface V< W o Vh W,y
UWoUrhW.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Definicién
Sean V, W € x. Decimos que VAW si VAW WAVy
VL W.

Definicién

Sean V, W €  tales que V h W. Tomamos p}y, C CO(W)y

pvY € C%(V) como el conjunto de curvas frontera de V'y W en W
y V.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Observacién

Sean V, W € x tales que V th W, entonces
diamewy(pwy ), diameryy(py/) =1 < 2.

Sean V, W € x tales que V < W. Tomamos pyv C Co%(W) como
el conjunto de curvas fronterade Vy Wen Wy V.
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Axioma 5: Complejidad finita.
Existe n > 0 tal que si {U;}; es una sucesion de elementos en x
tales que U; < Uj;1. Entonces {U;}; tiene longitud a lo mas n.

. U . Ui
Sean po: = pyy Y pit1: = Pyl Upi

Esto nos da una sucesién {p;}; C C}(N) tal que cada p; consiste
de curvas disjuntas por pares 'y p; C pi+1-
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Espacios jerarquicamente hiperbdlicos

Como cada curva en p; is de dos lados, tenemos que {p;}; en una
sucesién finita de longitud n con

e n<3r+c—2si N=N3,_,,
e n<3r+c—4si N=Ns,.
Estas cotas se traducen a la longitud de la sucesién {U;};.

De esto, la complejidad de M(N) es3r+c—203r+c—4
dependiendo del género de N.

Esto nos da el quinto axioma de espacios jerdrquicamente
hiperbdlicos.
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Trabajo en progreso

e Axiomas faltantes de espacios jerarquicamente hiperbdlicos.
e Dimensién geométrica de Map(N).

e Rigidez cuasiisométrica.

Teorema (Bowditch, [Bow13])

Si (A, p, ) es un espacio mediado grueso de rango a lo més v
entonces todo cono asintético de éste es un algebra mediada
topoldgica localmente convexa de rango a lo mas v.

Corolario (Bowditch, [Bow13])

Si (A, p) es un espacio geodésico que admite una estructura
mediada gruesa de rango a lo mas v, entonces no admite encajes
cuasiisométricos de R¥*1.
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