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Familias de subgrupos

Definicién (Familia de subgrupos)

Sea G un grupo, una coleccién de subgrupos F de G es una familia
si es no vacia, es cerrado bajo conjugacién y tomar subgrupos.

Ejemplos

1.
2.
3.

La familia que consiste sélo del subgrupo trivial {1}.
La familia Fiv que consiste de todos los subgrupos finitos de G.

La familia V cve que consiste de todos los subgrupos
virtualmente ciclicos de G.

. Para n fijo. Definimos la familia

Fn={H < G| H es virtualmente 7" para algin 0 < r < n}.
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G-CW-complejos
Definicién (G-CW-complejo)
Un G-CW-complejo X, es un CW-complejo tal que:
i) G actia en X y la accion es celular.

i) Si g € G fija una célula como conjunto, entonces la fija
puntualmente.

Ejemplos
A S? le podemos dar una estructura de Z,-CW-complejo con la
accion antipodal.

Figura: Una estructura de Zy-CW-complejo a S2.
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Espacios clasificantes para familias

Definicién (Espacio clasificante para familias)

Sea G un grupo y F una familia de G. Decimos que un
G-CW-complejo X es un modelo para el espacio clasificante Ex G
si se satisface:

1. Para todox € X, G, € F.

2. El conjunto de puntos fijos X" = {x € X : hx = x Yh € H}
es contractil siempre que H pertenezca a F.

Ejemplos
1. Sea G un grupo virtualmente ciclico, entonces R es un modelo
para Ex,G.

2. Sea F,, el grupo libre en n generadores, entonces la grifica de
Cayley es modelo para Ex,G.
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Algunas aplicaciones de los espacios clasificantes

Los espacios clasificantes aparecen en varios contextos:
® Se pueden utilizar para definir la cohomologia relativa de
Adamson.

® Aparecen en las conjeturas de isomorfismo de Farrell-Jones y
Baum-Connes.

® Se pueden utilizar para calcular la complejidad topoldgica de
un grupo.
Por las razones anteriores es importante construir modelos para

ExG concretos y minimales en el sentido de dimensién y/o del
nimero de células.
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Dimensién geométrica para familias

Definicién (F-dimension geométrica)
Sean G un grupo y F una familia de subgrupos de G. Definimos la
F-dimensién geométrica de G como

gd =(G) = min{n € N|existe un modelo para ErG de dimensién n}.

Ejemplos
1. gdz(G) =0siysdlosi G € F.

2. (Stallings and Swan 1969, M. J. Dunwoody. 1979)
gdz,(G) =1 si sélo si G es virtualmente libre y no finito.

3. gdx (Z") = n+ k para k < n.
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Dimension cohomoldgica vs dimensién geométrica

Sean G un grupo y F una familia de G. La F-dimensi6n
geométrica tiene su contra parte algebraica, la F-dimensién
cohomoldgica cdx(G) que satisface

cd(G) < gd(6) < méx{3,dex(G)}. (1)
Si cdx(G) > 3 entonces cdr(G) = gd (G).
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Dimension cohomoldgica vs dimensién geométrica

Sean G un grupo y F una familia de G. La F-dimensi6n
geométrica tiene su contra parte algebraica, la F-dimensién
cohomoldgica cdx(G) que satisface

cd=(6) < gd#(G) < max{3,dcx(G)}. (1)
Si cdx(G) > 3 entonces cdr(G) = gd (G).
Pregunta abierta: jExiste un grupo con cd(G) =2y gd(G) = 37.



Espacios clasificantes para familias y aplicaciones Dimensién geométrica para familias Dimensién cohomolégica vs dime
0000 o °

Dimension cohomoldgica vs dimensién geométrica

Sean G un grupo y F una familia de G. La F-dimensi6n
geométrica tiene su contra parte algebraica, la F-dimensién
cohomoldgica cdx(G) que satisface

cd=(6) < gd#(G) < max{3,dcx(G)}. (1)
Si cdx(G) > 3 entonces cdr(G) = gd (G).
Pregunta abierta: jExiste un grupo con cd(G) =2y gd(G) = 37.

Pregunta abierta: jEs cierto que cdx(G) = 1 si y sélo si
gd#(G) = 17
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Grafica de grupos
Definicién (Grafica de grupos)
Un gréfica de grupos Y consiste de:
® Una gréafica conexa Y';

® Un grupo G, para cada v € V(Y) y un grupo G para cada
e={v,w} e E(Y),
® monomorfismos p: Ge — G; donde i = v, w

Y 6,
9 G‘i cu—’c,

Gy



El grupo fundamental de una graficas de grupos

Y X

y P
G GGy s

= W\ (\{') =T, LX/X"): G’\’;ﬁéc@"z
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Ejemplos de grupos que se realizan como 71(Y)

® E| producto libre amalgamado de grupos se puede realizar
como el grupo fundamental de una grafica de grupos.

® El grupo libre F,.

® El grupo fundamental de una 3-variedad.
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El arbol de Bass-Serre

Teorema (El arbol de Bass-Serre)

Sea G el grupo fundamental de una grafica de grupos Y. Entonces
existe un arbol T en el que G actiia sin inversiones, los

estabilizadores de los vértices son conjugados de los grupos vértices
de Y.

T
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Dimension virtualmente abeliana de graficas de grupos

Teorema (Cotas para la gdx (G) de graficas de grupos)

Sea Y un gréfica de grupos con grupo fundamental G finitamente
generado y arbol de Bass-Serre T. Supongamos que la
descomposicién de G es acilindrica. Entonces, para todo k > 1
tenemos

mix{gd s, nc,(G). 85,06, (Ge)lv € V(Y),e € E(Y)} < gdr (G)
y

gdr, (G) < mdx{2,8d 516, (Gv), 8d 706, (Ge)+H1lv € V(Y), e € E(Y)}
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|dea de la demostraccién

Sea G el grupo fundamental de una grafica de grupos como en el
enunciado.
i Comé calculamos una cota superior de gdz, (G)?



|dea de la demostraccién

Sea G el grupo fundamental de una grafica de grupos como en el
enunciado.

i Comé calculamos una cota superior de gdz, (G)?

Lema auxiliar A. Sea G un grupo. Sean F y G familias de
subgrupos de G tales que F C G. Si X es un modelo para EgG,
entonces

gdr(G) < méx{gdrn¢, (Gs)+ dim(c)| o es una célula de X}.
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Idea de la demostracion

Por teoria de Bass-Serre G actia en un arbol T

T

gdr, (G) < méx{gdr, (G,) + dim(o)| o es una célula de T}



Resultados

Teorema (L.A. 2023)

Sea Y un gréfica finita de grupos tal que para cada v € V(Y) el
grupo G, es un grupo virtualmente abeliano infinito y finitamente
generado, con rango(G.) < rango(G,). Supongamos que la
descomposicion de G = w1(Y') es acilindrica. Sea

m = méax{rango(G,)|v € V(Y)}. Entonces, paral < k < m,
tenemos gdz, (G) = m + k.
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Resultados

Teorema (L.A.-Sanchez Saldafia, 2021)

Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean
P1, P>, ..., P, las piezas de la descomposicién prima de M.
Denotemos I' = m1(M) y I'; = m1(P;). Entonces, para todo k > 2,

si M = RP3#RP3,
sir>2,T; € Fyx para todo
gdr (1) = 1<i<ryrl no

es virtualmente ciclico,
méax{gdz ([;)]1 <i<r} en otro caso.
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