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¿Qué es y por qué se usa?

¿Qué es y porqué se usa la topología para analizar datos?

La topología es una rama de las matemáticas que es buena para extraer
características cualitativas globales de estructuras geométricas
complicadas.

El análisis topológico de datos:
usa la topología para resumir y aprender de la forma de los datos.
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¿Por qué la toplogía es interesante
para el análisis de datos?

Invarianza del sistema de coordenadas: las características o
invariantes topológicos no dependen del sistema coordenado que
estemos usando. Lo que importa es la métrica (distancia/similitud
entre los puntos de datos).

Invarianza de deformación: las características topológicas son
invariantes bajo homeomorfismos.

Representación comprimida: La topología nos ofrece un conjunto
de herramientas para resumir y representar los datos en formas
compactas mientras se preserva su estructura topológica global.
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Aplicaciones de TDA

Figura: Mapper

Figura: Reconocimiento de imágenes, [7,
Figura 1]
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Aplicaciones de TDA

Figura: Estructura a gran escala del universo
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Aplicaciones de TDA

Figura: Vacíos cósmicos y filamentos, [24, Figura 12]
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Aplicaciones de TDA

Figura: Células spike ayudan a revelar información del lugar [18, Figura 1]
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Aplicaciones de TDA

Figura: Árbol cerebral de una persona
de 24 años, [3, Figura 10] Figura: Árbol cerebral de una persona

de 68 años, [3, Figura 11]
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Aplicaciones de TDA

Figura: Análisis de datos genómicos usando TDA, [19, Figura 5.9]
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Aplicaciones de TDA

Figura: Diferencias entre 12 cepas de patógenos, [19, Figura 5.33]
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¿Preguntas?

¿Cómo codificar espacios topológicos para fines computacionales?

Buscar equivalencias homotópicas/homeomorfismos es "difícil".
¿Existen cantidades matemáticas que sean invariantes bajo
equivalencias homotópicas y que sean fácil de calcular?
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Complejos simpliciales

Figura: Complejos simpliciales

{Datos} −→ {Complejos simpliciales}
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Complejos simpliciales

Figura: Complejos simpliciales

{Datos} −→ {Complejos simpliciales}
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Definición
Un complejo simplicial (finito) K en ℝd es una colección (finita) de
simplejos (simplices) tal que:

1. Cualquier cara de un simplejo de K es un simplejo de K,

2. La intersección de cualesquiera dos simplejos de K es o el vació o
una cara común de ambos.

Figura: a) Complejo simplicial b) No es un complejo simplicial
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IMPORTANTE

Los complejos simpliciales pueden ser vistos al mismo tiempo como
espacios geométricos/topológicos (buenos para la inferencia geométrica
y topológica) y como objetos combinatorios (complejos simpliciales
abstractos, buenos para cálculos computacionales)
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{Datos} −→ {Complejos simpliciales} −→
{Invariantes algebraicos}
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Complejo de Čech

Definición
Dada una colección de puntos X = {xi} ⊂ ℝn, el complejo de Čech, Cr , es
un complejo simplicial abstracto que tiene como vértices a los puntos de
X y cuyos k-simplejos {xi}k

0 son tales que ∩k
j=0B r

2
(xi,j) ≠ 0.

Desde el punto de vista computacional, el complejo de Čeck es muy
costoso.
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Ejemplo: Complejo de Čech

Figura: Colección de puntos X = {xi}.
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Ejemplo: Complejo de Čech

Figura: Bolas de radio r/2 centradas en los puntos xi.
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Ejemplo: Complejo de Čech

Figura: Agregamos 1−simplejos si dos bolas se intersecan.
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Ejemplo: Complejo de Čech

Figura: Agregamos 2−simplejos si tres bolas se intersecan.
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Ejemplo: Complejo de Čech

Figura: Complejo de Čech resultante.
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Complejo de Vietoris-Rips

Definición
Dada una colección de puntos {xi} en un espacio métrico (X, dX) el
complejo de Vietoris-Rips, VRr , es un complejo simplicial abstracto que
tiene como vértices a los puntos de X y cuyos k-simplejos {xi}k

0 son tales
que d(xi,j, xi,l) ≤ 2r para toda pareja 1 ≤ j, l ≤ k.

El complejo de Vietoris-Rips es menos costoso computacionalmente que
el complejo de Čech aunque tenga más simplejos.
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Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips

Figura: Colección de puntos X = {xi}.



Haydeé Peruyero - "Aplicaciones de TDA y GDL" 10° Jornadas CCM UNAM

Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips

Figura: Bolas de radio r/2 centradas en los puntos xi.
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Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips
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Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips

Figura: Agregamos 2−simplejos.
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Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips

Figura: Complejo de Vietoris-Rips resultante.
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Otros complejos

Alpha

Whitness
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¿Cuál es el parámetro (radio) correcto para construir el
complejo de Čech?

Figura: Complejo de Čech con otro parámetro.
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Figura: Complejo de Čech con otro parámetro.
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Idea de Persistencia

Variar el parámetro y llevar un “registro” de cuando aparecen y
desaparecen las características topológicas a estudiar.

Al variar el radio de las bolas en la construcción de los complejos,
obtenemos una colección creciente de complejos simpliciales.
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Filtración

Una filtración de un complejo simplicial K es una colección
{K2, K2, ..., KN} de subcomplejos de K tal que

∅ ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ KN = K.

Todo complejo simplicial abstracto tiene asociada una filtración
dada por sus l−esqueletos.

La filtración asociada a un complejo simplicial abstracto NO es
única.
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=0
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=1
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=2
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=3
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=4
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=5
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=6
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=7
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=8
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=9
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=10
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Complejo simplicial filtrado

Figura: Radio=11
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Homología persistente
Consideremos la filtración de un complejo simplicial abstracto K,
K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km.

Denotemos por 𝜄i,j : Ki −→ Kj la inclusión canónica.

Estas inclusiones inducen morfismos en homología para cada n:

𝜄i,j∗ : Hn(Ki) −→ Hn(Kj).

El n-ésimo grupo de homología persistente de nivel i, j se define
como:

Hi,j:n(K) := Im(𝜄i,j∗).

A la dimensión de este grupo la denotamos por 𝛽i,j;n y se llama el
n-ésimo número de Betti persistente de nivel i, j.
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Números de Betti

Hk es un grupo (espacio vectorial) en el cual cada elemento es una
clase de equivalencia de ciclos asociados al mismo “agujero”.

La dimensión de Hk es llamada el 𝛽k− número de Betti.
• 𝛽0 = Número de componentes conexas.
• 𝛽1 = Número de “agujeros”.
• 𝛽2 = Número de “vacíos/huecos”.
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Ejemplo

Figura: Complejo simplicial

𝛽0 =

𝛽1 =

𝛽2 =
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Ejemplo

Figura: Complejo simplicial

𝛽0 = 3

𝛽1 = 1

𝛽2 = 1
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Códigos de barras

Un código de barras es una representación gráfica de Hi,j;n(K). Consiste
de una colección de segmentos de líneas horizontales en un plano, cuyos
ejes corresponden al intervalo de persistencia (eje horizontal) y a un
orden, que puede ser arbitrario, de los generadores de homología (eje
vertical).
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Figura: Ejemplo: Filtración

Figura: Código de barras
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Aplicaciones
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¿Qué es la Pangenómica?

En la genómica, el término pangenoma se refiere al conjunto completo
de genes de todas las cepas que forman un clado filogenético, es decir,
es la unión de todos los genomas de los organismos que pertenecen a
un mismo clado.
El campo de estudio del pangenoma se llama Pangenoma.
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Figura: Los organismos almacenan información en el DNA
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Figura: Para un parámetro t de agrupamiento obtenemos una colección de
familias de genes.
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Figura: Al variar el parámetro de agrupamiento obtenemos las familias cambian.
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Objetivos

Explorar el pangenoma usando TDA:

Detectar conjuntos de genes que persisten.

Clasificar familias del genoma central, genoma periférico y genoma
diferencial.

¿Cuántas familias quedan al final?

Comparar pangenomas de diferentes familias o especies (en
proceso).

¿Se puede detectar transferencia horizontal?
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1er método
Usar el evalue para construir una matriz de distancias entre los
genes de varios genomas.

¡No es simétrica!

El evalue de BLAST es el número de hits esperados de calidad
similar (puntuación) que podrían encontrarse por casualidad.
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2do método

Usar la distancia de Hamming.

Asociar el complejo simplicial.

Obtener los diagramas de persistencia.

Detecta transferencia horizontal.

Agregar puntos medios.
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Aprendizaje Geométrico
Profundo
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Aprendizaje Geométrico Profundo

El término aprendizaje geométrico profundo fue dado por Michael
Bronstein.

Involucra la codificación de una comprensión geométrica de los
datos como un sesgo inductivo para ayudar a los modelos de
aprendizaje profundo.

El entendimiento de la geometría esta codificado generalmente en:
la simetría e invarianza, la estabilidad y la representación
multiescala.

Le proporcionamos esta información a los algoritmos de
aprendizaje profundo para que no tenga que aprender esto.
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Figura: Equivarianza de la traslación, [14]
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Figura: Estabilidad, [14]
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Figura: Multiescala, [14]
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Ejemplos de aplicaciones de GDL
Decidir cuando dos 3-variedades dadas como “plumbing graphs” dan
3-variedades homeomorfas, [17].

Figura: Par de plumbing graphs equivalentes reconocidas por los algoritmos.
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Ejemplos de aplicaciones de GDL

Construir un funtor que mande nudos a gráficas y aplicar GDL para
predecir invariantes de nudos, [13]
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Reducción de dimensiones
PCA:Dado un conjunto de puntos {x1, ..., xm} ∈ ℝn encontrar una
proyección a ℝk tal que el error de hacer esto sea mínimo.

Figura: Primera y segunda componente



Haydeé Peruyero - "Aplicaciones de TDA y GDL" 10° Jornadas CCM UNAM

Reducción de dimensiones
MDS: Dado un espacio métrico finito (X, dX), encontrar un encaje
óptimo de X en ℝk de tal forma que se preserve lo mejor posible la
métrica original de los datos.

Figura: [19, Figura 4.2]
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Reducción de dimensiones

Si el conjunto de datos es un subconjunto de ℝn entonces PCA y
MDS métrico coincide.

En estos métodos uno intenta conservar en lo posible la geometría
intrínseca de los datos.

Si los datos no pueden ser encajados en un ℝn entonces estos
métodos no capturan la geometría intrínseca.
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Aprendizaje de Variedades

Idea
La estructura de la variedad puede ser reconstruida considerando
distancias peqeñas como un indicador adecuado de la distancia
intrínseca e ignorar las distancias grandes.

Las técnicas de aprendizaje de variedades se basan en tomar los k
vecinos más cercanos a un punto x y con estos se busca aproximar el
plano tangente a x.
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t-SNE

Es un método estadístico basado en el encaje de vecinos
estocástico.

Es una técnica no lineal no supervisada utilizada para la
exploración de datos y la visualización de datos de alta dimensión.

La distancia entre los puntos se convierte en probabilidades.

Se calcula la similitud entre los puntos en la dimensión inicial.

Se crea un espacio de dimensión baja en el cual se representa los
puntos.

Se calcula la medida de similitud entre el espacio original y el final.

Usualmente se proyecta a ℝ2 y se realiza un algoritmo de clustering.
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t-SNE
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UMAP

Primer paso: crear una representación topológica de los datos
usando la gráfica del k−vecino más cercano.

Segundo paso: encontrar una representación de baja dimensión
que maximice la entropía cruzada al gráfico de alta dimensión.

Tiene 3 parámetros básicos:
1. n_neighs: número de vecinos a considerar para la

aproximación de la métrica local.
2. min_dist: la distancia mínima entre los puntos en el espacio

de baja dimensión.
3. La métrica a utilizar para crear la representación topológica de

los datos.
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t-SNE vs UMAP

Figura: Ejemplo de: https://pair-code.github.io/understanding-umap/
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TriMap

Compara distancias entre tripletas de puntos.

Una tripleta (i, j, k) es tal que i es más cercano a j que a k.

Cada tripleta se asocia a un peso donde valores grandes implican
que el par (i, k) esta más lejos que el par (i, j).
El encaje se construye con un subconjunto de tripletas donde el
punto j está en el conjunto de los vecinos más cercanos a i y k está
en el conjunto de los puntos más lejanos a i y j.
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TriMap vs UMAP vs t-SNE

Figura: Ejemplo de: https://towardsdatascience.com/why-you-should-not-rely-
on-t-sne-umap-or-trimap-f8f5dc333e59
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Objetivo

¿El espectro del autismo puede ser detectado por medio de las
características topológicas y geométricas de gráficas inferidas de
imágenes fMRI?

Autism Brain Imaging Data Exchange (ABIDE) ([8]) tiene datos de 539
individuos con autismo y 573 controles.

Estimar las conexiones funcionales entre las 417 parcelaciones del
cerebro usando análisis de ondas.

La base de datos con la que trabajamos consta de 866 individuos,
402 pacientes y 464 controles.
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Longitud del espectro marcado

La longitud del espectro marcado es una función en una gráfica que
asigna a cada clase de homotopía de un lazo el ínfimo de las
longitudes sobre todos los representantes de sus clases de
conjugación.

Para una gráfica G, su parte convexa, Conv(G), es la subgráfica de G
que se encuentra al remover iterativamente todos los vértices de
grado 1.

Constantine y Lafont [9] dan una forma de comparar la similitud
entre dos gráficas usando la longitud del espectro marcado, la cual
solo depende de Conv(G).
Al remover vértices de grado 1 se puede perder información.



Haydeé Peruyero - "Aplicaciones de TDA y GDL" 10° Jornadas CCM UNAM

Cono de una gráfica

El cono de una gráfica consiste en añadir un vértice y unirlo con
todos los vértices de la gráfica.

Para una gráfica G, añadir un cono a G nos deja una nueva gráfica Ĝ
tal que Ĝ = Conv(Ĝ).
Calcular el espectro de longitud marcad es difícil, entonces se usa
como aproximación los eigenvalores de la matriz de ciclos sin
retroceso.



Haydeé Peruyero - "Aplicaciones de TDA y GDL" 10° Jornadas CCM UNAM

Matriz de Ciclos sin Retroceso

Un ciclo sin retroceso es una trayectoria cerrada tal que ei+1 ≠ e−1
i

para todo i.

La matriz de ciclos sin retroceso B es una matriz de tamaño
2m × 2m que representa todos los pares de aristas que están en
trayectorias de longitud 2 sin retroceso.

Cada fila y columna representa una arista e ∈ E en una de sus dos
orientaciones.

Los ciclos sin retroceso son topológicamente relevantes porque
aristas con retroceso son homotópicamente triviales.

Los ciclos sin retroceso son los represenantes más pequeños en sus
clases de homotopía.
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Distancia de ciclos sin retroceso

Definición
Sean G,H dos gráficas y sean {𝜆k}r

k=1, {𝜇k}r
k=1, los r eigenvalores sin

retroceso, la distancia de ciclos sin retroceso ( [22]) entre G y H se define
como NBd(G,H) = d({𝜆k}, {𝜇k}).
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Figura: Clustermap
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Figura: Distribución de los eigenvalores



Haydeé Peruyero - "Aplicaciones de TDA y GDL" 10° Jornadas CCM UNAM

Figura: Diferentes métodos de aprendizaje de variedades usando la matriz de
distancia de ciclos sin retroceso.
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