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1 « Analisis Topologico de Datos
= Motivacion
= Complejos simpliciales y homologia
= Aplicaciones
Pangenomica

2. Aprendizaje Geomeétrico Profundo
= Neurociencia
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La topologia es una rama de las matematicas que es para extraer
caracteristicas cualitativas globales de estructuras geomeétricas
complicadas.
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La topologia es una rama de las matematicas que es para extraer
caracteristicas cualitativas globales de estructuras geomeétricas
complicadas.

usa la topologia para resumir y aprender de la de los datos.
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. las caracteristicas o
invariantes topologicos no dependen del sistema coordenado que
estemos usando. Lo que importa es la métrica (distancia/similitud
entre los puntos de datos).

. las caracteristicas topologicas son
invariantes bajo homeomorfismos.

" La topologia nos ofrece un conjunto

de herramientas para resumir y representar los datos en formas
compactas mientras se preserva su estructura topologica global.
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Aplicaciones de TDA
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Aplicaciones de TDA

Figura: Estructura a gran escala del universo
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Aplicaciones de TDA
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Figura: Vacios cosmicos y filamentos, [24, Figura 12]
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Aplicaciones de TDA
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Figura: Arbol cerebral de una persona

de 24 afios, [3, Figura 10] Figura: Arbol cerebral de una persona

de 68 afos, [3, Figura 11]
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Data Distance Matrix
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We will characterize properties of the
distance matrix using persistent homology.

Phylogenetic Tree

Figura: Analisis de datos genémicos usando TDA, [19, Figura 5.9]
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Figura: Diferencias entre 12 cepas de patogenos, [19, Figura 5.33]
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= ;Como codificar espacios topologicos para fines computacionales?
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= ;Como codificar espacios topologicos para fines computacionales?

= Buscar equivalencias homotopicas/homeomorfismos es "dificil".
;Existen cantidades matematicas que sean invariantes bajo
equivalencias homotodpicas y que sean facil de calcular?
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Figura: Complejos simpliciales

fDatosg ¥ fComplejos simplicialesg
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Un K en RY es una coleccion (finita) de
simplejos (simplices) tal que:
1. Cualquier cara de un simplejo de K es un simplejo de K,

2. La interseccion de cualesquiera dos simplejos de K es o el vacié o
una cara comin de ambos.

N
8 x

a) b)

Figura: a) Complejo simplicial b) No es un complejo simplicial
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Los complejos simpliciales pueden ser vistos al mismo tiempo como
espacios geométricos/topoldgicos (buenos para la inferencia geométrica
y topoldgica) y como objetos combinatorios (complejos simpliciales
abstractos, buenos para calculos computacionales)

CCM UNAM
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fDatosg ¥ fComplejossimplicialesg ¥
flnvariantes algebraicosg
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Dada una coleccion de puntos X = fx;g R", el , C,, es
un complejo simplicial abstracto que tiene como vertices a los puntos de
X y cuyos k-simplejos Tx;g son tales que \onBé WXij < o.

Desde el punto de vista computacional, el complejo de Ceck es muy
costoso.
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Figura: Coleccion de puntos X = fx;g.
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Figura: Bolas de radio r 2 centradas en los puntos x;.
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Figura: Agregamos 1 simplejos si dos bolas se intersecan.
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Figura: Agregamos 2 simplejos si tres bolas se intersecan.
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Figura: Complejo de Cech resultante.
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Dada una coleccién de puntos fx;g en un espacio métrico ,X dy” el

, VR,, es un complejo simplicial abstracto que
tiene como vértices a los puntos de X y cuyos kR-simplejos fx,-gg son tales
qued,x;j x;(" 2rparatodapareja1r jl R

El complejo de Vietoris-Rips es menos costoso computacionalmente que
el complejo de Cech aunque tenga mas simplejos.
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Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips

Figura: Coleccion de puntos X = fx;g.
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Ejemplo: Complejo de Vietoris-Rips

Figura: Bolas de radio r 2 centradas en los puntos x;.
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Figura: Agregamos 1 simplejos si dos bolas se intersecan.
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Figura: Agregamos 2 simplejos.
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Figura: Complejo de Vietoris-Rips resultante.
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= Alpha

= Whitness
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Figura: Complejo de fech con otro parametro.
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Figura: Complejo de fech con otro parametro.
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= Variar el parametro y llevar un de cuando apareceny
desaparecen las caracteristicas topolégicas a estudiar.

= Al variar el radio de las bolas en la construccién de los complejos,
obtenemos una coleccién creciente de complejos simpliciales.
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= Una de un complejo simplicial K es una coleccién
fK" K" *“““Kng de subcomplejos de K tal que

7 KK Ky = K*
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= Una de un complejo simplicial K es una coleccién
fK" K" *“““Kng de subcomplejos de K tal que

7 KK Ky = K*

= Todo complejo simplicial abstracto tiene asociada una ltracién
dada por sus | esqueletos.
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= Una de un complejo simplicial K es una coleccién
fK" K" *“““Kng de subcomplejos de K tal que

7 KK Ky = K*

= Todo complejo simplicial abstracto tiene asociada una ltracién
dada por sus | esqueletos.

m La ltracion asociada a un complejo simplicial abstracto es
Unica.
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Figura: Radio=0
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Figura: Radio=1
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Figura: Radio=2
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Figura: Radio=3
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Figura: Radio=4
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Figura: Radio=5
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Figura: Radio=6
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Figura: Radio=7
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Figura: Radio=8
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Figura: Radio=9

plicaciones de TDA y GDL"



Figura: Radio=10
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Figura: Radio=11
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= Consideremos la Itracion de un complejo simplicial abstracto K,
K K K"
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= Consideremos la Itracion de un complejo simplicial abstracto K,
K K K"
= Denotemos por ]i’j DK ! K la inclusion canonica.
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= Consideremos la Itracion de un complejo simplicial abstracto K,
K K K"
= Denotemos por ]i’j DK ! K la inclusion canonica.

m Estas inclusiones inducen mor smos en homologia para cada n:

I THAKO D H K"
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= Consideremos la Itracion de un complejo simplicial abstracto K,
K K K"
= Denotemos por ]i’j DK ! K la inclusion canonica.

m Estas inclusiones inducen mor smos en homologia para cada n:

I THAKO D H K"

= El de nivel i"j se de ne
como:
Hi,j:anO = |m1]i,] ou
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= Consideremos la Itracion de un complejo simplicial abstracto K,
K K K"
= Denotemos por ]i’j DK ! K la inclusion canonica.

m Estas inclusiones inducen mor smos en homologia para cada n:
I THAKO D H K"
= El de nivel i"j se de ne

como:
0 — (o1}
Hi'j:an = ||||1]i"

= Aladimension de este grupo la denotamos por  Viy:n y se llama el
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= Hy es un grupo (espacio vectorial) en el cual cada elemento es una
clase de equivalencia de ciclos asociados al mismo
» La dimension de H es llamada el
"V, = NGmero de componentes conexas.
~ V4 = Numero de agujeros.
~ VW, = Namero de vacios/huecos.
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Figura: Complejo simplicial

ruyero - "Aplicaciones de TDA y GDL"



L] V0=3
L] V1=l

Figura: Complejo simplicial
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Un es una representacion gra ca de Hjy:,1K°. Consiste
de una colecciéon de segmentos de lineas horizontales en un plano, cuyos
ejes corresponden al intervalo de persistencia (eje horizontal) y a un
orden, que puede ser arbitrario, de los generadores de homologia (eje
vertical).
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Figura: Ejemplo: Filtracion

Figura: Cédigo de barras
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Shaday Guerrero Flores - CCM
Nelly Selem Mojica - CCM

José Maria lbarra Rodriguez - C3
= Noé Barcenas - CCM

JesUs Hernandez Hernandez - CCM
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En la gendmica, el término se re ere al conjunto completo
de genes de todas las cepas que forman un clado logenético, es decir,
es la unién de todos los genomas de los organismos que pertenecen a
un mismo clado.

El campo de estudio del pangenoma se llama
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Figura: Los organismos almacenan informacion en el DNA
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Figura: Para un parametro t de agrupamiento obtenemos una coleccién de
familias de genes.
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Figura: Al variar el parametro de agrupamiento obtenemos las familias cambian.
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Explorar el pangenoma usando TDA:

Detectar conjuntos de genes que persisten.

Clasi car familias del genoma central, genoma periférico y genoma
diferencial.

¥,Cuantas familias quedan al nal?

Comparar pangenomas de diferentes familias o especies (en
proceso).

¥%Se puede detectar transferencia horizontal?
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= Usar el para construir una matriz de distancias entre los
genes de varios genomas.

= 14No es simétrica!l

= El evalue de BLAST es el nimero de hits esperados de calidad
similar (puntuacion) que podrian encontrarse por casualidad.
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Usar la distancia de Hamming.

Asociar el complejo simplicial.

Obtener los diagramas de persistencia.

Detecta transferencia horizontal.

Agregar puntos medios.
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Aprendizaje Geometrico
Profundo
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= Eltérmino aprendizaje geométrico profundo fue dado por Michael
Bronstein.

= |nvolucra la codificacion de una comprension geomeétrica de los
datos como un sesgo inductivo para ayudar a los modelos de
aprendizaje profundo.

= El entendimiento de la geometria esta codificado generalmente en:
la simetria e invarianza, la estabilidad y la representacion
multiescala.

= Le proporcionamos esta informacion a los algoritmos de
aprendizaje profundo para que no tenga que aprender esto.
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Image Space Representation Space

Large distortion <

Figura: Estabilidad, [14]

.
Small distortion X | Small\distortion
.

Large distortion
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Figura: Multiescala, [14]
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Decidir cuando dos 3-variedades dadas como “plumbing graphs” dan
3-variedades homeomorfas, [17].

Figura: Par de plumbing graphs equivalentes reconocidas por los algoritmos.

Haydeé Peruye plicaciones de TDAy GDL" 10° Jornadas CCM UNAM



Construir un funtor que mande nudos a graficas y aplicar GDL para
predecir invariantes de nudos, [13]
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= :Dado un conjunto de puntos fx,  x,0 2 R" encontrar una
proyeccion a R” tal que el error de hacer esto sea minimo.

PCA - Biplat

Groups
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Figura: Primera y segunda componente
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Reduccion de dimensiones

= VDS: Dado un espacio métrico finito ,X dx”, encontrar un encaje
optimo de X en RF de tal forma que se preserve lo mejor posible la
meétrica original de los datos.

Figura: [19, Figura 4.2]
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= Si el conjunto de datos es un subconjunto de R" entonces PCAy
MDS métrico coincide.

» En estos métodos uno intenta conservar en lo posible la geometria
intrinseca de los datos.

= Si los datos no pueden ser encajados en un R" entonces estos
métodos no capturan la geometria intrinseca.
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La estructura de la variedad puede ser reconstruida considerando
como un indicador adecuado de la distancia
intrinseca e ignorar las

Las técnicas de aprendizaje de variedades se basan en tomar los k
vecinos mas cercanos a un punto x y con estos se busca aproximar el
plano tangente a x.
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= Es un método estadistico basado en el encaje de vecinos
estocastico.

= Es una técnica no lineal no supervisada utilizada para la
exploracion de datos y la visualizacion de datos de alta dimension.

= La distancia entre los puntos se convierte en probabilidades.
» Se calcula la similitud entre los puntos en la dimension inicial.

m Se crea un espacio de dimension baja en el cual se representa los
puntos.

= Se calcula la medida de similitud entre el espacio original y el final.

= Usualmente se proyecta a R? y se realiza un algoritmo de clustering.
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t-SNE

t-SNE

10
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= Primer paso: crear una representacion topologica de los datos
usando la grafica del k vecino mas cercano.

= Segundo paso: encontrar una representacion de baja dimension
que maximice la entropia cruzada al grafico de alta dimension.
= Tiene 3 parametros basicos:
1. n_neighs: nimero de vecinos a considerar para la
aproximacion de la métrica local.
2. min_dist: la distancia minima entre los puntos en el espacio
de baja dimension.
3. La métrica a utilizar para crear la representacion topologica de
los datos.
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t-SNE vs UMAP

2D t-SNE projection 2D UMAP projection

perplexity: 2000 L ] n_neighbors: 200 o
time: 2h Sm min_dist: 0.25 °
time: 3m 225

Figura: Ejemplo de: https://pair-code.github.io/understanding-umap/
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» Compara distancias entre tripletas de puntos.
m Unatripleta ,i j R’ estal que i es mas cercano ajque a k.

» Cada tripleta se asocia a un peso donde valores grandes implican
que el par ,,i k" esta mas lejos que el par ,i j".

= El encaje se construye con un subconjunto de tripletas donde el
punto j esta en el conjunto de los vecinos mas cercanos a iy k esta
en el conjunto de los puntos mas lejanos aiyj.
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