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Theorem (Teorema de Rigidez de Mostow)

Sean My N 3-variedades hiperbdlicas completas, compactas y
orientables. Si existe un isomorfismo ¢ : w1 (M) — 71 (N) entonces
este esta inducido por una Gnica isometria entre M y N.

Theorem (version Algebraica)

Sean T y A dos subgrupos discretos, no-elementales y cocompactos
de PSLy(C). Si existe un isomorfismo ¢ : I' — A entonces exite un
elemento g € PSLy(C) tal que T = gAg~*.

Observacién

e Todo invariante geométrico es un invariante topoldgico.

ee Esvdlido en el caso de n-variedades hiperbdlicas completas y de
volumen finito con n > 3 (para latices en PO(n, 1)) pero es falso
paran = 2.
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Preliminares
.

Recordemos
H® = {(x+yi,2) € Cx Rso} y OH®=CU{o0} >’

con la métrica

_d® +dy? +d7?
=

ds?

Geodésicas: lineas verticales, semicirculos que intersectan a 9H?® con un angulo
recto. Isom, (H3) = PSL2(C) y la accién en OH? es via transformaciones de
Mobius (composicion de un nimero par de inversiones).

Definition

Una 3-variedad M es hiperbdlica si admite una metrica Riemanniana completa con
curvatura constante —1. Equivalentemente, si hay un subgrupo discreto y libre de
torsién I en PSLo(C) tal que M es homeomorfa a H /T.




Estrategia de las pruebas
°

Sean My N 3-variedades hiperbdlicas completas y compactas.

Theorem (Primer paso)

Todo isomorfismo ¢ : w1 (M) — 71 (N) induce un homeomorfismo

of: OH3 — OH3 ¢-equivariante (0f o v = ¢(7) 0 Of).

A) Of es una transofrmacién de Mdbius (se exitende a Funa
isometria de H? por la extensién de Poincaré).

A.a) (Gromov-Thurston) Construir un conjunto denso D en OH? tal
que Of |p es una transofrmacién de Mébius (9f manda los
vértices de cualquier tetraedro ideal regular en los vértices de
un tetraedro ideal regular).

B.b) (Tukia) Of es cuasi-conforme y diferenciable en un punto fijo de
un elemento loxodrémico.

B) (Besson-Courtois-Gallot) 97 se extiende a una funcion suave
F: H? — H? (extension baricéntrica) y estiman su Jacobiano.

F es ¢-equivariante y los cubrientes universales py y py son
isometrias locales entonces F(pu(x)) := pn(F(X)) € Iso;(M.N).
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h: (X,dx) — (Y, dy) una funcién entre espacios métricos, es una
K, C)-cuasi-isometria, donde (), ¢) € R~ x R, si:

1
de(Xl,X2) —e < dy(h(x1),h(x2)) < Adx(x1,x2) + €

ydy(h(X),y) < eparatoday €Y.

Lemma (Milnor-Svarc)

G ~ (X, dx) (espacio métrico geodésico) por isometrias de forma
discreta y cocompacta. Entonces (G, métrica de la palabra relativo a
un conjunto generador) es cuasi-isométrico a (X, dy).

Entonces tenemos f: H* — H? cuasi-isometria ¢-equivariante.
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Un espacio métrico geodésico es 5—hiperbélico si en cada tridngulo geodésico,
cada lado esta contenido en una —vecindad de la unién de los otros dos lados.

Lemma (Lema de Morse)

Si X es un espacio 6—hiperbdlico entonces hay una constante R = R(, A, €) tal que
para cada (X, €)—cuasi-geodesica 3: [a, b] — X.

du(B([a, b)), [B(a), B(b)]) <R

X/ v Y
//" [\ cu;\\[[a)d(;z.g/ RN

A h}\

X

\\\

Dado 3 un rayo geodésico y f: H3 — H3 cuasi- |sometr|a deflnlmos -
of: OH® — OH? como . )
of([B]) = [fo B].

Sif: H® — H? cuasi-isometria ¢-equivarainte entonces 0f: OH> — OH? es un
homeomorfismo ¢-equivarainte.




Volumen Simplicial
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Homologia singular:
ce{¥roo} = C‘;’”g(M)

||| := inf {E|r,| | c = 2r,0}
a=|c]

isometria
<

a e H"(M)

Clase fundamental

(M) = H3™ (M), si Sreo € [M]
Vol(M) = {[M], Q) =

Zg Iy ng o Qy

Homologia medible:
C>°(AK, M) con la topologia C!
Cred(M) == {p € M(C=(AK,M))
Borel, soporte compacto, con signo, variacién total acotada}
HTed(M) > o
6ir AFFL 5 Ak
Omed 1= 2(—1)"(67)«
el == nf {{ul}

a=[u]
Clase fundamental
(M) = HTI (M), si p € [M]
Vol(M) = ([u], ) =
fgecoo(Aii,M) (Jas 7*m) du(o)

Si M es una variedad cerrada hiperbélica orientada, entonces

val| M| = Vol(),

donde vs es el volumen de un tetraedro ideal regular.




Volumen Simplicial
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Tetraedro ideal regular

Un tetraedro ideal en H? es la envolvente convexa de cuatro puntos ideales no
coplanares.

@ Dos lados opuestos tienen angulos diedrales iguales.

@ Tenemos que o + 3 + v = m, porque una horoesfera basada en un vértice
intersecta en un triangulo Euclideano.

@ Tienen volumen finito eiguala A(a) + A(8) + A(~y) donde
AO) = - foe log |2 sin t|dt.

@ Los tetraedros ideales regulares suceden cuando o = 3 = v = . Mas aln,
cada permutacidn de sus vertices se puede obtener como restriccién de una
isometria en H2. Y estos son los tetraedros hiperbélicos con volumen
maximal (denotado su valor por vs).

@ M6b(OH?) actua transitivamente en el espacio de tetraedros ideales

varciilAvAace
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v3||M|| = Vol(M) con M = H?/T

vs[[M][ > VoI(M) vs[[M][ < Vol(M)

Enderezando: Untando:

o: A3 =M o tetraedro geodésico en H3.

o: A3 — H3 levantamiento rel. al| () : PSLy(C)/T — C°(A3, M)
cubriente universal p a(o)(gl) =puyogoo

o tetraedro geodésico rel. a||{Unt(c) := a(o)«[Muaar]
{G(e)}, o homotopica a|Muear{g| g X0 € U} = Vol(U)

End(c) :=poo Unt(a)(C>°(A3,M)) = Vol(M)
= 1(Unt(o) ® Unt(o_))

Sea Xr,End(c) = ¢ € [M] lv| = Vol(M) = [v] = k[M]

Vol(M) =3 1y [xs End(c)*Qy | kVol(M) =

<>, Irs|Vol(End(c)) fTeCoo A5 M) (fas 75 m) du(7) =

<Y lrelvs Vol(M )VO/( )

< v3||M|| tomando el infimo. M| < L = vol)

Vol(c) — Vol(o)

M| < Vo’( tendiendo al maximo.
[
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Proposicion

Of manda los vértices de cualquier tetraedro ideal regular en los vértices de un
tetraedro ideal regular

Idea: De lo contrario, la pérdida de volumen de algunos tetraedros en un ciclo
fundamental efectivo no puede compensarse con la ganancia de volumen de
otros, siempre que los tetraedros sean lo suficientemente grandes (debido a que
sus volimenes estan acotados por vs).

Mas precisamente: De lo contrario habria un tetraedro ideal regular y una ¢ tal
que para todo tetraedro geodésico o con vertices cercanos al ideal regular dado
Vol(End(fo o)) < v3 —e.
Tomamos V una vecindad de la identidad en PSL,(C), § = A‘Z;’,"(’ﬁf,')/) y escogemos o
talque Vol(o) > v3 — 4.
Por un lado, si consideramos v = 1 (Unt(c) & Unt(o_)),

(Qw, (End. o £.) (1)) < Vol(o)Vol(N),

y como End es homotépico a la identidad y fes equivalencia homotépica, tenemos

(, (End. o F.) (1)) = (T (1)) = (F (), 1) = (U, 1) = Vol()Vol(M).
El
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Prueba de Gromov-Thurston

Fin de la prueba del Teorema de Rigidez de Mostow: Sean vy, ..., vz € 9H? los
vértices de un tetraedro ideal regular A% y seay €Mb(0H?) tal que

Of oy t(vi) = (Vi) yvo = 0.

Como todo tridngulo ideal regular en H? es la cara de precisamente dos tetraedros
ideales regulares y df es un homeomorfismo.

R
\ . —
AN / D4
/N /
/ \ /
/ y
/ \ / X7 /

I/’//-frp\f\\ V
I/ / « \| '
// ' 2 N /
\ / \ ,
N/

Si reflejamos A® a lo largo de sus caras de forma iterativa obtenemos una
teselacién de 9H* mediante tridngulos equilateros (si las caras de reflexién tienen
a oo), y en general al seguir reflejando, observamos que los vértices ideales
forman un subconjunto denso de H? de puntos fijos para 9f o 7. 0
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Prueba de Besson-Courtois-Gallot

La entropia de volumen h(g) para (Y, g) una n—variedad compacta conexa es:
, 1
h(g) == lim R 108 Voly(B(p, R)).

Donde Voly(B(p, R)) es el volumen de la bola de radio R centradaenpen Y, el
cubriente universal de Y.

Theorem (Besson-Coutois-Gallot)

Sea (Y,9) y (X, go) dos variedades compactas y con curvatura negativa, tales que
(X, go) es hiperbdlica. Supongamos que X y Y son homotdpicamente equivalentes.
Entonces, si dimX = dimY = n > 3 tenemos

i) h(g)"Vol(Y,g) > h(go)"Vol(X, go).

i) Laigualdad se satisface siy solo si X es isométrica a Y (rescalando g por h”((gg)) ).

Prueba del Teorema de Rigidez de Mostow: Como My N son hiperbdlicas y
homotédpicas, entonces tenemos una funcién f: M — N de grado 1y como

[If ()] < ||||, entonces ambas variedades tienen el mismo volumen. Por otro
lado, en el espacio hiperbélico Voly, (B(p, R)) = €**, por tanto h(go) = 2.
Finalmente por la condicién ii) tenemos que My N son isométricas. [
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El Teorema de B-C-G es consequencia de la construccién de F extendiendo 8f a una
funcidn suave ¢-equivarainte, llamada la (extensidn baricéntrica), con las
siguientes propiedades:

h n
Q |JacF < (h(g%))> 7
@ Siparaalginx € X, | Jack F| = (
4n @)
razon gots.

Funcion de Busmann: Si 7 denota la horoesfera que pasa por § € OH? yxo € H?,
definimos:

n
h’zg%)) ) entonces DyF es una homotecia de

Be: X — RZO BQ(X) = :tdistH3 (X, H)
Notemos que OH? se identifica con UT,,H? y define una funcién
Vi: UT, H® — UT,H® como  Vi(u) = —DyBg(u).

-
//—‘\ e “
N\ / N\
[ T\
[ I

‘
| S
‘ ‘
\ \ T
\, l5's 7/
\\ / h e
N )

Entonces si A, es la medida canonica en la esfera unitaria UT,, H® llamamos la
medida visual en x € H® como

1 = (V1) ).
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Baricentro

Si A es una medida de OH? definimos

“ig)\(X) = /)H3 B(;(x)dA(H),

Proposicion

Si X\ no tiene Gtomos, la funcion 3 es estrictamente convexa en H3. Mds adn,
B(x) tiende a infinito cuando x tiende a § € OH? a lo largo de una
geodésica. Por tanto 3 tiene un tnico punto critico en H? que es un minimo
que llamaremos el baricentro de la media )\ y denotamos por bar(\).

Como i, no tiene dtomos, usando la funcién continua df podemos
contruir la funcién :

x € H? — Of,(uy) € M (0H?).
Podemos definir la funcién F: H?® — H? como:

F(x) := bar(df, (11x))-
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Funciones Cuasi-conformes

Sea Xy Y espaciso métricos con f: X — Y un homeomorfismo. La funcidn fes
llamada cuasi-conforme si satisface que:

) sup{||f(x) — fW)II | lIx —yll = r}
He(x) := lim sup — ,
100 = WS St (100 — ) 1 Tx— 1l = 1}
esta acotada por arriba en X.

Proposicion

Sif: H® — H° es una cuasi-isometria entonces of: OH® — OHS es un
homeomorfismo cuasi-conforme.

.

Theorem (Radmacher-Stepanov)

Todo homeomorfismo cuasi-conforme de S es absolutamente continuo con
respecto a la medida de Lebesgue y es diferenciable c.t.p. con diferencial
cuasi-conforme.

.

™ (il = =
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Theorem (Tukia)

SiT es un grupo discreto no-elemental de PSL2(C), con & punto loxodrémico fijo, y
h: S? — S? un homeomorfismo differenciable en & con derivada no zero. Si
hTh~! c PSL,(C), entonces h es una transformacién de Mébius.

Idea:

Denotemos u, = g, *An, y tenemos la transformacién de Mébius B = 1im uj,. Si
definimos h, := A, ' o h o A,, y denotamos con L la derivada no zero, entonces
ha(2) = L(2) + €(An(2))z,y en el limite es L. Ademas L es una transformacion de
Mobius fijando 0 y oco.

Fijemos p1, p2, p3 € S°. Dado un homeomorfismo F: S? — S?, sea N(F) := F# o F
donde F* es la Gnica transformacién de Mébius, tal que N(F) fija cada p;.

N(hy) = N(A; "hA,) = N(hA,) = N(hgaun) = N(ghhu,) = N(huy),
N(L) = lim N(h,) = N(hB).

Como Ly B son de Mébius, entonces h lo es también. El
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Prueba de Tukia

Prueba del Teorema de Rigidez de Mostow: Tomamos I' = 7; (M),
por los resultados anteriores existe un homeomorfismo
cuasi-conforme y p—equivariant 9f: S — S? c.t.p. diferenciable,
que tiene un Jacobiano no zero en c.t.p. Mas aun, por la
compacidad todo punto limite en 9H? es un punto loxodrémico
fijo. Y por la condiciéon ¢—equivariancia implica que

(0f)m1 (M)(0f)~1 C PSLy(C). Entonces df es una transformacién de
Mobius.

Termina la prueba como en la prueba de Gromov-Thurston. O
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Consequencias del Teorema de Rigidez de Mostow

Corolario

Sea M una 3-variedad cerrada orientable hiperbdlica. Entonces
Isom(M) — Out(my(M))

es un isomorphismo y Out(m(M)) es finito.

A\

Corolario

Siuna 3-variedad cerrada orientable M el espacio subjacente de una
orbiedad hiperbélica O. Entonces

Vol(O) > vs||M]|.

.
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