
Variable Compleja I

TAREA IV

1. En qué conjuntos son armónicas las siguientes funciones:

a) u(x, y) = Im(z + 1/z)

b) u(x, y) =
y

(x− 1)2 + y2

c) u(x, y) = Re(z/(z3 − 1))

2. Sea f :A→ C anaĺıtica y w:B → R armónica con f(A) ⊆ B. Demuestre
que w ◦ f :A→ R es armónica.

3. Demuestre que la condición de que u sea armónica en términos de coor-
denadas polares equivale a

r2∂
2u

∂r2 + r
∂u

∂r
+
∂2u

∂θ2 = 0

4. Suponga que u:D(z0; r) → R es armónica (aqúı D(z0; r) = {z ∈ C :
|z− z0| < r}, con z0 = x0 + iy0). Demuestre que para (x1, y1) ∈ D(z0; r),

v(x1, y1) = c+

∫ y1

y0

∂u

∂x
(x1, y)dy −

∫ x1

x0

∂u

∂x
(x, y0)dx

define una función armnica que es de hecho conjugada armnica de u en
el disco D(z0; r), con v(x0, y0) = c.

5. Determine si los siguientes ĺımites existen, y en caso afirmativo, encuen-
tre sus valores.

a) log(z + 1)

b)
√
z

c)

6. Determine si los siguientes ĺımites existen, y en caso afirmativo, encuen-
tre sus valores.

a) ĺım
z→0

ez − 1

z



b) ĺım
z→0

sen |z|
z

c) ĺım
z→1

log z

z − 1

d) ĺım
z→1

z − 1

z − 1

7. Encuentre la región de analiticidad y las derivadas en estas regiones de
las siguientes funciones.

a)
z

z2 − 1

b) ez+(1/z)

c) f(z) = |z|2

d) f(z) = y − ix (aqúı z = x+ iy)

8. Sea f :→ C una función anaĺıtica y defina g:A → C por g(z) = f(z).
¿Cuándo es g una función anaĺıtica?

9. Encuentre el ı́nf{|ez2| : |z| ≤ 1}.

10. Use el Teorema de la Función Inversa para demostrar lo siguiente: Si
f :A ⊂ C → C es anaĺıtica (A es abierto y conexo), y f(A) ⊂ {z ∈ C :
|z| = 3}, entonces f es constante.
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