Capitulo 4

Coénicas 1II (clasificacién)

En el Capitulo 2 se introdujeron las cénicas (circulos, elipses, hipérbolas y pardbolas)
como los lugares geométricos de puntos en el plano euclidiano que cumplen cierta
propiedad descrita en términos de distancias. De esa descripcion se dedujo que son
los conjuntos de puntos cuyas coordenadas cumplen cierta ecuaciéon cuadratica. Una
ecuacion cuadritica de estas se puede considerar como un polinomio cuadrético (de
grado dos) en dos variables (las coordenadas) igualado a 0. Al tomar cénicas en
diferentes posiciones y con distintos parametros se obtendrdn diversos polinomios.
La pregunta que guia este capitulo es la pregunta inversa:

iSera cierto que cualquier polinomio cuadrético en dos variables define
una coénica? Si es asi, jcémo saber qué tipo de cénica es y cudl es su
descripcion geométrica?

Por su parte, en el Capitulo 3 estudiamos diferentes grupos de transformaciones
geométricas. Ellos nos dardn la herramienta y el lenguaje para atacar y entender el
problema que nos acabamos de plantear.

4.1 ;Qué es clasificar?

Muy en general, “clasificar” es describir o enumerar las clases de equivalencia de un
conjunto de objetos de acuerdo a ciertos “criterios” que definen una relacién de equiv-
alencia entre ellos. En nuestro caso, que nos interesan los “objetos geométricos”, de
lo que depende una “clasificacién” es de determinar un conjunto de objetos (tridn-
gulos, digamos, como ejemplo para fijar ideas) y de fijar una nocién de equivalencia,
es decir, definir las condiciones en que estamos dispuestos a decir que son “iguales”,
o, mejor dicho, equivalentes. En esto 1ltimo, la nocién de grupo de transformaciones
que hemos desarrollado es béasica. Concretemos.

Una figura plana es cualquier subconjunto F C R2. Sea G un grupo de transfor-
maciones de R? (nos interesan principalmente los que ya hemos definido, es decir, G
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184 CAPITULO 4. CONICAS II (CLASIFICACION)

puede ser el grupo afin, Af(2); el general lineal G1(2); el grupo de semejanzas; el de
homotesias; el de isometrias Iso(R?); el de transformaciones ortogonales O(2), o el de
translaciones). Decimos que dos figuras F} y F; son G-equivalentes (o bien, que son

equivalentes mddulo G) y lo denotamos F} £ F,, si existe g € G tal que g(Fy) = Fo.
La terminologia se puede hacer a veces mds simple; por ejemplo, dos figuras son se-
mejantes (o isométricas) si son equivalentes médulo semejanzas (o, respectivamente,
Iso(R?)-equivalentes).

Veamos primero que esta es efectivamente una relacién de equivalencia, correspon-
diendo puntualmente a que G es un grupo de transformaciones:

i) < es refeziva (F £ F); pues id(F) = F'y la funcién identidad, id, estd en G.

ii) S es simétrica (Fy L F, = F < F); pues si existe g € G tal que g(Fy) = Fy
entonces g ' (Fy) = F1 y g ' € G.

iii) < es transitiva (Fy < Fyy Fy < ;= F < F3); puessi gy (F1) = Foy go(Fy) = Fy
con g1, go € G entonces (g2 0 g1)(F1) = F3y (920 41) € G.

Ademis, estas relaciones se “anidan” de acuerdo a la contencién de grupos; es
decir, si H C G entonces I} A = F < Fy. Asi, si, por decir algo, dos fig-
uras son isométricas, también serén afinmente equivalentes (pero no necesariamente
linealmente equivalentes).

4.1.1 Clasificaciéon de triangulos

Para acabar de entender con un ejemplo concreto, describamos la clasificacién de
tridngulos. Primero hay que definirlos: sea 7 el conjunto de tridngulos planos, es
decir, ternas (no ordenadas) no colineales de puntos en R?. El Teorema ?? nos dice
que “hay un sélo tridngulo afin”, es decir que cualquier par de tridngulos son afinmente
equivalentes.

Esta tnica clase de equivalencia afin se parte en muchas subclases cuando vemos
a los triangulos con “ojos de semejanza”. Pues si alguna de las seis transformaciones
afines que mandan un tridngulo en otro es una semejanza entonces estos tienen los
mismos angulos, e inversamente. Asi que el Teorema “dos tridngulos son semejantes
st 1y solo st sus dngulos son iguales” es un “teorema de clasificcacién” que dice que hay
una clase de semejanza por cada terna (no ordenada) de dngulos «, 3,y que cumple
a>0,0>0vy>0ya+G+vy=m.

De nuevo, las clases de semejanza se parten en clases de isometria de acuerdo
a un parametro real y positivo (el tamano) que podriamos tomar como el area del
tridngulo o la longitud de un lado dado. Y podrfamos de nuevo partir estas clases de
isometria en clases médulo translaciones (y aparece un parametro de “orientacién”
y uno de “direccién”), o bien en clases médulo ortogonales (y aparece un parametro
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de “distancia al origen”). Llegando al extremo de la clasificacién con el grupo trivial
({id}) donde dos son equivalentes si son estrictamente el mismo.

4.2 Clasificacion de Coénicas

Primero que nada, un polinomio de segundo grado (o cuadrdtico) en las variables z,y
es una expresion

P(z,y) = ax® + bxy + cy® +dv +ey + f

donde los coeficientes a, b, c,d, e, f son nimeros reales, y ademds al menos uno de
a,b, c es distinto de 0 (si no fuera asi estarfamos hablando de un polinomio lineal).
Los primeros tres términos constituyen su parte cuadrdtica, los siguientes dos su parte
lineal, y por tltimo f es la parte constante. Nétese que al monomio bxy se le considera
de grado 2 pues es la suma de los exponentes de las dos variables. A un polinomio
cuadrético se le puede pensar también como una funcién P : R?>— R donde a un punto
dado x € R? se le asigna el nimero P(x) que resulta de sustituir en la expresién los
valores de sus coordenadas x' = (z,y). Asf que podemos hablar de los ceros del
polinomio P, o la curva asociada al polinomio P, como un subconjunto de R2, a

saber:
C(P) = {X € R*|P(x) = O} )

Diremos que un subconjunto C C R? es una curva cuadrdtica si consiste de los ceros de
un polinomio cuadrético, es decir, si para algiin polinomio cuadratico P se tiene que
C = C(P). Por el momento no queremos usar el nombre més comiin de “cénica”, para
que quede claro nuestro problema, que consiste en clasificar las curvas cuadraticas de
acuerdo a los diferentes grupos geométricos, y en particular, ver si son siempre conicas.
La parte fundamental de esta clasificacién consistird en demostrar que cualquier curva
cuadrdtica es afinmente equivalente a alguna de las siguientes, que por el momento
sirven de ejemplos.

4.2.1 Las Cénicas Candnicas (y algo mas)
i) El circulo unitario. El polinomio
2’ +y’ -1 (1)

tiene como ceros al circulo unitario.
ii) La hipérbola unitaria. El polinomio

~—

v? -y —1 (i

tiene como ceros a la hipérbola que llamaremos unitaria.
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iii) La pardbola canénica. El polinomio

) N

2 —y (iii)

tiene como ceros a una parabola.

Por medio de transformaciones afines estas tres curvas se pueden mandar a muchas
otras. Del circulo unitario se obtienen las elipses, y de la hipérbola y la pardbola
(que hemos escogido por la simpleza de su polinomio) se obtienen todas las demds
hipérbolas y pardbolas que estudiamos en el Capitulo 2. Pero notemos de una vez
que con los polinomios cuadréticos se obtienen nuevos conjuntos:

iv) El circulo imaginario. El polinomio

2’ +y*+1 (iv)

no tiene ninguin cero en los reales pues la suma de dos cuadrados es no negativa,
més 1 es estrictamente positiva. Es decir, su curva cuadratica es el vacio ) C R?. La
llamamos “circulo imaginario” pues facilmente le encontramos soluciones complejas
(por ejemplo i2+0?+1 = 0, donde 72 = —1) pero se nos sale del contexto de este libro;
aunque como polinomio tiene plenos derechos y tendremos entonces que incluirlo en
nuestro analisis.

v) Par de rectas. El polinomio

v® —y? (v) ><

tiene como conjunto de ceros a la unién de las dos rectas x +y =0y
x —y = 0; pues al verlo como producto (2% — y? = (z + y)(z — y)), si se hace cero
entonces alguno de los factores debe ser cero y viceversa.

vi) El circulo de radio cero. Dado por el polinomio

z® +y° (vi)

que define al punto 0 por una sola ecuacién cuadratica que es el caso
limite de circulos cuyo radio se hace cero. Tambien podria llamarse par de rectas
imaginarias pues se factoriza (z2+y? = (z+iy)(z —1iy)) se puede ver entonces como
dos “rectas complejas” de las que sélo vemos en el plano real al origen.

vii) Rectas paralelas. Por la misma razén que en (v), el polinomio

z? -1 (vii) ‘ ‘

da dos rectas paralelas (r =1y z = —1).
viii) Rectas paralelas imaginarias. Dada por

2’ +1 (viii)

que se factoriza 22 + 1 = (z +4)(x — 7).
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ix) Recta doble. Dada por

72, (ix)
Aunque geométricamente sélo consiste de una recta (x = 0) se le llama “recta
doble” pues el polinomio que la define es diferente.

4.2.2 Equivalencia de polinomios

Para que tenga sentido el problema de clasificar curvas cuadraticas médulo transfor-
maciones afines, la primera pregunta que debemos responder es si las imagenes afines
de curvas cuadréticas son de nuevo curvas cuadraticas.

Para esto, sean C una curva cuadrédtica y g € Af(2) una transformacién afin.

Tenemos entonces que existe un polinomio cuadratico P que define a C, es decir, tal
que C = C(P) = {x € R?|P(x) = 0}. Afirmamos que

9(€) ={y €R* | (Pog)(y) =0} . (4.1)
e 0
Esta igualdad de conjuntos se demuestra por dos con- @ /

tenciones. Primera (C): cualquier punto en g(C) es de la g )
forma g(x) con x € C; se tiene entonces que P(x) = 0y por R
P

lo tanto \
(Pog )(y9(x)) =Py '(9(x))) = P(x) =0,

lo cual implica que g(x) estd en el conjunto de la derecha.

Y al reves (D): si tomamos y tal que (P o g ')(y) = 0; sea x := g !(y), se tiene
entonces que P(x) = P(g'(y)) = 0 y por tanto que x € C lo cual implica que
y = g(x) € g(C). Lo cual demuestra la igualdad.

Obsérvese que en la demostraciéon anterior sélo se uso que C estuviera definida
como los ceros de una funcién y que g fuera invertible (una transformacién). Ahora
veremos que g(C) también es curva cuadrdtica. Para esto bastard ver que si P es un
polinomio cuadrético y g una transformacién afin entonces la funcién (Pog) : R2— R
también es un polinomio cuadritico (para no estar usando g~!, que sélo complica
la notacién). Puesto que las dos coordenadas de g son polinomios lineales, y una
expresion de P o g se obtiene al sustituir estos dos polinomios lineales en las variables
de P, es claro que (despues de simplificar la expresién) obtendremos un polinomio
con monomios de grado a lo mds dos. Si los coeficientes de los monomios cuadréticos
se cancelaran todos, es decir, si el resultado fuera lineal o constante, tendriamos que
al volver a precomponer con g~! se vuelve cuadritico y esto es claramente imposible.
Tuvimos que usar entonces que g es transformacién. En resumen, hemos demostrado
el siguiente lema.

5 R
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Lema 4.2.1 Sea C una curva cuadrdtica y g € Af(2), entonces g(C) también es una
curva cuadrdtica. Ademds, si C = C(P) entonces g(C) = C(Pog™). O

Hay que observar, antes de definir la equivalencia de polinomios, que al multiplicar
a un polinomio por una constante k # 0, sus ceros no cambian. Es decir, que C(P) =
C(kP) cuando k # 0; pues entonces P(x) =0 < kP(x) = 0.

Sea GG un subgrupo de Af(2). Decimos que dos polinomios cuadraticos P, y P,

son G-equivalentes, o equivalentes mddulo G, escrito Py < P, si existen g € Gy
ke R, k+#0, tales que kP, = P,og. Que esta es una relacién de equivalencia se deja
como ejercicio.

De lo anterior se obtiene que polinomios cuadraticos G-equivalentes definen curvas
G-equivalentes. El inverso, aunque es cierto, ain no lo podemos demostrar, pues
incluye que si dos polinomios cuadréticos definen la misma curva (tienen los mismos
ceros) entonces difieren por una constante y para esto (en general) hay que incluir a
los mimeros complejos. Lo que si podemos hacer es enunciar el Teorema fundamental
de este capitulo, cuya demostraciéon nos llevara gran parte de él.

Teorema 4.2.1 Sea P un polinomio cuadrdtico en dos variables x, y. Entonces P
es afinmente equivalente a uno y sélo uno de los polinomios (i), (it),..., (ix).

Una vez establecido este teorema, la clasificacién afin de curvas cuadréticas serd
inmediata.

Corolario 4.2.1 Hay ocho clases de equivalencia afin de curvas cuadrdticas que cor-
responden a los ocho incisos de la Seccion 4.2.1.

Notese que redujimos a ocho pues el vacio aparece en dos tipos de polinomios.

EJERCICIO 4.1 Demuestra que para un subgrupo G de Af(2), la relacién de ser G-
equivalentes es una relacién de equivalencia en los polinomios cuadriticos en 2 variables.

4.3 Reduccién de polinomios cuadraticos

En esta seccién veremos como reducir (simplificar) un polinomio cuadratico cualquiera
mediante cambios de coordenadas afines. Para empezar, valdra la pena simplificar la
notacién de tal polinomio usando el lenguaje matricial y vectorial que hemos desar-
rollado. A su vez, esto nos dejard ver con nitidez como diferentes tipos de transfor-
maciones afines afectan al polinomio.

El polinomio general de segundo grado en dos variables se puede siempre escribir
como

P(z,y) = ax® + 2bzy + cy® +dx + ey + f (4.2)
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donde, la tnica diferencia con la forma anterior es que le hemos puesto un 2 al
coeficiente del término mixto (el monomio en zy) por razones que serdn evidentes
muy pronto. Si consideramos al vector variable x' = (x,%) y definimos una matriz

A y un vector k como
a b d

el polinomio P se reescribe como
Px)=x-Ax+k-x+f (4.3)

que llamaremos la expresion vectorial de P, pues
= (3)-(00)(0)
y b c y
B zr\ [ ar+by
N y bx + cy

= z(az +by) + y(bx + cy) = ax® + 2bxy + cy® ,

ex= (1) (2) career

Debe quedar claro entonces que anteponer el 2 al coeficiente mixto fué para que la
expresion de la matriz A quede més simple. Asi la matriz A, que debemos enfatizar
es simétrica (es decir, A = A"), representa a la parte cuadratica, mientras que el
vector k a la parte lineal (la constante f quedo tal cual). Por ejemplo, el polinomio
22 + 4y + 3y? + 5x — y + 2 queda determinado por su parte constante 2, la matriz

1 2 5
A—<2 3) y el vector k—(_1>.

Nuestra definicién de polinomio cuadrdtico serd ahora una expresién (4.3) con
A=A"#0.

Notese que al pedirle a la matriz A que sea simétrica obtenemos que la expresion
vectorial de P (4.3) es unica; se pudo haber tomado cualquier otra métriz con tal de
que sus elementos no diagonales sumaran 2b pero la mds natural, y que resulta tnica,
es la simétrica y esto serd importante. Una de las grandes ventajas de usar la expresién
vectorial (4.3) en vez de la expresién en variables (4.2) es que la vectorial se escribe
igualito cuando hay maés variables, s6lo cambian las dimensiones de los elementos,
y da la idea clara de que se pueden generalizar nuestros argumentos. Por ejemplo,
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para tres variables, tanto el vector varible x y el constante k tienen tres entradas,
y la matriz A es simétrica de orden 3 x 3; pero en la expresiéon en variables faltan
cuatro monomios a considerar (ver ejercicio abajo). Sin embargo, esta posibilidad no
la usaremos por el momento, seguiremos con dos variables.

Veremos ahora cémo se afecta a la expresién vectorial del polinomio cuadratico P
al precomponer con diversas transformaciones afines, empezando por las més simples.

EJERCICIO 4.2 Encuentra la matriz simétrica A y el vector constante k que dan la expresién
vectorial de los siguientes polinomios cuadraticos

2?2 4+29y> —6x+4y+3
922 4 24zy + 163> — 2z — 86y + 39
20y —6x—4y—4

EJERCICIO 4.3 Da una expresiéon general para un polinomio cuadratico en tres variables
x,y, z y luego define una expresién vectorial para él.

4.3.1 Translaciones (c6mo encontrar el centro)

Consideremos la translacién g(x) = x + h, para cualquier vector h € R?, y veamos
c6mo se escribe el polinomio cuadrético P o g, donde P esta descrito por (4.3) (es
decir, donde P (x) =x- Ax+k-x+ f.)

(Pog)(x) = P(x+h)=(x+h)-Ax+h)+k-(x+h)+f
= (x+h)-(Ax+Ah)+k-x+k-h+f
= x-Ax+x-Ah+h-Ax+h-Ah+k-x+k-h+f
= x-Ax+x-Ah+h-Ax+k-x+ (h-Ah+k-h+ f)
x-Ax+ (x-Ah+h-Ax+k-x)+ P(h). (4.4)

Notese que los tres sumandos de enmedio corresponden a la parte lineal, que podemos
simplificar atin mds usando dos lemas generales.

Lema 4.3.1 Dadas dos matrices A y B que se puedan multiplicar, se tiene (AB)" =
BTAT.

Demostracién. Ver ejercicios 77 y 77. U

Lema 4.3.2 Sea A una matriz simétrica (i.e., A= AT ) entonces para cualquier par
de vectores X,y se tiene que X - Ay = Ax -y.
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Demostracién. Puesto que x - Ay = x" Ay y el transpuesto de un nimero real
(matriz 1 x 1) es él mismo, se tiene por el lema anterior que

x-Ay = x"Ay=(x"Ay)" = (Ay)"(x")"
y'Alx=y Ax =y - Ax=Ax -y .

O

Por este lema, donde es muy importante que A sea simétrica, podemos simplificar

la parte lineal de (4.4) para obtener
x-Ah+h-Ax+k-x=2(Ah -x)+k-x=(24Ah + k) -x
de donde concluimos que
(Pog)(x)=P(x+h)=x-Ax+ (24Ah + k) - x + P(h).
De tal manera que si podemos encontrar h € R? que cumpla
2Ah +k =0

habremos encontrado una translacién que elimine la parte lineal de P. En caso de
que tal h exista, se le llama el centro de la curva cuadrética (o de la cénica) asociada
a P. En particular, podemos concluir con el siguiente lema.

Lema 4.3.3 Sea P(x) = x- Ax + k- x + f un polinomio cuadrdtico (A= AT #0)
tal que det(A) # 0. Entonces si definimos ¢ := —(1/2)A7'k , se tiene que c es el
centro de C (P) y

P(x+c)=x-Ax+ P(c).
U

EJERCICIO 4.4 Demuestra que (ABC’)T =CTBTAT donde A, B, C son tres matrices que
se pueden multiplicar.

EJERCICIO 4.5 Encuentra los centros, si es que tienen, de las curvas asociadas a algunos
de los polinomios siguientes
22 +2y —6x+4y+3
922 4 24zy + 16y — 2z — 86y + 39
zy—3x—2y—2
—62% 4+ 24xy+y* — 122 — 26y — 161
922 —4xy+6y> —58x 424y +59
2 4+2zy+yP+2x+2y—1
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4.3.2 Rotaciones (c6mo encontrar los ejes)

Ya vimos que las translaciones afectan la parte lineal de los polinomios cuadréticos.
Consideremos ahora el caso en que g sea una transformacién lineal g(x) = Bx (donde
B € G1(2)). Si P es el polinomio cuadratico general (4.3) entonces

(Pog)(x) = P(Bx)=(Bx) -A(Bx)+k-(Bx)+f
= (Bx)"A(Bx) +k'Bx+ f
= (x'B")A(Bx)+ (k'B)x + f
= x-(B'"AB)x+ (B'k)-x+ f . (4.5)

Obsérvese primero que la nueva matriz B' AB que define la parte cuadratica sigue
siendo simétrica pues (B'AB)" = BTAT (BT)T = BT AB, asf que la expresién de
P o g dada arriba es de las buenas. Simplificar la parte cuadrética de P corresponde
entonces a encontrar una matriz B tal que BT AB sea més simple; por ejemplo di-
agonal, es decir, con ceros fuera de la diagonal, pues entonces el polinomio P o g no
tendrd término mixto xy. Veremos, como resultado principal de esta seccién, que esto
siempre se puede lograr.

Hasta aqui s6lo hemos usado que B es una matriz (ni siquiera usamos que fuera
no singular, con determinante no nulo), pero si le pedimos ademds que sea ortogonal
entonces tenemos que B' = B! y, en este caso, la matriz de la parte cuadratica se
transforma en la matriz B' AB = B~'AB que tiene un significado geométrico muy
claro. Es la matriz que expresa a la funcién A en la base de las columnas de B.
Vedmos.

Sean u y v las columnas de B, es decir B = (u,v). Si x' = (z,y) entonces
Bx = zu + yv; y podemos pensar a Bx como el vector (con coordenadas repecto a

la base candnica) que tiene coordenadas (x,y) en la base u,v.

o A Por el contrario, dado cualquier y € R?, B~y nos da los coefi-

>{ A \//7 cientes para escribir a y como combinacién de la base u,v, pues
| es la solucién del sistema Bx = y. Asf que B~1AB es la matriz

B que describe a A, pensada como funcién, pero en términos de la

BB )B : —1 T —1 T
base u,v; por ejemplo, (B~'AB)(1,0) =B 'A (B (1,0) ) =
% —~ — / N B! (Au) que da, como habfamos quedado, las coordenadas de
BAB

Au en la base u,v y los datos que le dimos, (1,0), son las coor-
denadas de u en la base u,v. Quizé este razonamiento general

no convenza, pero no importa pues en nuestro caso lo podemos concretar ain mas.
Supongamos, como es el caso en que estamos interesados, que B € O(2), es decir
que BB"T = 1. Y sean u y v las columnas de B que forman una base ortonormal.
Supongamos ademéds que A actua de manera muy sencilla en u y en v: que sim-
plemente los alarga por factores A\ y u respectivamente, es decir que Au = Au 'y
Av = pv. Entonces, expresar a A (como funcién lineal) pero en términos de la base
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B debia ser la matriz

VR
S >
\/

Vesdmos si corresponde a B AB:

S

T T
B'AB = (u,v)"A(u,v)= )AuAv (UAU'U'AV>

viAu v'Av

(v
:(uAuuAv> <u)\uuuv) @0

v-Au v-Av v-Au v-eupv

- (Qwme)=(5 0

Efectivamente, y con esto nos basta, pues si encontramos una matriz B que satisfaga
lo anterior (que “diagonalize” a la matriz A) podremos eliminar el término mixto del
polinomio P para acercarnos a los polinomios canénicos.

<:

Valores propios y vectores propios

Sea A una matriz cuadrada cualquiera. Se dice que un vector v es wvector propio de
A con walor propio A € R, si v # 0 y se tiene que Av = Av. Nuestro problema
serd en contrar parejas propias (es decir, A, v valor y vector propio correspondientes).
A los vectores propios y valores propios también se les conoce como eigenvectores y
eigenvalores por su nombre en aleman.

Un vector propio de una matriz es un vector donde la matriz (por més complicada
que esta sea), como funcién, actua de una manera muy sencilla, simplemente lo alarga.
Nétese ademads que eliminamos al 0 de los posibles vectores propios pues este serfa
tal para cualquier “valor propio”; sin embargo el 0 (€ R) si puede ser valor propio si
la matriz anula a algin vector no nulo.

Antes de abordar el problema de encontrar vectores propios de manera algebréica,
vedmos un ejemplo sencillo donde geométricamente es facil encontrarlos. Consider-

emos la matriz
2 1
= (1)

Puesto que bajo esta funcién el eje-x gira hacia arriba y el eje-y hacia la

derecha, el cuadrante positivo se apachurra; las lineas en él cercanas al eje-x

giran en direcciéon contraria a las cercanas al eje-y y entonces debe haber

una linea que se queda fija. Por simetria (pasa escencialmente lo mismo en los dos
extremos) esta linea debe ser la de enmedio; efectivamente, el (1,1) es vector propio
de A con valor propio 3. Los otros dos cuadrantes se abren como abdnico y de nuevo
su linea “media” se queda fija; el vector (—1, 1) es vector propio de A con valor propio
1. Entonces, en la base rotada a 45° esta transformacion es simplemente expander
por un factor 3 al primer eje.
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Otro ejemplo geometricamente claro son las reflexiones: tienen vectores propios
con valor propio 1 en la linea espejo y vectores propios con valor propio —1 en su
ortogonal.

Veamos primero un resultado muy general que agrupa naturalmente a los vectores
propios.

Lema 4.3.4 Siu y v son vectores propios con el mismo valor propio A € R, entonces
cualquier combinacion lineal no trivial de ellos también es vector propio.

Demostracion. Si Au = Auy Av = A\ v, entonces para cualquier par de coeficientes
a, 3 € R se tiene que

Alau+ fv) = a(Au) + B(Av) = a(Au) + (Av) = A(au+ (V)

y entonces, si au+ Gv # 0, es un vector propio. O

Asf que los vectores propios vienen en “paquetes” que son subespacios (lineas por
el origen es lo mds comiin) asociados a los valores propios. Los conjuntos de vectores
propios asociados a un valor propio se llaman espacios propios o eigenespacios; en
ellos, la matriz actua como una homotesia. Por ejemplo, la matriz

2 00
020
0 01
tiene como espacio propio del valor propio 2 al plano zy y como espacio propio del
valor propio 1 al eje z.

Supongamos que A, v es una pareja propia de la matriz A (en particular v # 0),
entonces

Av=)v
& Av-Av=0
& (A-XI)v=0.

Esta tultima ecuacién nos dice que la transformacién (A — A1) no es biyectiva pues
manda a un vector no cero en el cero. Y como v # 0, esto tltimo sucede (regresando
formalmente al caso de dimensién 2 que si hemos demostrado, aunque serd cierto en
general) si y s6lo si

det(A—AXI)=0.
Esto demuestra el siguiente Lema.
Lema 4.3.5 Para cualquier matriz A (de 2 X 2):
A es un valor propio de A < det(A— X)) =0 .
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Lema 4.3.6 Si A es simétrica 2 X 2 entonces tiene dos valores propios A1 y A en R.

Demostracién. Puesto que A es simétrica, A = A", la podemos escribir

A:<gg).

Consideremos ahora a A como una variable o incégnita y entonces tenemos

aeia—an = ax((10)=(30))

_ det<0‘;A Cf)\):(a—)\)(c—)\)—bz

= M —(a+c)A+(ac—b?) .

Que resulta ser un polinomio de segundo grado en la variable A.

Este polinomio es tan importante que tiene nombre: det(A — AI) es el polinomio
caracteristico de la matriz A.

Nos interesa, segin el Lema anterior, determinar para qué \’s se anula este poli-
nomio, es decir, cuales son sus raices. Para esto apliquemos la férmula cldsica “del
chicharronero” que nos da las raices en términos de los coeficientes!, que en nuestro
caso da

(a+c)£+/(a+c)?—4(ac—b)  (a+c)+/a?+ 2ac+ ® — dac + 4b?)

2 2
(at+co)Ea®—2ac++4P)  (a+c)E£+/(a—c)?+4b?
B 2 B 2 '

Puesto que (a — ¢)? + 4b? > 0 por ser la suma de dos cuadrados, entonces la raiz
cuadrada es real y det(A — A ) = 0 tiene dos soluciones reales, que vienen de tomar
+ o — en la expresion anterior. Explicitamente, sean

(a+c)++/(a—c)?+ 4b? ) (a+c)—+/(a—c)?+ 4b?

)\ — =
1 9 s N2 9

las dos raices; de tal manera que podemos concluir, por el Lema 4.3.5, que A1 y Ay
son valores propios de A y que su polinomio caracteristico se escribe

det(A—=XI1) = (A= X)X = Xy).

'El polinomio az? + bx + ¢ tiene como raizes a (—b & v/b% — 4ac)/2a.
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Obsérvese que en la demostracién fué crucial que AT = A; pues en general este
lema no es cierto (ver ejercicios): no toda matriz A de 2 x 2 tiene valores propios,
como no todo polinomio cuadratico en una variable tiene raices reales.

Ademads, de la demostracién podemos concluir (para matrices simétricas) que los
dos valores propios coinciden si y solamente si a = ¢ y b = 0 (pues se debe tener que
(@ — ¢)? + 4b* = 0); es decir, los dos valores propios coinciden si y sélo si la matriz
original es la de una homotesia. Tenemos entonces:

Corolario 4.3.1 Sea A simétrica 2 X 2 y sean A1, Ay sus dos valores propios. En-
tonces, sus valores propios coinciden (A = X2) si y solo si A= M1 . Y en este caso,
cualquier vector v # 0 es vector propio. ]

Corolario 4.3.2 Sea A simétrica 2 x 2. Entonces existe una base u,v de R? donde
u y v son vectores propios de A.

Demostracién. Por el Lema 4.3.6 sabemos que A tiene dos valores propios A; y As.
Si estos fueran iguales, por el corolario anterior cualquier base funciona. Si fueran
diferentes (A1 # Ag), entonces por la definicién de valor propio existen vectores propios
u, v distintos de 0 correspondientes a los valores propios A; y Ay respectivamente.

Estos dos vectores no pueden ser paralelos pues por el Lema 4.3.5 sus valores propios
coincidirian. Entonces forman una base de R2. U

Un ejemplo Vale la pena hacer un ejemplo concreto para fijar ideas. Consideremos
la matriz simétrica
2 2
A= ( 22 > .

Para encontrar sus valores propios hay que resolver su polinomio caracteristico

que es
det(A— ) = det((g —21)_<3 g))

2— ) 2
= det( 9 _1_)\)

= 2=N(-1-X)—14
P —

La férmula nos dice que sus raices son

M=0+VI+24)/2=3 v A= (1-5)/2=-2
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lo cual implica que
det(A— M) = (A —=3)(A+2).

Aunque en este caso pudo haber sido resuelto sin usar la férmula, ya tenemos los
dos valores propios. Para encontrar los vectores propios correspondientes, habra que
encontrar una solucién no trivial a los sistemas (A — \;I)x = 0. Para \; = 3 tenemos

aonne=(32) () -(372)-(3);

y una de sus (multiples) soluciones no triviales es u' := (2,1). Compruébese directa-
mente que Au = 3u como reza la teoria. Para el otro eigenvalor, Ay = —2, el sistema

e (1) (2)- (5 - (8)

y una solucién no trivial es v = (—1,2).
No sé6lo obtuvimos que los vectores propios u y v forman una base de R?, sino
mucho méds: que son ortogonales. Pero esto, como veremos, no es coincidencia.

EJERCICIO 4.6 Demuestra que la matriz ( 0

1 0 ) no tiene vectores propios. Da un

argumento algebrdico y uno geométrico.

EJERCICIO 4.7 Demuestra que la matriz < “

b > no tiene vectores propios. jPuedes

dar un argumento geométrico?

Conclusién (diagonalizacién ortogonal de matrices simétricas)

En nuestro estudio de los vectores propios de las matrices simétricas, saquémosle
jugo ahora a lo que ya sabfamos sobre su buen comportamiento respecto al producto
interior.

Lema 4.3.7 Sea A una matriz simétrica. Si Ai,u y Ao, v son pares propios tales que
A1 # Ay entonces u y v son ortogonales.

Demostraciéon. Usando el Lema 4.3.2, tenemos
AMu-v)=(AMu)-v=Au-v=u-Av=u-(Av) =X (u-v)
de donde
(A= A2)(u-v) =0.
Si A1 # Ag, esto implica que u-v = 0. U
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Podemos entonces concluir.

Teorema 4.3.1 Sea A una matriz simétrica 2 x 2. Eziste una rotacion B € O(2)
tal que BT AB es diagonal, es decir, tal que

o (M0
BAB_(O N )

donde Ay y Ao son los valores propios de A.

Demostracién. Por el Lema 4.3.6, A tiene valores propios Aj, Aa € R. Si A; = Ao
entonces A ya es diagonal por el Corolario 4.3.1, y B puede tomarse entonces como
la identidad. Si A\; # Ao, sean u y v vectores propios respectivos. Por el Lema 4.3.7,
u y v son ortogonales, entonces v es paralelo a u*; y por el Lema 4.3.4, u' también
es vector propio correspondiente a Ay, Sea

1 i
=— (u,u) ;

(W)
puesto que u # 0, claramente B es la matriz de una rotacién. Y con un célculo
andlogo al que hicimos en (4.6) se concluye el Teorema. U

La teorfa que hemos desarrollado se resume en una receta muy simple.

Receta para diagonalizar matrices simétricas. El ingrediente es una matriz
simétrica A = AT de 2 x 2.

El primer paso es resolver su polinomio caracteristico det(A — A\I).

Una vez que se conocen A, Ay € R tales que det(A — AI) = (A — X)) (A — Aa).
Procédase a encontrar u # 0 tal que (A — A\ 1)u = 0 (esto le resultard muy facil si
recuerda las propiedades del compadre ortogonal, basta tomar al compadre ortogonal
de un renglén de (A — M\ 1)).

Y todo ya estd cocinado para declarar B = (1/ |ul)(u,ut). El resultado serd que
BT AB es la matriz diagonal con entradas \; y \s.

EJERCICIO 4.8 Concluye la demostracién del Teorema 4.3.1.

EJERCICIO 4.9 Encuentra la matriz B de una rotacién que diagonalize las siguientes

matrices simétricas
1 1 0 1 -6 12
1 1 1 0 12 1
9 =2 -7 —6 9 12
-2 6 -6 2 12 16

Célcula B' AB, donde A es una de las anteriores y B la rotacién correspondiente.
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EJERCICIO 4.10 Demuestra que si una matriz A (no necesariamente simétrica) tiene dos
valores propios distintos entonces existe una matriz B € G1(2) tal que B~1AB es diagonal.

4.4 Clasificacion de curvas cuadraticas

Hemos estudiado como afectan las translaciones y las transformaciones ortogonales a
los polinomios cuadréaticos, ahora juntaremos nuestros resultados para dar su clasi-
ficacién isométrica. Pero empezemos con un ejemplo concreto para fijar las ideas,
técnicas y resultados que obtuvimos en la seccién pasada.

4.4.1 Ejemplo.

Consideremos al polinomio cuadrético
P(z,y)=8x*+12xy+17¢y> — 162 — 12y — 12

y queremos saber qué curva define y dénde estd. Para pasarlo a su forma vectorial,
P(x)=x-Ax+k-x+ f, definimos f = —12,

8 6 —16
A_(6 17) Y k_(—12>'
El determinante de A es det (A) =8 x 17— 6 x 6 = 100 distinto de cero, y por tanto
C (P) tiene centro

(1 1 (17 -6\ /8 1 [ 8x17T—6x6 1
c=-A1(Zk)=— - -
2 100 \ -6 8 6 )~ 100 \ —8x6+6x8 0 )

De tal manera que si transladamos a la curva C (P) por el vector (—1,0) esta queda
definida por el polinomio

P (x)=P(x+c)=x-Ax+ P(c) = x - Ax — 20.

Ahora queremos encontrar una rotacién B que elimine el término mixto de Py, y
para esto, seguimos la recteta de diagonalizacién. El polinomio caracteristico de A es

8—A 6

det(A—)\I):det( 6 17—\

):)\2—25)\+100:()\—5)(>\—20)

y entonces sus valores propios son Ay = 5 y Ao = 20. Para el primero de ellos, se tiene

que
3 6
s (8)
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y podemos tomar como solucién del sistema homogéneo que define a u' = (2, —1),
de tal manera que una rotacién que diagonaliza a A es

1 (2 1\ r.n (50
- m () (i)

Podemos concluir, por (4.5), que si rotamos el eje x a la linea con direccién (2, —1)
el polinomio P; toma la forma

P, (x) = P, (Bx) = 52° +20y* — 20

que, finalmente, es equivalente a

1
Po(X):gPQ(X):$2+4y2—4.

La curva cuadrética de Py es claramente una elipse dada por
la ecuacién candnica

2
% +y*=1
Entonces podemos concluir que C(P), la que originalmente querfamos
describir, es una elipse con centro en (1,0), eje mayor de tamafio
2 en la direccion del vector (2, —1) y eje menor 1.

Ya que tenemos los numeritos calculados y frescos, prosigamos con el ejemplo
hasta su final afin. Si al circulo unitario lo expandemos en el eje-z un factor 2, y luego
componemos con la isometria Bx+ ¢ debemos llegar justo a C (P). La transformacién
afin que acabamos de describir tiene la férmula

(0) == () ()= ()= ()

Y V5 \ —1 2 Y 0 —%LE + %y

Puesto que dividimos entre 5 y luego entre 4 para obtener la ecuaciéon candnica de la
elipse, debe ser cierto, segin la teorfa que hemos desarrollado, que

(Pog)(z,y) =20 (2" +4° - 1)

EJERCICIO 4.11 Ensuciate las manos y haz con cuidado toda la talacha que compruebe
nuestra tltima aseveracién; simplemente hay que sustituir férmulas, expandir y simplificar.
O bien, progrdamalo y chécalo en algin paquete matemédtico adecuado.
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4.4.2 Clasificacion Isométrica

Consideremos de nuevo al polinomio cuadrético general
P(x)=x-Ax+2b-x+c¢

con A = A" # 0, y donde, nétese que el vector constante b que determina la parte
lineal es ahora la mitad del que habiamos tomado antes (k) para evitar el % que nos
aparecia; y que hemos cambiado el nombre a la constante. Y sea

g(x)=Bx+h

una isometria, es decir, B € O(2). Al hacer los cédlculos como en las secciones
precedentes, se obtiene que

(Pog)(x) = x-(B"AB)x+2 (Ah+b)- (Bx)+ P (h)
= x-(B'"AB)x+2B'" (Ah+Db)-x+ P (h) (4.7)

Debemos partir nuestro andlisis en dos grandes casos de acuerdo al determinante
de la matriz A.

Caso 1: det (A) # 0.

Si escojemos h como el centro (h = —A~'b) y B una rotacién que diagonalize a A
(bien definida salvo el orden y orientacién que demos a los vectores propios), entonces
P es isométricamente equivalente a un polinomio de la forma

Pi(z,y) =az®+ By +~ (4.8)

donde «a y (3 son los valores propios de A y vy es el valor del polinomio original evaluado
en el centro (nétese que soélo estos datos bastan).

Ahora bien, tenemos también que o y (3 son distintos de cero por el siguiente lema
que habiamos postergado.

Lema 4.4.1 Si A es una matriz simétrica con valores propios a y (3 entonces
det (A) =ap

Demostraciéon. Por el Teorema de diagonalizacién 4.3.1, sea B una rotacién que
diagonaliza a A. Entonces porque el determinante es multiplicativo se tiene que

af = det<‘8‘ g>=det(BTAB)

= det (B")det (A)det (B) =1 x det (4) x 1
= det (A)
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Entonces tenemos naturalmente dos subcasos: cuando det (A) > 0 y los signos de
a 'y (3 coinciden, o bien cuando son distintos y det (A) < 0.

det (A) > 0: Tenemos tres posibilidades. Primera, si la costante v es cero (el
centro es parte de la “curva” C (P)) entonces la tinica solucién (el tnico cero de (4.8))
es (x,y) = (0,0), pues de otra forma es estrictamente del signo de los eigenvalores.
Segunda, si la constante v es del mismo signo que « y 3, entonces la curva es vacia pues
no hay soluciones (reales, insistamos, pues se le puede llamar “elipse imaginaria”). Y
por tltimo, si el signo de v es el opuesto a los de o y (3, los ceros de P; (ver (4.8))
claramente coinciden con las soluciones de la ecuacién candnica de la elipse:

donde a = y/—vy/ay b= +/—v/0.

det (A) < 0: Solo tenemos dos posibilidades. Si y = 0, P; es una diferencia de
cuadrados que se puede factorizar en la forma

(ax+by)(ax —by)

donde hemos supuesto que a > 0 (y entonces a = /a y b = /=), cuya curva
consiste en dos rectas cuya interseccién es el centro. O bien, si v # 0 podemos
escoger el primer vector propio (correspondiente a la variable z) de tal manera que
su valor propio a tenga signo contrario a 7y, y entonces los ceros de P; corresponden
a las soluciones de la ecuacién canénica de la hipérbola:

donde a = \/—y/a y b= +/v/0.

Caso 2: det (A) = 0.

Puesto que no tenemos la seguridad de eliminar la parte lineal, nos conviene simplificar
primero a la parte cuadratica (ojo en los ejercicios, esto modifica a la parte lineal).
En este caso, por el Lema 4.4.1, uno de los valores propios es cero, y el otro es distinto
de cero pues de otra forma, por el Corolario 4.3.1, la matriz A seria la matriz nula
que hemos desechado desde el principio. Entonces, podemos diagonalizar (rotar) para
que el valor propio correspondiente a x sea el no nulo, y dividiendo entre él obtener
que P es isométricamente equivalente a un polinomio de la forma

P +2ax+ fy+.
Este polinomio siempre se puede reescribir como

(z+a)+By+ (y—a?),
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de tal manera que haciendo el cambio de variable isométrico ' = x + «, y olvidando
la prima, se simplifica a

Py(z,y) =2 +ay+b. (4.9)

donde a y b tienen las definiciones obvias. ;A precomponer con qué translacién
corresponde este cambio de variable? Y de nuevo tenemos dos subcasos.

a =0: Si b < 0 entonces el polinomio (4.9) define (y por tanto C (P) consiste de)
dos rectas paralelas. Si b = 0, es una recta doble; y si b > 0 consiste de “dos rectas
imaginarias” (en R? es el conjunto vacio).

a # 0: Con una translacién en el eje-y, o equivalentemente, el cambio de variable
y' =y + b/a y olvidando la prima, obtenemos que P es isométricamente equivalente
al polinomio

2 +a Y
que define una parébola.

En resumen, hemos demostrado que cualquier polinomio cuadratico es isométrica-
mente equivalente a alguno de nueve posibles familias canénicas. Enfatizamos lo de
familias, pues nétese que (con isometrias) no podemos deshacernos de ciertos paramet-
ros. Por ejemplo y para describir los casos importantes, en las elipses nos quedaron
los parametros a y b en la ecuacién canénica, que podemos suponer positivos (pues
como se usan sus cuadrados el signo da lo mismo) y ademds podemos suponer que
a > b (pues al rotar 90° se intercambian las variables = y y en la ecuacién). De tal
manera que, cémo intuitivamente ya sabiamos, hay una clase isométrica de elipses
para cada pareja a > b > 0 (los semiejes major y menor); los casos extremos a = b > 0
corresponden a los circulos. En las hipérbolas, no podemos intercambiar las variables
(cuyo papel se define respecto a la constante) y tenemos una clase para cada par
a, b estrictamente positivo. Por tltimo, las pardbolas dependen del parametro a > 0
(pues cambiar y por —y es una isometria).

EJERCICIO 4.12 Describe geométricamente (da centro, direccién de los ejes y pardmetros
o cuacién canénica correspondiente) a algunas de las curvas cuadraticas definidas por los
polinomios siguientes. Escoge al menos una elipse, una hipérbola y una parabola.

—622 +24zy+y® — 122 — 26y — 161
922 —4xy+6y> —58x 424y +59
2 4+2zy+yP+2x+2y—1
4722 + 322y —139y% — 2522 — 12y + 247
52 4+24xy—5y?+ 14z — 34y — 37
662° —24xy+59y> — 108z — 94y + 1
1322 +10xy +13¢y% + 422 — 6y — 27
922 +6xy+17y% + 122 — 28y — 52
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—72% - 122y + 2192 + 402+ 20y — 55
922 — 242y +169* +130x — 90y + 175
1822 + 482y +32¢y2 — 292 + 3y — 22
3222 + 482y + 181> + 31z — 8y — 88
—72?+48zxy + Ty* + 158 — 6y — 88
—242% —1dzy+24y? + 1522 — 164y + 151
7ol +48zxy — Ty? + 1162 — 138y — 348

EJERCICIO 4.13 Encuentra un polinomio que defina a las siguientes curvas cuadréticas:

a) La elipse con semieje mayor 3 en la direccién (3,4), semieje menor 2 y centro en
(—1,2).

b) La hiperbéla con semieje principal 4 en la direccién (2,1), semieje secundario 1 y
centro en (2, 3).

c) La pardbola con vértice en (1, 3) directriz en la direccién (1,4) y distancia focal 1.

4.4.3 Clasificacién afin y por semejanzas

Para concluir con la clasificacién afin que habfamos anunciado al principio de la
Seccién 2, bastara convertir a los parametros que nos quedan ( a’s, §’s y 7’s, o
bien a’s y b’s, en los parrafos anteriores) en 1’'s o —1’s. Y es claro que esto debe
lograrse alargando (o encogiendo) adecuadamente en los ejes, y saliéndonos entonces
del &mbito de las isometrias. Por ejemplo, en el polinomio de la pardbola, P (x,y) =
2?2 + ay con a # 0, se obtiene que

P<m,—y> =1’ —y
a

que equivale a precomponer con la expansién de —a~! en el eje y, y que nos da justo el
polinomio de la pardbola canénica, (iii) en la Seccién 2.1. Este es el unico polinomio
con parte lineal de la clasificacién isométrica asi que podemos olvidarnos de estos
términos.

Sien P, (4.8) o en P, con a = 0, hay término constante no nulo podemos di-
vidir entre él para hacerlo 1. Y nos queda entonces preocuparnos por los términos
cuadréticos puros como o z2. Obsérvese que si en vez de x, sustituimos la expresién
az (una nueva a, cualquier a # 0), se obtiene o (ax)® = (a a®) 2 de tal manera que
el coeficiente puede cambiar pero nunca cambiard de signo. En téminos de matrices,
si precomponemos a P; (4.9) con una transformacién lineal que expanda al eje-z por
un factor a y al eje-y por b, la matriz de la parte cuadratica resultante sera:

« s (a0 a 0 a 0\ [aa 0
s =(65) (5 5) (0 0) (%" &)
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-1
Asi que lo que debemos hacer es tomar a = <\ / ]a!) y b= < I |> para obtener
una matriz del tipo

+1 0

0 =+1 /-

Con estas observaciones, es facil ver que los subcasos de la clasificacién isométrica
dada en la seccién anterior corresponden a los incisos y polinomios de la Seccién 2.1,
completando el teorema de clasificacién afin.

Si consideramos por ultimo al grupo de semejanzas, entre las isometrias y las
afines, en la matriz “B” iltima que usamos se debe tener que a = b. Entonces sélo
podemos lograr que uno de los coeficientes se haga 41, y por tanto las elipses (imag-
inarias o no) y las hipérbolas médulo semejanzas tienen un pardmetro que puede ser
la razén entre los semiejes o, como habfamos visto en el Capitulo 2, la excentricidad.

EJERCICIO 4.14 ;Cuél es la matriz de una homotesia que lleve a la pardbola dada por
22 + ay, con a # 0, en la canénica (dada por 22 — y)? Concluye que hay sélo una clase de
pardbolas médulo semejanzas.

4.5 *Lo que no demostramos

Aunque si demostramos (detalles més, detalles menos) que cualquier polinomio cuadrético
es afinmente equivalente a alguno de los nueve canénicos, no demostramos que estos

no son equivalentes entre si. Es decir, que son justo nueve las clases de equivalencia.
Un argumento de tipo topoldgico va como sigue.

Si un polinomio de una elipse fuera equivalente a uno de una hipérbola en-
tonces tenemos una transformacion afin, afinidad debifamos llamarla para resumir,
que manda a la elipse en la hipérbola. Pero esto no es posible porque la hipér-
bola parte al plano en tres pedazos (que se llaman las “componentes conexas” de
su complemento) y la elipse sélo en dos. Para diferenciar a la elipse de la pardbola
necesitamos usar otra cualidad, la de acotado funciona pues la elipse lo es mientras
que la parabola no. En el fondo estamos usando que las afinidades son continuas y
que bajo transformaciones continuas estas propiedades se preservan. Para diferenciar
a las degeneradas no vacias entre si, este tipo de argumentos funcionan; y para difer-
enciarlas con las no degeneradas habra que usar que estas iiltimas no contienen rectas
y son m&s que un punto. Sin embargo, con estos argumentos topolégicos no podemos
diferenciar a los dos polinomios de las curvas vacias, aunque a estos sf de los demas.

Otra cosa que no demostramos es que los polinomios que definen a una misma
cénica son tnicos salvo constantes no cero. Como veremos, esto tiene que ver con su
grupo de simetrfas afines. Consideremos el caso més simple; el del cfrculo unitario S*
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cuya matriz asociada es la identidad, pues estd definido por el polinomio
Px)=x-x—1=x-Ix—-1

Supongamos que otro polinomio cuadrédtico P; también define al circulo unitario,
es decir, que S* = C(P;). Queremos demostrar que entonces existe k # 0 tal que
P, =k P. Por el Teorema de Clasificacién Afin y el parrafo precedente sabemos que
Py y P tienen que ser afinmente equivalentes. Entonces existen g € Af (2) y k # 0
tales que

Pi=k(Pog).

Esto implica que g manda biyectivamente a S' en S! (arguméntalo). Es decir, que
g es una simetria afin del circulo unitario. Ejemplos de este tipo de ¢’s son las
transformaciones ortogonales, y ahora demostraremos con argumentos geométricos
que son las tnicas.

Para ver que g deja fijo al origen (y que entonces es lineal) hay que determinarlo,
como centro del circulo, en términos geométricos: es el punto medio de el
segmento que une los puntos de contacto de dos tangentes paralelas. Las \
tangentes son rectas que intersectan al circulo en un tinico punto; como \
g manda lineas en lineas, manda entonces tangentes en tangentes. Como \
ademas ¢ preserva paralelismo y puntos medios, tiene que dejar fijo al
centro y por tanto es lineal.

Sea u = g(e;) € S', nos falta demostrar que g (e;) =
+u'. Latangente a S! en ey, ¢; digamos, es la vertical por e,
que bajo g tiene que ir a la tangente en u, que es la ortogonal
al vector u por el punto u. Entonces, el eje-y (paralelo a ¢,
por el centro) va bajo g a la ortogonal a u por el origen, sea
esta f5. Como ey € S' N (eje-y), entonces g (ez) € S' Nty =
{uL, —uL}, y por lo tanto g es ortogonal y se escribe como
g (x) = Bx con B € O(2). Tenemos entonces la siguiente igualdad de polinomios

Pi(x) = k(Pog)(x)=k(P(Bx)
= k(x-(B'IB)x—1)=k(x-Ix—1) =kP(x)

pues B'B = I, que es lo que querfamos demostrar: los polinomios cuadrdticos que
definen al circulo unitario, S', son exactamente los de la forma

k(z*+y*—1) con k#0.
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Con este caso concreto en la mano, es facil argumentar que para cualquier elipse los
polinomios que la definen difieren por constantes no cero. Pero en general, esta linea
de argumentacién deja mucho que desear. Habria que argumentar geométricamente
en cada caso (llevamos uno de nueve) y obtener el grupo de simetrias afines de una
conica (ver ejercicio sobre simetrias de la hipérbola). Algo que resulta imposible para
las cénicas vacias, de las que tenemos dos, la degenerada y la no degenerada, que no
podemos diferenciar geométricamente.

La linea de argumentacién clédsica va por otro lado; es algebrdica. Pero depende
de cerrar algebrdicamente a los nimeros reales en los complejos, y ahi si funciona.
Si dos polinomios tienen los mismos ceros, entonces salvo constantes, son potencias
de un mismo polinomio, y esto podria considerarse como el principio de la geometria
algebrdica moderna. Rebasa el contexto de este libro.

EJERCICIO 4.15 Demuestra que el conjunto de afinidades que dejan invariante a un
polinomio cuadrético P,

SimAf(P):{QEAf(Q) ‘ POg:P}

es un grupo.
EJERCICIO 4.16 Para P (x) = x-x — 1 demuestra algebraicamente que Simy4s (P) = O (2).

EJERCICIO 4.17 Sea H la hipérbola canénica dada por la ecuacién z? —y? = 1. Demuestra
que para cualquier (a,b) € H se tiene que la transformacion lineal definida por la matriz

(2)

deja invariante a (es una simetria afin de) H.

*EJERCICIO 4.18 Demuestra que si g € Af (2) es tal que g (H) = H (con H la hipérbola
candnica) entonces g es lineal y estd dada por una matriz como la anterior, o bien por esa
seguida de la reflexién en el eje-x.

* EJERCICIO 4.19 Demuestra que dos polinomios que definen a la hipérbola canénica
difieren por una constante (P, = k P»).




