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Introduccion

Los llamados sélidos platonicos han sido causa de estudio desde tiempos
remotos. No es dificil entender que se les haya considerado parte fundamental
de la estructura del Universo, dada su belleza. En parte, ésta se debe a que
presentan un gran numero de simetrias.

Al estudiar espacios de dimensiones mayores a tres, surge la inquietud
acerca de la existencia de figuras equivalentes a estos poliedros regulares, pero
ahora de varias dimensiones; a estas figuras se les llama politopos regulares.
En el caso del plano, equivalen a los poligonos regulares. Para espacios de
dimensién mayor o igual a cinco, se ha conseguido clasificar a los politopos
regulares agrupandolos en tres tipos distintos de figuras. Asi pues, el caso
interesante es el de los politopos regulares en cuatro dimensiones, dado que
hay una mayor variedad al encontrar que existen seis de ellos.

Este trabajo pretende estudiar la relaciéon entre los grupos finitos de rota-
ciones tridimensionales, y los politopos regulares de cuatro dimensiones. Esto,
por medio de la conocida relacién entre SO(3), como grupo de rotaciones de
R3, y el espacio proyectivo real de tres dimensiones RP3. Dado que la es-
fera unitaria S® es un recubrimiento doble de este espacio proyectivo, resulta
natural plantearse la pregunta ;qué figuras determinan los puntos en S3, co-
rrespondientes a las rotaciones de un grupo finito? Veremos que para grupos
pequenos como el diédrico de cuatro elementos, se obtienen figuras relativa-
mente sencillas; mientras que para grupos més grandes, como el grupo de
rotaciones del icosaedro, resultan figuras mucho mas complejas.

Para abordar este analisis, el presente trabajo esta dividido en tres partes
principales. En el primer capitulo se realiza un estudio detallado de los gru-
pos finitos de rotaciones y sus subgrupos, con la finalidad de obtener la
caracterizacion de todos ellos. En el segundo capitulo se establecen ciertas



INDICE GENERAL 3

propiedades del anillo de cuaterniones y se obtiene una relacion que asocia
a cada rotacién tridimensional, un par de cuaterniones unitarios; de manera
que con la caracterizacién de los subgrupos finitos de SO(3) se obtiene una
lista correspondiente de subgrupos finitos de cuaterniones. En el capitulo 3,
se empiezan a analizar las configuraciones de puntos resultantes para cada
subgrupo finito de cuaterniones; de esta manera, obtenemos cuatro de los
seis politopos regulares en cuatro dimensiones.

Cabe mencionar que la lista no es exhaustiva, en cuanto que no hay
subgrupos finitos de SO(3) para dos politopos regulares. Esto se debe a la
cantidad de vértices que tienen: uno de ellos (el 4-simplejo) cuenta con sélo
5 vértices, mientras que los grupos finitos de cuaterniones tienen, en general,
un numero par de elementos, como se vera en el texto; el otro politopo cuenta
con 600 vértices, lo cual rebasa el orden de los subgrupos de cuaterniones con
que se podria asociar. De cualquier forma, se han anadido los vértices de este
ultimo politopo, obtenidos a partir del dual geométrico.
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Figura 1: Figura {10}{10} asociada al grupo 2D;.



Parte 1

Nociones generales



Grupos de matrices

A continuacién veremos algunos de los mas importantes grupos de ma-
trices y fijaremos la notacién que se usara en los siguientes capitulos.

Las transformaciones lineales de un espacio vectorial R™ se pueden re-
presentar mediante el anillo de matrices cuadradas de n x n con entradas
reales; este anillo lo denotamos con M, (R). Las transformaciones inver-
tibles corresponden a matrices regulares (invertibles); éstas forman el grupo
general lineal GL(n,R) = {A € M, x,(R) : det(A) # 0}. Contenido en
este grupo encontramos al subgrupo de las matrices ortogonales, el grupo
ortogonal O(n,R) = {A € M,x,(R) : A® = A~1}; notemos que sus elementos
son matrices que cumplen la propiedad de tener determinante igual a +1. Este
grupo a su vez contiene, como subgrupo normal de indice dos, al subgrupo de
las matrices de determinante igual a 41, el grupo ortogonal especial SO(n,R).
Este es precisamente el grupo de todas las rotaciones de R™ en torno al origen.

Cuando se trata de matrices con entradas reales, la notacién se simplifica
escribiendo O(n) y SO(n); es decir, se omite el campo.

Nos enfocaremos principalmente al estudio del grupo SO(n) para el caso
en que n = 3; esto es, analizaremos el efecto de las transformaciones orto-
gonales directas! del espacio tridimensional. Estas transformaciones son las
rotaciones que fijan el origen.

Notemos que cada rotacién en R*, por un dngulo 6, deja invariante una
linea por el origen —a saber, el eje de rotacion—, mientras que los puntos
en cualquier plano ortogonal al eje giran una distancia angular igual a 6,
permaneciendo en el mismo plano. Esto muestra que todos estos planos son
conjuntos invariantes bajo la rotacién (figura 2).

!'Una transformacién es directa cuando preserva orientacioén; en este caso, la matriz co-
rrespondiente tiene determinante positivo. En caso contrario, se dice que la transformacion
es opuesta.
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Figura 2: Planos invariantes bajo la rotacién.

Cada rotacién estéd determinada por un vector de direccién e € R? (que
podemos suponer unitario) y un dngulo 6; es decir, cada rotacién p € SO(3)
puede ser identificada con la pareja (e, ), o bien (—e, —0), donde e € S* y
0 € [—m, 7). Es facil ver que estas rotaciones se pueden estudiar por su efecto
en cualquier esfera con centro en el origen, razén por la cual seleccionamos
indistintamente para este propésito una esfera S2, o alguna figura inscrita en
ella (figura 3). Es decir, estudiaremos la accién de SO(3) sobre S2.

Figura 3: Efecto de una rotacion.



Capitulo 1

Grupos finitos de rotaciones

Centraremos ahora nuestra atencién en los subgrupos finitos de SO(3), y
daremos una descripcién de todos ellos por medio de ciertas figuras geomé-
tricas que quedan invariantes bajo la accion de estos grupos.

1.1. El grupo ciclico C,

Empecemos el estudio con una pirdmide cuya base es un poligono regu-
lar de n lados; al poligono lo denotaremos por {n}. Esta figura presenta el
grupo de rotaciones mas simple. Las tinicas rotaciones que dejan invariante
la piramide son aquéllas que llevan un vértice de la base en cualquier otro,
dejando fijo el apice. Claramente éste es el grupo generado por la rotacién
que tiene como eje la altura de la piramide, llamado eje principal, y con un
angulo de 27 /n. Al eje principal le podemos asociar el nimero n y decimos
asi que se trata de un eje de periodo n o bien un eje n-periddico. De esta for-
ma conseguimos un grupo ciclico de orden n, {p, p*, p?,...,p" = p°} (figura
1.1), el cual denotamos por C,. Notemos que al estar generado por un solo
elemento, este grupo es, de manera abstracta, isomorfo a Z,,.

Para establecer los generadores de cada grupo, notemos primero que basta
expresar el grupo de rotaciones de una figura en particular, ya que dos figu-
ras congruentes se pueden llevar una en la otra mediante transformaciones
rigidas, entre las que encontramos precisamente las rotaciones. En vista de lo
anterior, si p € SO(3) es una rotacién con un angulo 27 /n, podemos tomarla
como generador de C, independientemente del eje de rotacién, pues el grupo
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Figura 1.1: Grupo de rotaciones de una piramide.

consiste sélo de potencias de p; por ejemplo, la rotacién p = (e, 2mw/n)!
cumple lo establecido, por lo que podemos escribir:

C, = ((e1,2m/n)) (1.1)

En este caso es facil determinar los subgrupos de este grupo, ya que todos
ellos son ciclicos, asi que es suficiente con calcular los divisores de n para
encontrar los subgrupos de C,. Si m divide a n, entonces C,, < C,, con indice
igual a n/m; este cociente lo denotaremos por [C, : Cp,]. Estos son todos
los subgrupos de C,,. Geométricamente podemos tener una representacion de
esta situacién simplemente trazando una pirdmide de base {m} inscrita en
la pirdmide de base {n} (figura 1.2).

1.2. El grupo diédrico D,

Otras figuras interesantes son los prismas, los cuales también pueden tener
como base cualquier poligono {n}. Tomemos pues un prisma n-agonal. Si
ahora construimos una piramide, con la misma base y la misma altura, ésta
quedard inscrita en el prisma. Vemos que cada una de las rotaciones de esta
piramide también deja invariante al prisma. Esto significa que el grupo de
rotaciones del prisma tendra como subgrupo a C,. O bien, dicho de otra
forma, el prisma n-agonal cuenta con un eje n-periédico (figura 1.3).

LAqui e; = (1,0,0), y andlogamente e, = (0,1,0) y e3 = (0,0,1).
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Figura 1.2: Subgrupo C,, en C,.

A

n

Figura 1.3: Subgrupo C,, de D,,.

Ademads de estas rotaciones, contamos con otras que intercambian las
dos caras n-agonales. Para determinar sus ejes, tomemos la interseccién del
prisma con un plano II, paralelo a la base y que pase por el centro del
prisma, y llamemos P a esta interseccién. Si ahora trazamos un poligono
{2n}, digamos P’, circunscrito a P, cada una de las diagonales de P’ es
un eje secundario del prisma (figura 1.4). Las rotaciones en torno a estos
ejes secundarios, tienen por angulo 7, por lo cual son rotaciones de orden
2; decimos que los n ejes secundarios son 2-peridédicos. Llamaremos a una
rotacion de orden 2 un medio giro.

Hay que notar que un medio giro, con su eje contenido en II, actiia sobre
IT igual que una reflexion de II en dicho eje. En particular, el poligono P
queda invariante bajo cualquier rotacion del prisma. Asi pues, otra manera
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Figura 1.4: D,, como grupo de isometrias de un poligono P = {n}.

de obtener este grupo es analizando todas las simetrias de un poligono regular
{n}, incluidas las posibles reflexiones en lineas del plano de {n}.

El ntimero de vértices en el prisma es 2n y como un vértice puede alcanzar
la posicién de cualquier otro, mediante una rotacion p € C,, o bien pu, donde
i es un medio giro, vemos que el grupo de rotaciones de un prisma tiene,
cuando menos, 2n elementos. Mas aiin, estas rotaciones son todas. Notemos
que cualquier rotacién, distinta de la identidad, permuta todos los vértices.
De aqui que baste conocer la ubicacién de un vértice en particular, para
determinar la ubicacién de todos los demas. Asi pues, cada rotacién queda
asociada al lugar ocupado por un vértice, que haya sido determinado de ante-
mano, después de efectuada la rotacion. Por lo tanto, el grupo de rotaciones
de un prisma tiene 2n elementos. A este grupo se le llama diédrico de orden
2n y se denota por D,,. Proporcionamos para este grupo dos generadores

D, = ((e1,27/n), (e, 7)) (1.2)

De aqui resulta claro que C,, < D, como se afirmé lineas arriba. Hay que
notar que so6lo en el caso de n = 1 el grupo D; es isomorfo a Csy, ya que ambos
cuentan con dos elementos tinicamente.

Para analizar el sistema de subgrupos de D,, seguiremos un razonamien-
to similar al utilizado para C,. Si m es un entero positivo que divide a n,
facilmente notamos que D,, < D,, lo cual se puede visualizar trazando un
prisma m-agonal inscrito al prisma original. De manera que los subgrupos
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de D, son C,, y D,, donde m|n y el indice estd dado, nuevamente, por el
cociente [D,, : D,,| = 2n/2m, asi como [D,, : C,] = 2n/m.

1.3. Los grupos poliédricos

Ademas de los grupos ciclicos y diédricos, contamos con los llamados
grupos poliédricos. Para estudiarlos analizaremos figuras mas complejas, los
poliedros requlares, y veremos que en estos casos los grupos de rotaciones
estan relacionados con grupos simétricos de n elementos, que denotamos por

S

Definimos un poliedro como un conjunto convexo de poligonos planos tal
que todas las aristas de cada poligono pertenecen también a otro poligono,
y con la condiciéon de que los poligonos que rodean cada vértice formen un
circuito cerrado?. Para definir un poliedro regular pediremos ademés que
cada cara (es decir cada poligono) sea regular y que cada figura verticial sea
regular (llamaremos figura verticial al poligono resultante de unir los puntos
medios de las aristas que inciden en cada vértice.) Un ejemplo claro de esto
es un cubo, cuyas caras son cuadrados y sus figuras verticiales son triangulos
equilateros. Esto nos lleva a considerar lo siguiente: en cada vértice deben
encontrarse por lo menos 3 caras, asi que si denotamos por ¢ este nimero,
tenemos ¢ > 3. Andlogamente, para cualquier poligono regular, el nimero
de lados debe ser mayor o igual a 3; sea p este nimero, entonces p > 3. Si
ademas observamos que la suma de los ¢ angulos interiores de las caras que
concurren en cada uno de los vértices debe ser menor que 27, llegamos a la

siguiente expresion:
2
q (1 — —) < 2m;
p

es decir, (¢ — 2)(p — 2) < 4. Los unicos valores posibles para estos nimeros
son 3, 4 v 5. El simbolo de Schlifli indica la forma de las caras y de las
figuras verticiales mediante la pareja {p, ¢}, donde p es el nimero de lados
del poligono regular, mientras que ¢ indica el niimero de aristas incidentes en
cada vértice o, lo que es lo mismo, el nimero de lados de la figura verticial.

2[Cox2]
3Posteriormente el simbolo de Schlifli se extenderd para politopos en cuatro dimen-
siones, tomando la forma {p, q,r}.
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Las cinco parejas {p,q} correspondientes a los poliedros regulares en R?
estan detallados en la siguiente tabla.

TABLA I
Nombre | Simbolo de Schlafli | Caras | Fig. verticial
Tetraedro {3,3} {3} {3}
Octaedro {3,4} {3} {4}
Cubo {4,3} {4} {3}
Icosaedro {3,5} {3} {5}
Dodecaedro {5,3} {5} {3}

Un aspecto importante es el de la dualidad entre las parejas {p,q} y
{q,p}. Estos poliedros pueden obtenerse uno a partir del otro uniendo los
puntos medios de las caras adyacentes (figura 1.5). Se dice asi que son duales
uno del otro. Tenemos pues que el tetraedro es su propio dual (auto-dual),
mientras que el cubo es dual del octaedro, asi como el dodecaedro lo es del
icosaedro. Esto juega un papel relevante en la determinacion de los grupos
de rotaciones, ya que una transformacién que deje invariante a un poliedro
dejard fijo también a su dual; es decir, los poliedros duales tienen el mismo
grupo de rotaciones.

\

Figura 1.5: El cubo y el octaedro son duales uno del otro.

De lo anterior, deducimos que sélo hay tres grupos para estos cinco
poliedros; a saber, el grupo tetraédrico, el grupo octaédrico y el grupo icosaédri-
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co, mismos que denotaremos por 7, O e 7 respectivamente. Estos son los tres
grupos poliédricos; analizaremos mas detalladamente cada uno de ellos.

El grupo tetraédrico 7

Para estudiar el grupo de rotaciones de un tetraedro T, en principio lo
ubicaremos de manera que sus cuatro vértices sean los puntos vy = (1,1, 1),
vy =(1,-1,-1), v =(—1,1,-1), v3 = (—1,—1,1) (figura 1.6).

1%

v]
Figura 1.6: Los vértices vy, v1, vo v v3 forman un tetraedro regular.

Ahora bien, consideremos la linea que une un vértice v; de T con el origen.
Para este eje tenemos una rotacién p; por un angulo 27 /3 que fija el vértice
v; v permuta ciclicamente los tres restantes. Repitiendo esta rotacién, obte-
nemos el subgrupo ciclico {Id, p;, p?}. Esto se cumple para cualquier eleccién
de v;, por lo que contamos hasta este momento con 8 rotaciones de orden 3,
respecto a 4 ejes 3-periddicos (figura 1.7).

Aunado a esto, podemos intercambiar los vértices por pares; lo cual se
logra mediante el medio giro cuyo eje une los puntos medios de aristas opues-
tas. Hay 3 de estas rotaciones, por ende, contamos con 3 ejes 2-periodicos
(figura 1.8).

A estas 11 rotaciones anadimos la identidad y con esto conseguimos doce
elementos del grupo 7 de rotaciones del tetraedro.

Para ver que estas doce rotaciones son todas, notemos que las rotaciones
de orden 3 corresponden a permutaciones del tipo (abc), mientras que los
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Figura 1.7: Ejes 3-periddicos del tetraedro.

Figura 1.8: Ejes 2-periédicos del tetraedro.
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medios giros se asocian con productos de transposiciones del tipo (ab)(cd).
Dado que éstas son todas las permutaciones pares de cuatro letras, tenemos
que, de manera abstracta, 7 tiene un subgrupo isomorfo al grupo alternante
Ay. Sin embargo, una rotacién del tetraedro no puede permutar dos vértices
al tiempo que deja fijos los otros dos; por lo cual, no hay rotaciones en 7°
que correspondan a transposiciones de cuatro elementos; asi pues, 7 = A,.
En virtud de este isomorfismo entre 7 y A4, podemos hallar un conjunto
generador para 7. Como Ay = ( (abe), (ab)(cd)) (véase [Ar]), resulta que:

7T =((e; +ey+e321/3),(ey,m)). (1.3)

Para determinar los subgrupos de 7', nos valemos de los ejes y sus periodos.
Sabemos que hay 4 ejes 3-periddicos, por lo que tenemos 4 subgrupos distin-
tos, isomorfos a C3; cada uno asociado a alguno de estos ejes. Estos grupos
corresponden a los subgrupos de Ay del tipo {(1), (abc), (acb)}, de los cuales
hay cuatro. Podemos visualizarlos mediante cuatro tridngulos distintos en el
tetraedro T. Cada uno de los subgrupos C3 actiia transitivamente? sobre uno
de estos tridngulos (figura 1.9).

Figura 1.9: Subgrupo C3 de 7.

Analogamente, contamos con 3 ejes 2-peridédicos que inducen 3 subgrupos
distintos, isomorfos a Cy; igualmente relacionados con los 3 ejes respectivos.
Estos grupos corresponden a los subgrupos de A, del tipo {(1), (ab)(cd)}.

4Se dice que un grupo G actiia transitivamente sobre un conjunto S si para cualesquiera
dos puntos z, y € S, hay una transformacién v en G que lleva uno en el otro, vy(z) = y.
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Figura 1.10: Subgrupos C, de 7.

Cada uno de estos subgrupos Cy actiia sobre un par de aristas opuestas (figura
1.10).

Por 1ltimo, contamos con un sélo subgrupo isomorfo a Dy formado por
la unién de los tres subgrupos isomorfos a Cs; el subgrupo de A4 correspon-
diente es {(1), (ab)(cd), (ac)(bd), (ad)(bc)}. Podemos asociar a este grupo el
cuadrado formado por la interseccion del tetraedro T con el plano z = 0
(figura 1.11). El subgrupo de 7 isomorfo a D, actia transitivamente en las
aristas de este cuadrado.

Es claro que los indices de los subgrupos se obtienen mediante los co-
cientes respectivos [7 : Do) =3, [T : C3] =4y [T : Co) = 6. En la siguiente
tabla detallamos la lista completa de subgrupos de 7.

Subgrupos de 7
Subgrupo | C; | Cy | C5 | Dy | T
Orden 1123 ] 4|12
Indice 1216 | 4| 3 1
Cantidad | 1 | 3 [ 4 | 1 | 1

Estos son todos los subgrupos de 7, lo cual se puede probar utilizando
que 7 y Ay son isomorfos, y analizando la estructura de Ajy.
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22

Figura 1.11: Subgrupo Dy de 7.

El grupo octaédrico O

Para estudiar el grupo octaédrico, consideremos un cubo colocado de for-
ma que sus vértices tengan las ocho combinaciones (£1, 41, £1). Retomando
el tetraedro T utilizado en la seccion anterior, denotaremos las cuatro dia-
gonales por Dy = vgv), D1 = v1v], Dy = v9vhy, D3 = vsv} (figura 1.12). Es
claro que cualquier rotacién que deje invariante al cubo, llevara cada diagonal
en alguna otra, de manera que se trata en realidad de una permutacién de
cuatro elementos (las diagonales). Por esto, es natural esperar que el grupo
octaédrico tenga relacion con el grupo simétrico Sy.

Veamos que, de hecho, cualquier permutacion o € Sy induce una rotacion
que deja invariante al cubo. Tomemos dos diagonales D; y D;. Estas diago-
nales unen las dos aristas opuestas v;v; y v;v; asf pues, la rotacién que tiene
como eje la linea que pasa por los puntos medios de estas aristas (figura 1.13)
y con un adngulo de , intercambia las dos diagonales D; y D;, mientras que
fija las otras dos; es decir, representa una transposicion de dos de los cuatro
elementos. Ahora bien, dado que toda permutacién o € Sy es producto de
transposiciones, y cada transposicion induce una rotacién del cubo, vemos
que las permutaciones de S; inducen rotaciones del cubo. De manera abs-
tracta, el grupo octaédrico, que denotaremos por O, es isomorfo al grupo
simétrico Sy.
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Figura 1.13: Una transposicion o de S; permuta dos diagonales.

Explicitamente tenemos entonces las siguientes rotaciones:

6 rotaciones de orden 2, cuyo eje es la linea que une los puntos medios de

aristas opuestas. Contamos con 6 ejes 2-periddicos (figura 1.14). Estas
rotaciones corresponden a las transposiciones de la forma (ab) € Sj.
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/

2

/2/ 2

Figura 1.14: Ejes 2-periddicos del cubo.

= 8 rotaciones de orden 3, cuyo eje une vértices opuestos. Es decir, tene-
mos 4 ejes 3-periédicos (figura 1.15). Estas rotaciones corresponden a
los 3-ciclos de la forma (abc) € Sy.

= 6 rotaciones de orden 4, que tienen por eje la linea que une los cen-
tros de caras opuestas, y angulo de /2. Estos son 3 ejes 4-periddicos

(figura 1.16). Estas rotaciones corresponden a los 4-ciclos de la forma
(abed) € Sy.

= Respecto a los ejes 4-periddicos, también tenemos 3 medios giros, co-
mo resultado de los cuadrados de las rotaciones de orden 4. Estos se
asocian con los productos de la forma (ab)(cd) € Sy.

Estas 23 rotaciones corresponden a las permutaciones no triviales de Sy,
por lo que al anadirles la identidad tenemos el resultado previsto O = S,. Por
lo tanto, como S, estd generado por las permutaciones {(ab), (bcd)} (véase
[Ar]), para O tenemos el siguiente conjunto generador:

O ={((ex+e3,7), (e +es+es27/3)) (1.4)

Si se unen los vértices vy, v1, V9, v3 en el cubo C, el resultado es el tetraedro
T inscrito en C. Més atn, cualquier rotacion del tetraedro T, deja invariante
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~

/

Figura 1.15: Ejes 3-periédicos del cubo.

e

l

Figura 1.16: Ejes 4-peridédicos del cubo.
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Figura 1.17: Tetraedros T y T’ inscritos en un cubo.

al cubo, es decir 7 < O. Ahora bien, si unimos los vértices v, vy, v}, v5,
obtenemos otro tetraedro T’, también inscrito en C, cuya interseccién con T
forma un octaedro (figura 1.17). Dado que ambos tetraedros cuentan con el
mismo grupo de rotaciones 7, notamos que cualquier permutacién impar de
Sy tiene el efecto de intercambiar los tetraedros T y T’ entre si.

Para describir los subgrupos de O, haremos uso de los ejes n-periédicos
para determinar algunos de ellos. Contamos con 3 ejes 4-periédicos que nos
proporcionan 3 subgrupos C, distintos, cada uno asociado a alguno de estos
ejes. Estos subgrupos actiian sobre las caras opuestas de C (figura 1.18).

Figura 1.18: Subgrupos C4 de O.

e
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Figura 1.19: Subgrupos C; de O.

También hay 4 ejes 3-periddicos que proveen 4 subgrupos Cs, asociados a
distintos ejes. La accion de estos grupos se aprecia en 4 pares de triangulos
(figura 1.19).

Restan 6 ejes 2-periddicos, que inducen 6 subgrupos Cs; sin embargo,
esta vez se presenta una peculiaridad, ya que los ejes 4-periédicos también
determinan 3 subgrupos C,. Entonces se cuenta con 9 subgrupos C,. Estos
grupos actian sobre pares de aristas en el caso de los provenientes de ejes
2-periddicos, y sobre las diagonales de las caras para aquellos relacionados
con los ejes 4-periédicos. (figura 1.20).

Figura 1.20: Subgrupos Cs de O.

Aunados a estos subgrupos ciclicos, contamos ademas con subgrupos
diédricos, igualmente relacionados con los ejes n-peridédicos, como veremos
a continuacion.

Encontramos que hay 4 ejes 2-periddicos ortogonales a cada eje 4-periodi-
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co, de manera que esta configuraciéon nos provee un subgrupo diédrico Dj.
En realidad podemos hallar 3 subgrupos de este tipo, distintos entre si, ca-
da uno asociado a un eje 4-periédico (figura 1.21). Cabe mencionar que la
interseccién de estos 3 subgrupos es un D.

t4
\\\\

P
7/
7/

~

\
|
\\ A7

e (2)

Figura 1.21: Subgrupo D, de O.

Mediante un razonamiento analogo, determinamos 4 subgrupos diédricos
D3, éstos actian sobre 4 antiprismas triangulares (figura 1.22).

Figura 1.22: Subgrupo D3 de O.

Los ejes 2-periddicos proporcionan 4 subgrupos Ds cuya accion se aprecia
facilmente considerando los rectangulos inscritos en el cubo formados por dos
aristas opuestas y dos diagonales opuestas (figura 1.23).
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Figura 1.23: Subgrupo D, de O.

Por dltimo, con el propdsito de completar el estudio de subgrupos de O,
precisamos que 7 < O, toda vez que dentro de C contamos con un tetraedro
inscrito cuyo grupo de rotaciones deja invariante al cubo (figura 1.24).

= 3
} _.,_,.,_,.,_,,, /
T :
T /
3 Py e /
\ - - ,/
| ,/,
/
/
'/ 2
<« A

Ik
Figura 1.24: Las rotaciones de 7 dejan invariante al cubo.

Resumimos el andlisis previo en la siguiente tabla, donde anadimos el
indice de cada subgrupo, el cual se obtuvo mediante el cociente correspon-
diente:

Subgrupos de O
Subgrupo | C; | Co | C3 | Cy | Dy | D3 | Dy | T | O
Orden 11213 |4] 4 6 8 |12 |24
Indice 24 12| 8 | 6 | 6 4 3 1
Cantidad | 1 | 9 | 4| 3 | 4 | 4 3111
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Es facil notar que éstos son todos los subgrupos de O, en virtud del
isomorfismo entre O y Sj.

El grupo icosaédrico 7

De manera similar al grupo O, para el grupo icosaédrico Z relacionaremos
las rotaciones de un dodecaedro con las rotaciones de un cubo inscrito en él.

Para este fin, construimos primero un dodecaedro a partir del cubo C de
la seccién anterior. Esto lo hacemos colocando seis piezas parecidas a una
tienda de campana, una en cada cara del cubo (figura 1.25).

27"

2

Figura 1.25: Piezas para formar un dodecaedro.

Estas piezas estan formadas por un cuadrado como base, de lado 2; dos
tridngulos isosceles de lados® 2771, 2771, 2; v dos trapecios con lados 2771,
2771, 2771, 2. De esta forma, los tres dangulos de la “tienda de campafia” en
torno a un vértice que no pertenece a la base cuadrada son iguales a 37 /5,
mientras que para un vértice de la base los angulos son 27 /5, /5 y 7/2; por
lo tanto, al unir las seis piezas, se forman doce pentagonos regulares de un
dodecaedro D que circunscribe al cubo C. Los vértices de D tienen las coorde-
nadas (0, £771, +7), (£7,0, £771), (&7 £7,0), (£1, £1, £1). (figura 1.26)

Notemos que las aristas del cubo son ahora diagonales de las caras de
D, por lo que al trazar todas las diagonales obtenemos en total cinco cubos
inscritos en D (figura 1.27).

Una rotacion del dodecaedro manda unas caras en otras, es decir, permuta
las diagonales y, por ello, los cinco cubos inscritos intercambian sus lugares
entre si. De esta forma vemos que una rotacién del dodecaedro induce una

1+V5 L VE-1
2

5Donde 7 =

es la razén aurea, de manera que 77 = .

2
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Figura 1.26: Dodecaedro circunscrito a un cubo.

Figura 1.27: Cinco cubos inscritos en un dodecaedro.
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permutacién de 5 elementos; es decir, por lo pronto tenemos que Z es isomorfo
a un subgrupo de Ss.

Como tenemos 5 cubos inscritos en el dodecaedro, podemos enumerarlos.
De esta forma, identificamos cada uno de los 20 vértices del dodecaedro
con una pareja ordenada (a,b) donde a y b corresponden a los dos cubos
coincidentes en el vértice (figura 1.28 y 1.29).

Figura 1.29: Identificacion entre vértices y parejas ordenadas.

De esta forma, cada rotacion del dodecaedro corresponde a una per-
mutacién en Ay, como veremos a continuacion.
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= Tenemos 6 ejes 5-periddicos, mismos que unen los centros de caras
opuestas. En torno a cada eje hay 4 rotaciones distintas de la identi-
dad (con un dngulo de 2k7/5 para k = 1,2,3,4). Cada una de estas
rotaciones tiene orden 5. Estas 24 rotaciones corresponden a las 24
permutaciones en S5 de la forma (abede) (figura 1.30).

>
Figura 1.30: Ejes 5-periédicos del dodecaedro.

= Al unir vértices opuestos, conseguimos 10 ejes 3-periddicos. En torno a
cada uno de estos ejes hay 2 rotaciones distintas de la identidad (con
angulo 2km/3 para k = 1,2); y cada rotacién tiene orden 3. Estas 20
rotaciones corresponden a las 20 permutaciones en S5 de la forma (abc)
(figura 1.31).

= Para cada par de aristas opuestas tenemos el eje 2-periddico que pasa
por sus puntos medios. De aqui obtenemos 15 medios giros, que corres-
ponden a las permutaciones en S5 de la forma (ab)(cd) (figura 1.32).

Vemos asi que estas 59 rotaciones estan en relacién uno a uno con las
permutaciones pares no triviales de S, por lo que al anadirles la identidad,
tenemos que Z = As. Como en los casos anteriores, podemos obtener un
conjunto generador para Z a partir de un conjunto generador de As. De esta
forma, como As = ( (ab), (cde) ) tenemos que

1= <(e1 +7'_162 +T€3,7T),(€1+€2+€3,27T/3)> (15)
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Figura 1.32: Ejes 2-periddicos del dodecaedro.

Ahora, con base en las configuraciones de los ejes n-peridédicos, deter-
minaremos el sistema de subgrupos de Z. Los 6 ejes 5-periddicos inducen
igual nimero de subgrupos ciclicos isomorfos a Cs; que actian sobre las caras
opuestas del dodecaedro (figura 1.33).

Asimismo, los 10 ejes 3-peridédicos determinan 10 subgrupos isomorfos a
Cs. Estos acttian sobre los triangulos formados con los vértices adyacentes a
un vértice sobre el eje (figura 1.34).

Quedan 15 ejes 2-periddicos, los cuales inducen 15 subgrupos isomorfos a
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Figura 1.34: Subgrupos C3 de 7.

Co, estos grupos actian sobre pares de aristas opuestas (figura 1.35).

Por lo que toca a los subgrupos diédricos, contamos con 6 subgrupos
isomorfos a Ds; asociado cada uno a un eje 5-periédico, toda vez que para
cada uno de estos ejes encontramos 5 ejes 2-periddicos ortogonales. La accion
de estos grupos se aprecia en 6 antiprismas pentagonales. (figura 1.36).

Lo mismo sucede con los ejes 3-periédicos. Dado que hay 3 ejes 2-periédi-
cos ortogonales a cada eje 3-peridédico, contamos con 10 subgrupos isomorfos
a D3, actuando en 10 antiprismas triangulares inscritos en D (figura 1.37).

Los 15 ejes 2-periddicos se combinan dando un total de 5 subgrupos Dy
distintos. Cada uno de ellos actia sobre la composicién de 3 rectangulos,
ortogonales entre si, formados con vértices de D (figura 1.38).

Por ultimo, dado que 7 = Ay, T = A y Ay < Ay vemos que resul-
ta 7 < 7. Esto lo podemos visualizar de la siguiente forma. Tomemos un
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Figura 1.36: Subgrupos D5 de Z.

tetraedro inscrito en alguno de los cinco cubos que se encuentran inscritos en
D. Entonces las rotaciones de este tetraedro dejan fijo al dodecaedro (figura
1.39), por lo que tenemos que 7 < Z. Sin embargo, no sucede lo mismo con
el grupo octaédrico como subgrupo, ya que hay rotaciones del cubo inscrito
C que no pertenecen a Z. Ademds, en ese caso se tendria S; < As, lo cual es
absurdo.

Si ahora aplicamos una rotacién 5-peridédica a este tetraedro, obtendremos
otros cuatro tetraedros inscritos en D. Asi pues, notamos que una rotacion
de cualquiera de estos tetraedros también es una rotacién del dodecaedro.
No obstante que en realidad hay diez tetraedros inscritos en un dodecaedro,
afirmamos que sélo hay 5 subgrupos 7 en Z (figura 1.40), ya que cada grupo
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Figura 1.37: Subgrupos D3 de 7.
2

2
&2

Figura 1.38: Subgrupo D, de 7.

actia sobre un par de tetraedros (aquéllos cuya unién de vértices forma un
cubo). Esto coincide con el esquema de los cinco subgrupos de A5 formados
por permutaciones pares de cuatro elementos, es decir, aquéllas que dejan
fijo un elemento.

En la siguiente tabla se encuentra la lista de subgrupos de Z, junto con
el indice de cada uno de ellos y la cantidad de subgrupos isomorfos entre si.
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Figura 1.39: Subgrupo 7 de 7.

Figura 1.40: Subgrupos 7 asociados a 5 tetraedros.

Subgrupos de 7

Subgrupo | C; | Co |C3 | C5 | Dy | D3 | Ds | T | T
Orden 112 (3|54 1] 6 |10]12]60
Indice 60 3020|1215 10| 6 5 1

Cantidad | 1 |15]|10| 6 | 5 | 10| 6 | 5 | 1
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Al igual que en los casos anteriores, se puede probar que éstos son todos
los subgrupos de Z, utilizando el isomorfismo entre Z y As.

1.4. Clasificacién de subgrupos finitos de SO(3)

Del andlisis anterior, conseguimos los siguientes subgrupos finitos de SO(3):

TABLA II
Grupo Ejes de Generadores Orden
rotacion

Cn 1 eje n-periddico (e1,2m/n) n

D, 1 eje n-periddico (e1,2m/n) 2n
n ejes 2-periddicos (eq, )

T 3 ejes 2-periddicos (e1,m) 12
4 ejes 3-periédicos | (e + e + e3,27/3)
6 ejes 2-periddicos (e + ey, m)

O 4 ejes 3-periédicos | (e + e + e3,27/3) 24
3 ejes 4-periodicos
15 ejes 2-periddicos | (e; + 7 'ey + Tes, )

T 10 ejes 3-periddicos | (e; + e + e3,27/3) 60
6 ejes 5-periodicos

Cada uno de estos grupos estd asociado con alguna figura geométrica
cOmo ya vimos.

La pregunta que surge ahora es: jhemos agotado todos los posibles sub-
grupos finitos de SO(3)? Veremos que en efecto, éstos son todos.

Consideremos un grupo finito de rotaciones G <SO(3). Sabemos que
podemos considerar su accién sobre S2. De esta manera, a cada rotacién
asociamos un didmetro de la esfera (el eje de la rotacién). Por ello, puede
interpretarse como una rotacién en torno a un punto P sobre la esfera. Si el
eje de rotacién es n-periddico, diremos que el punto P asociado tiene orden
n. (figura 1.41)

Necesitamos evaluar el producto de dos rotaciones dadas, para lo cual
usaremos el siguiente resultado. Si los vértices de un triangulo esférico PQR,
con dngulos p, q y r, respectivamente, estdan dispuestos en sentido negativo
(siguiendo las manecillas del reloj), el producto de rotaciones por dngulos



CaAPiTULO 1. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 35

Figura 1.41: Una rotacién con angulo # en torno a un punto P.

2p, 2q, 2r en torno a P, (), R es la identidad. Para probar esto basta con
expresar el producto de rotaciones como el producto de las reflexiones en los

circulos maximos RP, PQ; PQ, QR; QR, RP (figura 1.42).

Figura 1.42: El producto de tres rotaciones es la identidad.

Vemos ahora que el producto de dos rotaciones con angulos 2p y 2¢, en
torno a P y @, respectivamente, lo podemos expresar como la rotacion con
angulo —2r en torno a R. De aqui se deduce que el producto de dos medios
giros en torno a cualesquiera dos puntos Py @, es la rotacién por +2/POQ)
en torno al polo del circulo maximo P@Q (donde O es el centro de la esfera
(figura 1.43)). Por lo que el producto de dos medios giros serd otro medio
giro solo cuando los ejes OP y OQ sean ortogonales entre si. De todo esto
concluimos que si un grupo finito de rotaciones G no tiene elementos de orden
mayor que 2, entonces, o bien se trata del grupo ciclico Cs, o bien, del grupo
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diédrico Dy generado por dos medios giros en torno a ejes perpendiculares.

Figura 1.43: Producto de dos medios giros.

Supongamos ahora que hay un solo eje de rotacién p-periédico con p > 2.
Entonces, éste debe ser perpendicular a cualquier eje 2-peridédico, en caso
de que haya alguno; ya que, de no ser asi, este eje p-periddico tendria como
imagen, bajo el medio giro, otro eje p-periddico. Por lo tanto, si no hay ejes
de periodo 2, G es isomorfo a C,, el grupo ciclico de orden n. Cuando hay n
ejes 2-periddicos, G es isomorfo a D,,, el grupo diédrico de orden 2n.

Sélo resta examinar el caso en que hay varios ejes de rotacion de periodo
mayor que 2. Sea OP uno de ellos; esto es, hay una rotaciéon con angulo
27 /p en torno a P. Dado que G es finito, hay un punto () sobre la esfera,
a una distancia minima, que corresponde a otro eje de rotacién de orden
mayor que 2. La rotacién en torno a P lleva al punto () a una serie de puntos
Q=Q0Q1,Q2,...,Qp_1,Q, que rodean a P (figura 1.44).

Dentro de este circulo el inico punto de rotacién de orden mayor a 2 es
P (asi se escogid a ). Como vimos anteriormente, el producto de rotaciones
por angulos 27 /p y 27/q, en torno a Py @, es la rotacién con dngulo —27/r,
en torno a un punto R con el cual el tridangulo esférico PQR tiene angulos
7/p, w/q, w/r. Como en un tridngulo esférico la suma angular es mayor que
T, tenemos que

1 1 1
-+ -4+->1 (1.6)
p q T

Pero p,q > 3 implica que » < 3 y por lo tanto, ¢ > r. Es decir, el angulo

en () es menor que el angulo en R, por lo que el lado PR debe ser menor
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Figura 1.44: La rotacion en torno a P produce un p-agono esférico.

que el lado PQ@ en el tridngulo PQR. De esta forma obtenemos que R se
encuentra dentro del pequeno circulo alrededor de P y, por ello, corresponde
a un eje 2-periédico. Asi que r = 2 y OR biseca el angulo QOQ,_1, o bien,
dicho de otro modo, es el punto medio del lado QQ),_1, en el p-dgono esférico

Q01Qs ... Q-1 (figura 1.45).

Q,

Figura 1.45: R es punto medio de Q@),.

Por sucesivas rotaciones en torno a (), obtenemos una serie de ¢ p-agonos,
que rodean el punto (). Repitiendo el procedimiento con los deméas puntos
Q;, llegamos a cubrir totalmente la esfera con p-agonos. De este modo, las
imagenes de @ son los vértices del poliedro regular {p, ¢}, las imdgenes de P
son los vértices del poliedro dual {¢,p} y las imagenes de R son los puntos
medios de las aristas de {p, ¢} o de {q,p}.

Recordemos que p y ¢ deben cumplir (¢ — 2)(p — 2) < 4, por lo que,
junto con la desigualdad (1.6) llegamos a los tres grupos poliédricos 7, O e
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7 (figura 1.46).

Figura 1.46: Subgrupos poliédricos de SO(3).

Resumiendo, tenemos la siguiente caracterizacién de los grupos finitos de
rotaciones. Si G es un grupo finito de rotaciones G < SO(3), entonces G es
alguno de los siquientes grupos:

C.. D, T, O, T (n>1) (1.7)
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Capitulo 2

Cuaterniones

En esta seccién analizaremos algunas propiedades del anillo no conmuta-
tivo de cuaterniones reales, relacionandolo con R*. La prueba detallada de
los resultados utilizados se puede consultar en [G-S].

2.1. Propiedades generales

En el capitulo anterior determinamos la posicién de un punto en el espa-
cio mediante las coordenadas p = p1e; + paes + pses. Si ahora incluimos una
cuarta coordenada ey, tenemos la cuddrupla (pg, p1, p2, p3) = Z?:o pi€;i, que
identificaremos con el cuaternion pg+p1i+paj + psk. Estamos relacionando 7,
J,y k con eq, ey, y es, respectivamente (figura 2.1). De esta forma, podemos
hacer uso de las propiedades del anillo de cuaterniones que, en honor a Hamil-
ton se denota H. Para mayor referencia, enunciamos a continuaciéon algunas
propiedades que seran de utilidad en la siguiente seccion.

Llamaremos xq a la parte real de x € H'y a x= x —x( la parte vectorial de
x. Para x, y € H definimos un producto conforme a las siguientes condiciones:
2 2 12
a) i*=j5"=k"=-1
b) ij=k,jk=i ki=j

Si x = x decimos que x es un cuaternion puro. El subconjunto de todos
los cuaterniones puros sera denotado por H*. Para un cuaternion x tenemos
el conjugado de x, definido por T = zy — z. Al ntimero real |z| = V2T € R
lo llamaremos norma de z. De forma que si || = 1 entonces decimos que
x es un cuaternion unitario. Al conjunto de todos los cuaterniones unitarios

40
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p=(0, p,, p,, p;)

o
x
Figura 2.1: Un punto p en R3 corresponde al cuaternién pii + paj + psk.

lo relacionamos con S? de forma natural. Del mismo modo, relacionamos S?
con el conjunto de cuaterniones puros unitarios.

Proposicion 1 Sea x € H; entonces,

a) x es un cuaternion real si y solo si vy = yx para todo y € H.

2 es un niimero real no positivo.

b) x es un cuaternion puro si y solo si x
Prueba. a) se sigue de la definicién del producto de cuaterniones.
Para verificar b), tomamos x = xg + 217 + 2 + x3k y evaluamos

2 = (wo+ 210 + 207 + w3k)?

= (23— 2% — a5 — 13) + 2x0(210 + 125 + 73k)

de aqui se sigue el resultado al suponer zy igual a cero, o bien, distinto de
cero. m

En particular, obtenemos como consecuencia para un cuaternién x, que
x € S?siysélosia? = —1.

En general, el producto de cuaterniones no es conmutativo. Sin embargo,

para cualesquiera z,y € H se cumple |zy| = |z||y|. Por lo cual, para = # 0,
. _ 2 A .

encontramos el inverso de x, dado por z7!' = T/|x|°. Atn mas, ya que

—1 N - i 2.
|z| " = |27Y, y para un cuaternién puro z € H*, #=! = —z/|2|*; mientras
que si z € S3, entonces ™

L =7

Tenemos ahora el siguiente resultado importante:
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Lema 2 Un cuaternion arbitrario x € H, con parte vectorial no nula, x # 0,
admite la representacion

x = |z| (cos 0 + uysend)
donde 6 = arc cos(zo/ |x|) y u, = z/ ||

Prueba. Como 6 = arccos(xy/ |z|), entonces cosf = xy/ |z|, asi sen =
|z| / |z|. Por lo tanto,

cos@—i—ésen@ = @+£@
2] 2| || |z]

-

Ed

Figura 2.2: Si x es unitario, se puede expresar como (cos 6 + usen6).

Como consecuencia del resultado previo, y dado que u, € S® implica

2

us; = —1, obtenemos el siguiente lema.

Lema 3 La formula de De Moivre para potencias complejas también es vdli-
da para cuaterniones con parte vectorial no nula,

2" = |z|" (cosnb + u,sennh).
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Prueba. Basta probarlo para z € S%, ya que la norma es multiplicativa,
es decir |z"| = |z|". Procediendo por induccién, supongamos que se cumple
para n, o sea

(cos O + uzsen§)" = (cos nd + u,sennb)

de manera que para n + 1 se tiene

(cos 6 4 ugsen §)" 1
= (cosnb + uzsennd)(cos + u,sen )
= (cosnf cos — sen nfsen 0) + u,(cos nfsen  + cos fsen nh)
= cos(n+ 1) + uzsen (n+ 1)0

Claramente el resultado se cumple para n = 0, 1, asi que vale para todo n. m

Esta expresion nos muestra que las combinaciones lineales del conjunto
{1,u}, donde u € S?, forman una subdlgebra isomorfa e isométrica a C.
Basta con asociar i con u y, por todo lo anterior, obtenemos el resultado. De
aqui deducimos otra propiedad importante. Si multiplicamos los elementos
del plano II, = {a + Bu : o, € R} donde v € S?, por un cuaternién
v ortogonal a u, es decir, tal que uv + vu = 0; entonces, el plano II,, =
{av+puv : a, B € R} es isomorfo e isométrico a II,, bajo la funcién a+ fu —
a - v+ Bu-v. En particular

{a+pi :a,eR} = {aj+pk:a,peR}
{a+ 0k o, eR} = {ai+F) :a,0€R}

Denotaremos de forma simbdlica al cuaternién g = cos 6 + usen 6 como e*.

2.2. Conjugacién como rotacién de R’

Relacionaremos ahora los resultados del capitulo anterior sobre rotaciones
tridimensionales, con las transformaciones correspondientes en H como espa-
cio tetradimensional. Para este fin, veamos primero el caso complejo.

En el plano complejo C, la multiplicacion por z = a+ bi tiene el efecto de
rotar los puntos, y alargar o encoger su distancia al origen al multiplicarla
por un factor |z|, ya que |zw| = |z| |w|. Cuando |z| = 1, podemos expresar a
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z como z = cos @ +isen @, donde 0 € [0, 27); y la multiplicacién tiene el efecto
de una rotacién simple por un dngulo 6. De aqui resulta que SO(2) = S' ¢ C.
(Figura 2.3)

A
Y

\ 4

Figura 2.3: Multiplicar por z € S equivale a rotar un dngulo 6.

Ahora bien, para H, también se cumple la propiedad |gr| = |g| || como ya
vimos. Sin embargo, el producto pg de dos cuaterniones puros p y ¢ no siempre
es otro cuaternién puro (recordemos que p> = —1). No obstante, veremos que
para todo cuaternion p y para cualquier cuaternion puro y € H*, el producto
pyp~! sf es un cuaternién puro.

La funcion » — q1rge es una similaridad de H, como espacio euclidiano
tetradimensional, donde |r| es multiplicada por un factor |¢;||gz|. Entonces,
la transformacién x — qrq™!, es una congruencia, ya que |q| |¢7'| = 1. Es
decir, esta transformacién preserva normas.

Analizaremos pues la funcién C, : H — H, dada por Cy(z) = quq™ ', y

veremos que esta funcion induce una rotacion en torno al plano a+ 3¢, donde
ay [ € R (es decir, una rotacién simple en cuatro dimensiones)?.

En primer lugar, como C, = C), para cualquier A € R, veamos que si ¢
es unitario, C,(z) cumple las siguientes propiedades.

10tro caso interesante es el de la funcién R,(z) = —gzq™*, la cual induce una reflexién
en el plano a + B¢. Véase [Cox3].
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Lema 4 Sea q € S®, entonces la transformacién C,, dada por Cy(z) =

qrq~t, cumple:

i) Cilt = Cyr.

ii) CyoCp = Cy.
iii) Cy(q) = q y para todo cuaternion real a, Cy(a) = a.
iv) Cy es lineal.

v) C, es ortogonal.

Prueba.

i) Cylx) =quq™ =y = C7'(y) = ¢ 'yg = Cy1(y).
ii) C,0C,(x) =Cylrar™') = qrar~tq7!' = Cp(2).

1 1 1

iit) Cy(q) = qqq~" = q, y para a € R, Cy(a) = qaqg™" = aqq™"' = a.
iv)

Colax + By) = qlax+ By)q
= agzq '+ Bayq”!
= aCy(x) + BCy(y)

v) Como Cj es lineal y preserva normas, es una transformacion ortogonal.
Esto prueba el lema. =

Notemos que C fija el subespacio a+(3¢. En vista de esta propiedad, y con
los resultados del lema anterior, estamos listos para demostrar un importante
teorema.
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Teorema 5 Sea ¢ = cosf + usen un cuaternion unitario. La transforma-
cion Cy(z) = qrq™" induce una rotacion tridimensional en torno a u, por un
angulo 26.

Prueba. Supongamos primero que ¢ = cos  +isen 6, de manera que el eje es
i. Dado que q € S?, resulta que ¢~! = g. Asi pues, para x = 217 + 22j + w3k,
como iq = qt, jq = qj v kq = gk, tenemos:

Co(z) = q(z12)q + q(225)7 + q(z3k)q
= i+ ¢*xaj + sk
= w10+ ¢* (w2 + 23k)
= 10+ (cos 26 + isen 20) (z2 + x3i)j
= zyi+ x5 + ahk

Donde el par zi, 2% es la imagen del par z,,x3 bajo la rotacién por un
angulo 26 en el plano {«aj + Gk : o, 5 € R}.
Andlogamente para ¢ = cos 6 + ksen 6 tenemos

Cy(z) = (cos20+ ksen20)(xq + x2k)i + x3k
= 2)i+ x5 + xsk

Donde nuevamente zj y xf, representan las imdagenes de x; y x5 bajo la
rotacién por un angulo 26 en el plano {ai + 3j : o, 5 € R}.

NoTA: Para ¢ = cos + jsenf, la rotacion queda con signo negativo,
pues se obtiene

Cy(x) = (cos20 + jsen20)i(zy + x37) + x2j
= i(cos20 — jsen20)(x1 + x37) + 2]

Para el caso general en que ¢ = cos@ + usen f € S?, tomemos una rotacién
en torno a i que lleve u al plano {«i + (j : o, € R}. Llamemos v’ a este
punto y C, a la rotacién indicada, esto es: Cy(u) = aua = u'.

Ahora, mediante una rotacién en torno a k llevemos v’ hacia i. Digamos
que la rotacion es Cj, o sea Cy(u') = bu'b = i.
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Figura 2.4: La conjugacién C, es un producto de rotaciones.

Por 1ltimo, sea I el punto cos 8 + isen 6, donde 6 proviene de ¢ = cos 6 +
usen @ (figura 2.4).
Notamos ahora que

Cha(u) = Cyo Cy(u) = Cy(u') = 1,

o bien,

Pero més atn, ya que Cy,(q) = I, pues Cy, es lineal. De aqui obtenemos que

= ablba = ¢
C—g( ) = GZ_)Tba:q.

De manera que para la conjugacion por g resulta

Cylz) =qaq = (E?Iba)az(al_)f_bg)

= a(b(I(b(aza)b)l)b)a
- OECEC[ObCa(l’)
Por lo tanto, podemos expresar la conjugacién C, como composicién de con-

jugaciones en torno a ¢ y k que, como ya vimos, son rotaciones. Ademas, el
angulo es 20, pues las conjugaciones por a y por b se anulan. m
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Concluimos que un cuaternién ¢ = cos §+usen 6 induce, en S?, la rotacién
C, en torno a w por un angulo 26; es decir, la rotacién p = (u,26) € SO(3).

Notemos que toda rotacién simple tiene esta forma, (para algin ¢ y al-
guna 6). Asi pues, obtenemos que el producto de cualesquiera dos rotaciones
simples es otra rotacion simple; ya que el producto de C, y C, es Cy,, otra
rotacién simple. Y dado que el grupo especial ortogonal estéd generado por
rotaciones simples, tenemos que todo elemento de SO(3), tiene la forma C,
para algun cuaternion q.

Mencionamos lineas arriba que a todo multiplo escalar de ¢ le corresponde
la misma conjugacion, ya que Cy,(z) = A\gzg *A™! = qzq~ = Cy(z); razén
por la cual limitamos esta relacion tomando como representantes sélo cua-
terniones unitarios. Asi, tenemos que la correspondencia que asocia ¢ con la
funcién C,, es un homomorfismo 2 a 1, del grupo de cuaterniones unitarios S®
a S0(3), dado que dos cuaterniones unitarios opuestos ¢ y —¢ proporcionan la
misma rotacién. Dicho de otra forma, podemos expresar esto como SO(3) =
S$3/{+£1} = RP3. Resumimos lo anterior diciendo que si p = (p,6) € SO(3),
donde p = (p1,pa, p3) € S?, entonces tenemos la siguiente asociacion:

0 . . 0
p=(p,0) — =£(cos 5T (p1% + p2j + psk)sen 5) (2.1)

También se puede llegar a estos resultados evaluando la composicion de
dos reflexiones, lo cual proporciona una rotacion en torno a la interseccién
de los conjuntos invariantes de cada reflexién (véase [Cox3]).

2.3. Grupos finitos de cuaterniones

En esta seccién analizaremos los grupos finitos de cuaterniones, a partir
de la caracterizacién que se hizo en la seccion 1.4 de los subgrupos finitos de

SO(3).

Sabemos que los cuaterniones unitarios ¢ y —¢ inducen la misma rotacion
C,(z) = qrq. Asimismo, una rotacién determina un par de cuaterniones

unitarios. Entonces, cada grupo finito de cuaterniones G estara relacionado
con un subgrupo de SO(3), dado por {C, € SO(3) : ¢ € G} y el orden de G
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serd una o dos veces el del grupo correspondiente en SO(3), de acuerdo con
que —1 esté o no en G.

Denotaremos por 2C,, 2D,,, 27, 20, 27 a los grupos de cuaterniones que
contienen a —1. La notacién 2§ significa {g €H : C, € G}, de manera que
para G < SO(3), y 2G < H, se cumple la relaciéon 2G/{£1} = G. Cuando
—1 no pertenece al grupo de cuaterniones G, el subgrupo correspondiente
G’ < SO(3), no tiene rotaciones de orden 2, ya que si tuviéramos un medio
giro g = C,, entonces Id = (C,y)* = Cp, y como (—1)*> =1, —1 € G, una
contradiccién. Los inicos subgrupos de SO(3) sin medios giros son los grupos
C, con n impar. Por lo que denotaremos por 1C,, a los grupos de cuaterniones
correspondientes. En resumen, tenemos la siguiente caracterizacion de los
grupos finitos de cuaterniones unitarios:

Si G es un grupo finito de cuaterniones unitarios G < S®, entonces G es
alguno de los siguientes grupos:

27, 20, 27, 2D,, 2C,, 1C, (n impar) (2.2)

En el capitulo anterior determinamos un conjunto generador para cada
subgrupo finito de SO(3). A partir de esas rotaciones obtendremos ahora los
generadores correspondientes para los grupos finitos de cuaterniones, median-
te la asociacién p = (p,0) «— *(cos0/2 + (p1i + p2j + psk)sen@/2), donde
p € S? C R?; esto también lo podemos expresar como p = (p, ) «— +eP?/?
(en esta parte se hace uso de la identificaciéon e; ~ i, es ~ j, e3 ~ k.)

Los grupos 1C, y 2C,

En primer lugar, determinamos los generadores del subgrupo 1C, < H
(con n impar). Dado que su orden es el mismo que el de C,, < SO(3), un
generador es e*™/" es decir 1C, = <e2”/ " >

Para encontrar generadores de 2C,, < H, contamos con un generador de
C,, dado por (i,27/n). Por lo que el cuaternién asociado es e™/™ y es un
generador de 2C,, que, de esta forma, cuenta con el doble de elementos que
C,, < SO(3). Asf pues, tenemos 2C,, = (e™/™).

Sabemos que los tnicos subgrupos de C,, son los C,, donde m divide a n.
Por eso, para 2C,,, tenemos que si m divide a 2n, entonces hay un subgrupo
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de orden m. Ahora bien, si m es par, el subgrupo es un 2C,,/s; si, por el
contrario, m es impar, entonces se trata de un 1C,,.

El grupo 2D,

Para el grupo 2D,, contamos con los generadores de D,,, (i,27/n) y (4, 7).
Por lo que los cuaterniones correspondientes son e™/" y ¢™/2 = j. Es decir,
2D, = (™" j).

De manera similar al grupo 2C,, también los subgrupos de 2D, son
aquéllos cuyo orden divide, en este caso, a 4n; variando segun la paridad
del divisor m. Si m divide a 4n y es impar, entonces 1C,, < 2D,,, si m divide
a 2n, entonces 2C,, < 2D,, y si m divide a n tenemos que 2D,, < 2D,,. Por
ejemplo, para el subgrupo 2D,, tenemos los subgrupos

1Cy, 2C4, 2Cy y el propio 2Ds.

El grupo 27

Para abordar el estudio del grupo 27, recordemos que un conjunto gene-
rador de 7 estaba formado por (i + j + k,27/3) y (i, 7). De manera que los
cuaterniones generadores son e™/3 y ¢™/2 =4, donde u = (i + j +k)/v/3. Es
decir, 27 = (e™/3,1 ).

El sistema de subgrupos de 27 presenta una mayor variedad, debido a
los distintos subgrupos de 7. En principio, los subgrupos de 7 son del tipo:
Cy, Cy, C3, Dy y el propio 7. Por lo tanto, los subgrupos de 27 son del tipo:
1Cy, 2Cy, 2Cs, 1Cs5, 2C3, 2D5 y 27 . A continuacion revisaremos cada uno de
estos subgrupos.

Es claro que el tunico subgrupo de orden uno es {1} = 1C;; asi como
también el tnico subgrupo de orden dos es {1, —1} = 2C;.

A partir de los medios giros de 7 determinamos subgrupos de cuater-
niones de orden cuatro. Asi obtenemos tres subgrupos de tipo 2C,, cada uno
correspondiente a un eje 2-periddico de 7. Estos subgrupos son los siguientes:

{Lia _17 _2}7 {1?j7 _17 _j} y {Lka _17 _k}

Ahora bien, tomemos una rotacién de 7 de orden tres; por ejemplo,
p=(i+j+k,2n/3) € T. Esta rotacién determina los cuaterniones 1/2 +
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i/2+j/2+k/2y —1/2 —1i/2 — j/2 — k/2. De estos dos, el primero tiene
orden seis, mientras que el segundo tiene orden tres; asi que utilizaremos
éste ultimo como generador del grupo

{17—1—22—j—k’—1+Z2—|—j+/€}glC}

Notamos que los elementos de este subgrupo corresponden a las tres rota-
ciones asociadas a un eje 3-periédico de 7, como era de esperarse. Entonces
concluimos que hay cuatro subgrupos isomorfos a 1Cs, cada uno asociado a
un eje 3-periédico de 7.

Al utilizar como generador el otro cuaternién determinado por la rotacién
p = (i+ 7+ k2r/3) € T, obtenemos seis cuaterniones, entre los que se
encuentra —1. Por lo cual, ahora generamos un grupo isomorfo a 2Cs

i ir il
{:I:l,:l: HJ;‘H 4 Z2J }22(:3.

De igual manera, contamos con cuatro de estos subgrupos, uno por cada eje
3-periddico de 7.

Por otro lado, como hay un sélo subgrupo Dy < 7, éste induce el subgrupo
2Dy < 27, que igualmente se encuentra formado por la unién de los tres
subgrupos isomorfos a 2C,, es decir

{+1,+i,+j, +k} = 2D,

Claramente este subgrupo tiene orden ocho. En el siguiente capitulo lo estu-
diaremos un poco mas de cerca.

Estos son todos los subgrupos propios de 27, ya que de haber algin otro,
necesariamente seria del tipo 2G, con G < 7 y ya hemos cubierto todos los
subgrupos de 7.

Resumimos lo anterior en la siguiente tabla:

Subgrupos de 27

Subgrupo | 1C; | 2C; | 1C3 | 2Cy | 2C5 | 2Dy | 2T
Orden 1 2 3 4 6 8 24
Indice 24 | 12 8 6 4 3 1

Cantidad | 1 1 4 3 4 1 1
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El grupo 20

Por lo que toca al grupo 20, como los generadores de O son (i+j+k, 27/3)
y (7 + k,7), los cuaterniones correspondientes son e™/3 y em™/2 donde u =
(i4+j+k)/V3yv=(j+k)/V2. Asi obtenemos el conjunto generador para
el grupo 20 = (e™/3, e™/?).

Analogamente al desarrollo efectuado para el sistema de subgrupos de
27, para el grupo 20 tenemos que los subgrupos de O determinan tanto
el tipo, como el nimero de subgrupos isomorfos. Por lo tanto, dado que los
subgrupos de O son del tipo: Ci, Co, C3, Cy4, Do, D3, Dy, T y el mismo O.
Para 20 los subgrupos son del tipo: 1Cy, 2Cy, 2Cs, 1C3, 2C3, 2Cy, 2Dy, 2Ds5,
2Dy, 2T y el mismo 20.

Cada subgrupo G de O determina un subgrupo de 20, ya sea del tipo 1G
0 2G. Por esta razén, el nimero de subgrupos isomorfos en 20 es el mismo
que el nimero de subgrupos isomorfos correspondientes en O. Por ejemplo,
vimos que en O habia 3 subgrupos isomorfos a C4, de manera que en 20
habra también 3 subgrupos isomorfos a 2Cy.

Podemos resumir esta situacion mediante la siguiente tabla, la cual es
similar a la que se obtuvo para 27 a partir de 7.

Subgrupos de 20

Subgrupo | 1C; | 2Cy | 2Co | 1C3 | 2
Orden 1 2 4 3 6
Indice 48 24 12 16 8
Cantidad 1 1 9 4 4

Q

3 | 2C4

wW| S| o

Subgrupo | 2D, | 2D5 | 2Dy4 | 27 | 20

Orden 8 12 16 | 24 | 48
Indice 6 4 3 2 1
Cantidad 4 4 3 1 1

El grupo 27

Por tltimo, para el grupo 27 los generadores de Z son (i + j + k,27/3) y
(i+7 Yj+7k, 7); de forma que 27 = <e”"/3, emw/2 >, donde u = (i4+j+k)/V/3,
w=1/2+j/2r +kr/2y T =(1++5)/2.
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Del mismo modo que se hizo con 27 y 20, para 27 se dard una lista
de todos los subgrupos. El andlisis es exactamente el mismo que en aquellos

casos, por lo que sélo se presenta la tabla que resume el sistema de subgrupos
de 27.

Subgrupos de 27
Subgrupo | 1C; | 2C; | 2Cy | 1C3 | 2C3 | 1C5
Orden 1 2 4 3 6 5
Indice 120 60 | 30 | 40 | 20 | 24
Cantidad | 1 1 15 10 | 10 6

Subgrupo | 2C5 | 2D, | 2D3 | 2D5 | 27 | 27
Orden 10 8 12 | 20 | 24 | 120
Indice 12 15 10 6 5 1

Cantidad | 6 5 10 6 5 1

Resumimos los resultados obtenidos sobre los generadores de cada grupo
de cuaterniones, en la siguiente lista:

27 = <e“”/3,w>
20 = ("3 v) donde u:(z+‘]—\/§+kj)

0T — <e“”/3,i> w:i—i-jT—l—l—kT

2
: |+ k

2D, = (emi/m j) v=71""
V2

2C, = (e™/m) T=1+\/g

. 2
]-Cn — <627m/n>

Hemos visto que si ‘H es un subgrupo de G en SO(3), lo mismo sucede con
2H vy 2G en H, es decir:

H<G<SO3) = 2H < 26 < H.

Geométricamente esto significa que dentro de cada figura relacionada con el
grupo 2G se encuentra inscrita una figura relacionada con 2H.

Mas atn, ya que si uno de los subgrupos es normal, el subgrupo corres-
pondiente, también lo es. De forma precisa tenemos el siguiente resultado:
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Lema 6 Sea G un grupo finito de rotaciones G < SO(3), H es un subgrupo
normal de G, si y solo si el subgrupo de cuaterniones correspondiente 2H es
normal en 2G, es decir, H 1 G < SO(3) < 2H <2G < H.

Prueba. Supongamos que H es normal en G < SO(3), asi para cualquier
rotaciéon C; € G tenemos C,;HC; = H, o bien, para una Cj € H existe una
Cr € H tal que C,C,C7 = CY, pero esto evaluado en z implica

C,CrCq(z) = qhGrqhq = kxk <= qhg=k € 2H

de aqui se sigue que ¢2Hq = 2H, o sea 2H <1 2G < H
Inversamente, se procede de manera andloga. Se supone 2H normal en
2G, lo cual implica que qghq = k, donde h, k € 2H, por lo que

C,ChCq(z) = qhqrqhq = kxk = Cy.
lo cual nos lleva a que H <G < SO(3). =

En el siguiente capitulo haremos uso del conocido resultado que dice que
As, el subgrupo alternante de Ss, es simple. De manera que Z = Aj no
tiene subgrupos normales; para 27 solamente tenemos un subgrupo normal,
2C; = {1, —1}. Igualmente, dado que Sy tiene dos subgrupos normales: Ay y
uno isomorfo a Dy, tenemos que 20 cuenta con 2Cy, 27 y 2D, como subgrupos
normales, donde también 2D, <1 27 . Retomaremos estos resultados cuando
abordemos los entramados inscritos en un politopo.



Capitulo 3

Grupos finitos de cuaterniones
y politopos

Vimos en el capitulo anterior que cada rotacién p € SO(3) esta asociada
a un par de cuaterniones unitarios. Ahora bien, en este capitulo analizare-
mos la configuracién de los puntos de cada subgrupo finito de cuaterniones,
obtenido a partir del grupo de rotaciones correspondiente. De esta forma,
conseguiremos algunos de los politopos requlares en cuatro dimensiones.

A cada grupo de cuaterniones se le asociara una figura geométrica, que
llamaremos politopo'. Asi pues, podemos rescatar el estudio hecho sobre los
subgrupos de un grupo de cuaterniones G < H, y relacionarlo con figuras
inscritas en el politopo asociado. Para este fin, omitiremos algunos subgrupos,
ya que el andlisis se centrara en las clases laterales determinadas por cada
subgrupo de G. Por esta razon, excluiremos: el subgrupo formado por un solo
elemento, 1C; = {1}, donde las clases laterales corresponden a los propios
vértices del politopo; el subgrupo de dos elementos, 2C; = {1,—1}, cuyas
clases laterales son segmentos que unen los vértices antipodales; y el mismo
G considerado como subgrupo, pues determina una sola clase lateral.

Un politopo es la envoltura convexa de n puntos en un espacio de dimensién k. Este
concepto generaliza la idea de poligono y poliedro, considerandolos como politopos de
dimensiéon 2 y 3, respectivamente. Nos limitaremos a politopos de dimensién menor o
igual a 4. Para un estudio més general véase [Cox2].

95
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3.1. Los subgrupos 1C, y 2C,

Empecemos el estudio analizando la configuracién que proporcionan los
grupos ciclicos 1C,, y 2C,.

Estos grupos estan generados por un solo elemento, de manera que los
n puntos de 1C,,, para n impar, concuerdan con los vértices de un n-agono
regular en el plano a + (i («, € R). La rotacién identidad se relaciona con
el cuaternion 1, por lo que el poligono {n} pasa por este punto.

Respecto de 2C,,, como este grupo cuenta con los dos cuaterniones ¢ y —¢q
asociados a una misma rotacién, su orden es el doble del orden de C,, y sus
elementos conforman un 2n-agono regular en el plano a + (i (o, f € R). En
este caso, el poligono {2n} pasa por los puntos 1 y —1 (figura 3.1).

(l) 2mi/n (l) CT[ iln

W T\ /A0

/

(D (1)

7 N ) N

Figura 3.1: Configuraciones de puntos para 1Cs y 2Cs.

Los subgrupos de 1C,, y 2C,, son del tipo 1C,, v 2C,, con m un divisor de
n. Por lo tanto, un subgrupo de 1C, o de 2C, tan sélo induce un poligono
inscrito en {n} o en {2n}, segin sea el caso.

3.2. Los subgrupos 2D,

Revisaremos ahora las configuraciones de puntos de los grupos diédricos
2D,,. Como caso particular de uno de ellos, obtendremos el primer politopo
regular de cuatro dimensiones.

Sabemos que el grupo 2D,, esta generado por < emi/n g > Esto produce un
poligono {2n} en el plano « + Fi (a, B € R) formado por las 2n potencias
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de €™/ y otro poligono {2n} en el plano a;j + Bk formado por el producto
de j con las potencias de e™™. En términos de teorfa de grupos resulta
<e’”/ ”> = 2C, < 2D, con indice igual a dos y cada 2n-dgono corresponde a
una clase lateral de 2D,,/2C, (figura 3.2).

of”

A _\
=

Figura 3.2: Las dos clases laterales de 2Dj.

Si formamos la envoltura convexa de estos puntos, obtenemos una figura
compuesta por dipiramides? formadas por el poligono de uno de los planos
(digamos v+ i), y los pares de puntos ¢ y —¢q del poligono en el otro plano.
Una representacion grafica de esta situacion se muestra en la figura 3.3. Para
estas figuras usaremos la notacién {2n}{2n}.

El politopo {3, 3,4}

En particular, para n = 2 tenemos 2Dy = (i,j) = {£1,+i,+j, £k}
Lo cual nos brinda una distribucién de 8 vértices en S3. Si unimos cada
vértice v con todos los demads, salvo su propio negativo —v, conseguimos 24
aristas del tipo {i, 7}, incidentes por séxtuplas en cada vértice. Por ejemplo,

2Llamamos dipirdmide al par de pirdmides congruentes, que se encuentran unidas por
su base.
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Figura 3.3: Configuracion de puntos para 2Ds.

para el vértice i, las aristas son {1,:}, {—1,4}, {i,7}, {7, =7}, {4, k}, {i, —k}.
Asimismo, se generan 32 tridngulos del tipo {7, j, k} y 16 tetraedros del tipo
{1,4,7,k}. Como la distancia entre cualesquiera dos vértices adyacentes es
siempre igual a v/2, los tetraedros son todos regulares. Este es el politopo

conocido como {3, 3,4} (figura 3.4).

Enlistamos en la siguiente tabla el nimero de elementos con que cuenta

este politopo.

Politopo {3, 3,4}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
8 24 32 16

Asi obtenemos el primer resultado sobre grupos finitos de cuaterniones y

politopos regulares tetradimensionales:

El grupo de cuaterniones 2Dy induce el politopo de cuatro dimensiones

(3,3,4}.

Recordemos que 2D, tiene como subgrupos propios no triviales a 2C; y
2C,. Las dos clases laterales inducidas por 2Cy corresponden a dos cuadrados

3Aqui el Sfmbolo de Schlifli {p,q,r} representa el politopo formado por celdas polié-
dricas de la forma {p, ¢}, mientras que las figuras verticiales son poliedros del tipo {g¢,r}.

Véase [Cox2].
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Figura 3.4: Politopo {3, 3,4}.

inscritos en {3, 3,4}, formados por los vértices {1, +i} y {£7, £k} en uno
de los casos (figura 3.5). Configuraciones de este tipo hay tres, ya que hay
tres subgrupos isomorfos a 2C,. El subgrupo 2C; corresponde a los segmentos
que unen los cuaterniones q y —q.

Figura 3.5: Clases laterales de 2Cy en 2Ds.
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El politopo {4, 3,3}

Por dualidad, sabemos que podemos obtener el politopo {4,3,3} par-
tiendo del politopo anterior {3, 3,4}, si unimos los baricentros de las celdas
(tetraedros) que tienen una cara en comun. El politopo asi obtenido cuen-
ta con 16 vértices, provenientes de los 16 tetraedros de {3,3,4}; 32 aristas,
que corresponden a las 32 caras triangulares del anterior; 24 caras (cuadra-
dos) dado que en torno a cada una de las 24 aristas de {3,3,4} hay cuatro
tetraedros; y por tltimo, 8 celdas (cubos), una por cada vértice de {3, 3,4}.

Sin embargo, todavia no podemos relacionar este politopo con algin
subgrupo finito, ya que los cuaterniones correspondientes a los vértices de
{4, 3,3} no pertenecen a la esfera S®. De cualquier modo, basta con tomar
los multiplos escalares convenientes que garanticen que cada cuaternion ten-
ga norma igual a 1. Con esto simplemente se amplifica el tamano del politopo
{4, 3,3} que, de esta forma, ahora se encuentra inscrito en S*. Veremos en
seguida cudl es la expresion de cada uno de los vértices.

Como el baricentro de una celda tetraédrica de {3, 3,4} es equidistante de
cada vértice de ese tetraedro, y los vértices eran de la forma {£1, +i, +j, +k},
los coeficientes del baricentro ag + a1@ + asj + aszk son todos iguales, salvo
por el signo; es decir, |a,| = a, p = 0,1,2,3. Al multiplicar por el escalar
A = 1/2a € R conseguimos un cuaternién unitario; asi pues, resulta alguno
de los 16 cuaterniones siguientes: £1/2 +i/2 + j/2 £ k/2. (figura 3.6)

De manera similar al politopo {3,3,4} tenemos el niimero de elementos
que lo conforman.

Politopo {4, 3,3}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
16 32 24 8

Cabe hacer notar que estos 16 vértices no forman un grupo, ya que no
incluyen al elemento neutro. Aun asi, veremos en la seccion siguiente que en
realidad se trata de dos clases laterales del grupo 27 .

3.3. El grupo 27

Comentamos en la seccién anterior que las combinaciones +1/2 +i/2 +
j/2 + k/2 nos daban los 16 vértices del politopo {4, 3,3}. Ahora bien, si
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Figura 3.6: Politopo {4, 3,3} dual de {3, 3,4}.

tomamos alguno de estos puntos, por ejemplo 1/2+1/2+ /24 k/2 = /3,

donde u = (i + j + k)/v/3, y lo multiplicamos por los ocho elementos de
2D, = {#£1,+i,4j, +k} el resultado 2D; - ¢“™/3 es otro {3,3,4} isométrico
a 2D, como lo muestra la siguiente tabla, donde también se ha calculado el

producto 2D, - €247/3.
2D2 - etm 3 2D2 2,Dg . 62U7r 3
+(1/2+i/2+7/2+k/2) +1 +(—=1/2+i/2+7/2+k/2)
+(—=1/24+1/2—j/2+k/2) +i +(—=1/2—1i/2—j/2+ k/2)
+(—=1/24+1/2+ /2 —k/2) +9 +(—=1/2+1i/2—j5/2—k/2)
+(=1/2—1/24j/2+ k/2) +k +(-1/2—-1/24+j/2 —k/2)

Los 8 vértices de 2D, - €?*™/3 también forman un {3, 3,4} isométrico a los
dos anteriores. Podemos apreciar los tres distintos {3, 3,4} en la figura 3.7.

Por la seccién anterior, sabemos que la unién 2D,e®™/3 U 2Dye?"™/3 co-
rresponde al politopo {4, 3,3}. Pero esto es valido para cualquier seleccién
de dos {3,3,4} de entre los tres descritos arriba, pues basta con multiplicar
2D,e™/3 v 9Dy /3 por e*™/3, para obtener

2D2€u7r/3 . 6u7r/3 _ 2D262u7r/32D262u7r/3 . 6u7r/3 = 2D,

y como [e*™/3| = 1, la distancia se preserva; por lo tanto, 2D,2e%™/® y 2D,
son iméagenes isométricas de 2D,e*™/3 y 2D,e*"/3 | respectivamente.
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Figura 3.7: Tres {3, 3,4} isométricos entre si.

Si recordamos que el grupo 27 esta generado por < e2um/3 > veremos que
en realidad los vértices de los tres {3, 3,4} son los puntos de 27", donde 2D,
es un subgrupo normal de indice tres, por lo que cada clase lateral de 27 /2D,
corresponde a un {3,3,4} y la union de cualesquiera dos clases laterales de
27 /2Dy induce un {4,3,3}. De aqui concluimos que el grupo 27 corresponde
a la union {3,3,4} U{4,3,3} (figura 3.8).

El politopo {3,4,3}

Cada arista de {3, 3,4} une los centros de dos cubos adyacentes de {4, 3, 3},
atravesando la cara comun por el centro. De manera que podemos formar con
los cuatro vértices de ese cuadrado comun y los dos extremos de la arista,
un octaedro regular, ya que la distancia entre dos vértices del cuadrado es la
misma que su distancia al centro del cubo (figura 3.9).

De esta forma, las 24 aristas de {3,3,4} generan 24 octaedros regulares
constituidos por todos los puntos del grupo 27, ya que los tres puntos que
forman un tridgngulo del octaedro son los puntos u € 2D,, ue™3 y ue?™/3
que, como vimos, se encuentran a una misma distancia. Este es el politopo
{3,4,3} (figura 3.10), conformado por 24 vértices, 8 del {3,3,4} y 16 del
{4,3,3}; 96 aristas, ya que ademads de las 32 del {4, 3,3}, por cada cubo se
obtuvieron 8 nuevas aristas; y 96 caras, 12 por cada uno de los 8 cubos.

Enlistamos sus elementos en la tabla siguiente.

Politopo {3,4,3}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
24 96 96 24
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Figura 3.8: {3,3,4} U {4, 3,3}.

L

Figura 3.9: Octaedro regular obtenido a partir de {3,3,4} y {4, 3,3}.
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Figura 3.10: Politopo {3, 4, 3}.

Asi obtenemos el segundo resultado sobre grupos finitos de cuaterniones
y politopos regulares tetradimensionales:

El grupo de cuaterniones 27 induce el politopo de cuatro dimensiones
{3,4,3}. Este politopo es la union de un {3,3,4} y un {4,3,3}.
La figura 3.11 muestra otra representaciéon grafica del politopo {3,4, 3}.

Figura 3.11: Politopo {3, 4, 3}.
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Como este politopo fue formado a partir de tres {3, 3,4}, podemos estable-
cer las siguientes relaciones: los vértices de dos {3, 3,4} generan un {4, 3, 3},
analogamente, los vértices de tres {3,3,4} forman un {3,4, 3}, relacionan-
do ambas expresiones llegamos a que los vértices de dos {3,3,4} se pueden
agrupar conforme a tres {4, 3, 3}.

Algo interesante en la distribucién de estos politopos, es que, a diferencia
del caso tridimensional, en S® sf es posible acomodar dos {4, 3,3} de manera
que los vértices en la interseccién correspondan a un {3, 3,4}; mientras que
los vertices de la unién disjunta conformen otro {4,3,3}. En la figura 3.12
los dos {4, 3,3} se representan mediante H; y Hs. Su interseccion, {3,3,4}
esta representada por una linea, mientras que Hjz corresponde a la unién
disjunta de H; y Hso y representa el tercer {4, 3, 3}.

Figura 3.12: Tres {4, 3,3} con intersecciones del tipo {3,3,4}.

Consideremos ahora el sistema de subgrupos propios no triviales de 27,
del cual excluiremos al subgrupo 2C; que sélo identifica vértices antipodales.

Sea G un subgrupo de 27; este subgrupo determina n clases laterales,
donde n = [27 : G]. Cada clase corresponde a una cierta figura (aquélla
proveniente de G como grupo de cuaterniones); de manera que G produce un
entramado de n figuras iguales, inscritas en el politopo {3, 4, 3}. Sin embargo,
en general hay varios subgrupos G, Gs, . ..G,, isomorfos, como vimos en la
seccion 2.3, por lo que hay tantos entramados como subgrupos isomorfos
a G. Ahora bien, si el subgrupo G es normal, las clases laterales derechas
son iguales a las clases laterales izquierdas, de forma que el entramado es
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el mismo; pero si el subgrupo G no es normal, contamos con una serie de
entramados a derecha y otra serie de entramados a izquierda.

En el caso de 27, encontramos los siguientes entramados inscritos en
{3,4,3}:

1) Cada subgrupo isomorfo a 1C3 genera un entramado de [27 : 1C3] = 8
triangulos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro a
izquierda.

2) Cada subgrupo isomorfo a 2Cy genera un entramado de [27 : 2Cy] =
6 cuadrados. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a
izquierda.

3) Cada subgrupo isomorfo a 2C3 genera un entramado de [27 : 2C;3] = 4
hexagonos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro a
izquierda.

4) El subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de [27 : 2Dy| = 3
politopos {3,3,4}. Hay sélo uno de estos entramados, ya que el sub-
grupo es normal.

3.4. El grupo 20

Recordemos que el grupo 27 es un subgrupo normal de 20, de orden dos;
de manera que la combinacién de las dos clases laterales de 20 /27 correspon-
de a dos {3, 4,3} mutuamente duales. Esto proviene de que {3,4, 3} es auto-
dual, por lo que al tomar el producto 27 -e”™/3 obtenemos una copia isométrica
y dual de 27. Asi pues, 20 induce un arreglo de dos {3,4,3} mutuamente
duales. Veamos con mas detalle las figuras inscritas correspondientes a este
grupo.

Sabemos que cada subgrupo G < 20 generard m entramados de [20 :
G| = n figuras asociadas con G, donde m es el niimero de subgrupos isomorfos
a G. Por lo tanto, como se hizo con el grupo 27, enlistaremos los entramados
inscritos en 20, con base en sus subgrupos propios no triviales.

1) Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [20 : 2Cy] = 12
cuadrados. Hay nueve de estos entramados a derecha y otros nueve a
izquierda.
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2)

3.5.

Cada subgrupo isomorfo a 1C3 genera un entramado de [20 : 1C3] = 16
tridngulos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2C3 genera un entramado de [20 : 2Cs] = 8
hexagonos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2C4 genera un entramado de [20 : 2C4] =
6 octagonos. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de [20 : 2D,] = 6
politopos del tipo {3, 3,4}. Hay sélo cuatro de estos entramados ya que
el subgrupo es normal.

Debido a que dos {3,3,4} pueden inducir un {4, 3,3}, como se vio
anteriormente, se sigue que también contamos con cuatro entramados

de 3 politopos {4, 3, 3}.

Cada subgrupo isomorfo a 2D3 genera un entramado de [20 : 2D;3] =4
figuras {6}{6}. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro
a izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de [20 : 2D4| = 3
figuras {8}{8}. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a
izquierda.

El subgrupo isomorfo a 27" genera un entramado de [20 : 27| = 2 poli-
topos {3,4, 3}. Hay s6lo uno de estos entramados, ya que el subgrupo
es normal.

El grupo 27

Recordemos que el grupo 27 se obtuvo a partir del grupo Z de rotaciones
del dodecaedro duplicando el nimero de elementos. Asimismo, conseguimos
como generadores a los cuaterniones w = (i + j7 4+ k771)/2 y >3 donde
u=(i+j+k)/V3.

Para facilitar el andlisis de la distribucién de los 120 puntos de 27, fijemos
la atencion en lo que sucede respecto de un solo punto, el cuaternién e = 1,
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al intersectar el politopo correspondiente a 27, con espacios tridimensionales
a partir del punto e. Para estas intersecciones, usaremos el término n-ésima
seccion de {3,3,5}, y las denotaremos por ng. El subindice indica que el
primer espacio tridimensional intersecta al politopo en un solo punto (el
cuaternién e = 1); a diferencia de las secciones que se obtienen cuando la
primera interseccién es una arista, una cara o una celda poliédrica, en tales
casos los subindices son 1, 2 y 3, respectivamente.

En esta seccién denotaremos al cuaternion 1 por e para evitar confusiones
entre 1 como cuaternién y 1 como cantidad escalar.

El politopo {3,3,5}
Las secciones 15 y 7y

En el grupo Z < SO(3) encontramos 12 rotaciones 5-periddicas, de dngulo
27 /5. Estas rotaciones proporcionan 24 cuaterniones de orden cinco; de los
cuales, 12 se encuentran a una distancia de e igual a 77! Estos 12 puntos son
los més cercanos a e, de manera que los agruparemos en la primera seccion
1o de {3,3,5}. Sus coordenadas son:

1o
rxixr k| rxitr [t Lk
2 2 2

Observamos que la minima distancia entre dos de ellos también es 771

por ejemplo para los cuaterniones (7+j+71k)/2 y (7+j—7"'k)/2 tenemos:

T+i+7% T4+ —711% 1
— =7 .
2 2

De hecho, para cada punto de 1y podemos encontrar 5 puntos justo a esta
distancia, ademéas del mismo e; de manera que los 12 puntos corresponden
a los vértices de un icosaedro regular de arista 77!, que asociamos con 1
(figura 3.13).

En este icosaedro la longitud de las aristas es igual a la distancia de un
vértice hacia el centro. Por esta razén, podemos considerar el icosaedro como
la unién de 20 tetraedros regulares de arista 771

También con respecto de —e encontramos una seccién isométrica a 1.
Veremos que es la séptima, por lo que la denotaremos 7. Salvo por el punto
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Figura 3.13: La seccién 1, corresponde a los vértices de un icosaedro.

—e, considerado como una seccién, 7y es la seccién mas lejana de e. Los
puntos de 7, son del tipo —¢, donde g € 1,.

Las secciones 2; y 6

Seguimos con las rotaciones de orden 3, es decir, con dngulo 27 /3. Estas 20
rotaciones proveen 20 puntos cuya distancia a e es igual a 1, y como se trata
de cuaterniones unitarios, notamos que equidistan tanto del centro 0 como
del punto e. La minima distancia entre ellos también es 77!, de manera que
corresponden a los vértices de un dodecaedro regular que denotamos 2, se
trata de la sequnda seccion de {3,3,5}. La expresién de estos 20 cuaterniones
es la siguiente:

2
1t yxrk [ 1Lk |17 itryj [ 1£itj Lk
2 2 2 2

Mediante un sencillo calculo comprobamos que la minima distancia entre
un punto de 2y y uno de 1g es 7%, por ejemplo para (7 + j + 7 'k)/2 € 1,
y (L+771+7k)/2 € 2

T+i+7% 1+ 4Tk 1
— =7 "
2 2

De hecho, hay tres puntos de 1y a esta distancia; por lo que podemos
construir un tetraedro regular por cada punto de 2y, al unirlo con los tres
puntos més cercanos de 1, (figura 3.14).

De este modo, obtenemos otros 20 tetraedros. Sin embargo, ademas de es-
tos 20, tenemos otros 30 tetraedros regulares, que resultan de unir los vértices
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Figura 3.14: La seccion 2( corresponde a los vértices de un dodecaedro.

de 2y entre si (figura 3.15), ya que para q,p € 2y, d(p,q) = 7. Llevamos
hasta el momento, 70 tetraedros regulares.

Figura 3.15: Las aristas del dodecaedro 2y forman 30 tetraedros.

De nuevo contamos con una situacién andloga para el cuaternio —e. La
secci6én correspondiente es 6y = {—G : ¢ € 2¢}.

Las secciones 3 y 5¢

Aun quedan otras 12 rotaciones de orden cinco, esta vez por un angulo
47 /5, que proporcionan 12 puntos a una distancia v/772+ 1 de e. Estos
puntos corresponden a los ‘cuadrados’ de los vértices de 1y, de manera que
coinciden con los vértices de un icosaedro. Se trata de la tercera seccion de
{3,3,5}, cuyos puntos son:

30
rixrjxk |l EriLy [ T i LTk
2 2 2
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Al unir cada vértice de 3 con el respectivo vértice de 1 y los 5 vértices
de 2p mas cercanos, obtenemos otros 5 tetraedros por cada punto de 3, es
decir, tenemos 60 tetraedros mas (figura 3.16), con lo que llegamos a 130
hasta ahora.

Figura 3.16: La seccion, 3y determina 60 tetraedros.

Respecto de —e la seccién correspondiente a 3y es 5o = {—G: ¢ € 3¢}

La seccién 4,

Por ltimo, las 15 rotaciones por un angulo m determinan los 30 puntos
de la cuarta seccion 4y que son los siguientes:

4o
trlitjErk | itk it Lk
2 2 2

+i, 45, +k

En esta ocasion conservamos los 30 puntos, y no sélo la mitad; ya que
ahora todos ellos son equidistantes tanto de e, como de —e. Cada punto
de 4y se puede relacionar con una arista de 2(, por lo que los 30 puntos
corresponden a los vértices de un icosidodecaedro (figura 3.17).

Cada uno de sus vértices genera 2 tetraedros al asociarse a los puntos de
3y més cercanos (figura 3.18). Como sus distancias a 29 y 3y son 771, se trata
de tetraedros regulares, con lo que anexamos 60 tetraedros mas a la lista, y
sumamos 190 por ahora (figura 3.19).
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Figura 3.18: Cada punto genera dos tetraedros.

Vimos que los puntos de 4, corresponden a los vértices de un icosidode-
caedro. Si ahora los unimos (figura 3.20), dado que la minima distancia en-
tre ellos es nuevamente 71, obtenemos otros 60 tetraedros regulares, cuyos
vértices son: uno de 2, uno de 3y y los dos de 4 que fueron unidos; de esta
forma llegamos a 250 tetraedros (figura 3.21).

Con este procedimiento nos quedan “huecos”, donde podemos formar
otros 20 tetraedros con un vértice en la seccién 2 y los tres restantes en la
seccién 4y (figura 3.22)

Hasta este momento llevamos 270 tetraedros, recordemos que respecto
del cuaternién —e sucede lo mismo que para e, por lo que el grupo 2Z nos ha
proveido 540 tetraedros. Los 60 restantes los encontramos “en medio” de esta
configuracion, en el sentido siguiente: cada tetraedro (de estos 60) tendrd un
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Figura 3.20: 60 tetraedros al unir los puntos de 4.

vértice en el icosaedro 3y, un vértice en el icosaedro 5y y dos vértices en el
icosidodecaedro 4, (figura 3.23).

En total, los 120 puntos provenientes de 27 son ¢ = 1, —e = —1 y los
siguientes:
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Figura 3.22: 20 tetraedros con un vértice en 2.

1oy 7o 20 y 69 30 ¥ 90 4o
(24 pts) (40 pts) (24 pts) (30 pts)
trt itk | X1k | £k | BN £ TR
2 2 2 2
trtitr | FlEriEr R | Er ik | itk
2 2 2 2
tr+r Ntk | 1+ ity | 2t LiETE | it Lk
2 1+ 2:I: B3 : 2
12 J +i, +j, +k

Estos 120 puntos de 27 generan 600 tetraedros, dispuestos de manera que
cada punto pertenece a 20 de ellos, como en el caso de e respecto de 1j. De
esta forma, las celdas son tetraedros regulares y para cada punto la figura
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Figura 3.23: 60 tetraedros entre 3q y 5

verticial es un dodecaedro, por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

El grupo de cuaterniones 2Z induce el politopo de cuatro dimensiones
{3,3,5}.

Enlistamos a continuacién los elementos que conforman este politopo:

Politopo {3,3,5}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas

120 720 1200 600

De manera similar al grupo 20, cada subgrupo G < 27 genera m entra-
mados de [2Z : G| = n figuras asociadas con G, donde m es el nimero de
subgrupos isomorfos a G. Por lo tanto, tenemos que el sistema de subgru-
pos propios no triviales de 27, induce los siguientes entramados inscritos en

{3,3,5}*

1) Cada subgrupo isomorfo a 2Cy genera un entramado de [2Z : 2Cs] = 30
cuadrados. Hay quince de estos entramados a derecha y otros quince a
izquierda.

2) Cada subgrupo isomorfo a 1C3; genera un entramado de [2Z : 1C5] =
40 tridngulos. Hay diez de estos entramados a derecha y otros diez a
izquierda.

4Dado que A5 22 T es simple, en 27 sélo encontramos el subgrupo normal 2C; . Salvo por
este subgrupo, cada serie de entramados derivados de un subgrupo se presenta a derecha
y a izquierda.
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3)

Cada subgrupo isomorfo a 2C3 genera un entramado de [2Z : 2Cs] =
20 hexagonos. Hay diez de estos entramados a derecha y otros diez a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 1C; genera un entramado de [2Z : 1C5] =
24 pentagonos. Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [2Z : 2C5] =
12 decdgonos. Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de [2Z : 2D,] = 15
politopos del tipo {3,3,4}. Hay cinco de estos entramados a derecha y
otros cinco a izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2D3 genera un entramado de [2Z : 2D3] = 10
figuras {6}{6}. Hay diez de estos entramados a derecha y otros diez a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2D5 genera un entramado de [2Z : 2D;] = 6
figuras {10}{10}. Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis
a izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 27 genera un entramado de [27 : 27| =5
politopos del tipo {3,4,3}. Hay cinco de estos entramados a derecha y
otros cinco a izquierda.

Los politopos {5,3,3} y {3,3,3}

Hasta aqui hemos agotado todos los subgrupos finitos de cuaterniones;
de manera que no hay grupos finitos asociados para el dual geométrico del
politopo {3, 3,5}, ni para el politopo {3, 3, 3}.

Ademés, dado que el politopo {5,3,3} (dual de {3,3,5}) tiene tantos
vértices como celdas tiene {3, 3,5}, y éstas son 600, tendriamos que, en SO(3)
deberia haber un grupo finito de orden 300, lo cual es falso.

Por lo que toca al politopo {3, 3,3}, como éste cuenta con cinco vértices, el
grupo de cuaterniones asociado deberia tener orden 5, pero los inicos grupos
de cuaterniones de orden impar son del tipo 1C,, con n impar; es decir, deberia
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tratarse de 1Cs; pero ya vimos que este grupo genera un pentagono, por lo
que no hay un grupo asociado al politopo {3, 3, 3}.

De cualquier forma, podemos valernos del trabajo previo para dar las
coordenadas de los vértices del politopo {5, 3,3} por ejemplo.

El politopo {5, 3,3}

Debido a la regularidad de {3, 3,5}, el comportamiento de {5,3,3} es el
mismo en cada uno de sus vértices, por lo que basta con ver qué sucede en
torno a e = 1.

Hemos visto que los 12 puntos de la seccién 14 de {3, 3,5} generan veinte
tetraedros al unirlos al punto e. Si tomamos ahora los baricentros de estos
tetraedros, la figura resultante serd un dodecaedro. Como en el caso del
politopo {4, 3,3}, tomaremos multiplos de los baricentros de las celdas de
{3,3,5}, de manera que tengan norma unitaria. De esta forma, para los
primeros 20 tetraedros de la seccién 1g de {3,3,5}, obtenemos 20 puntos en
S3. A este conjunto de 20 puntos, lo denotaremos 13, ya que se trata de la
primera seccion del politopo {5,3,3} a partir de una celda (figura 3.24).

Figura 3.24: Seccién 13 de {5, 3, 3}.

Estos 20 vértices forman un dodecaedro, pues los tetraedros de los que
provienen son todos ellos adyacentes. A diferencia de los 20 tetraedros que
tienen tres de sus vértices en la seccién 1y y el cuarto en la seccion 2, de
{3,3,5} (figura 3.14), que no son adyacentes entre si. Sus baricentros nos
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proveen otros 20 puntos al tomar miltiplos de ellos en S?; ésta es la sequnda
seccion de {5,3,3}, es decir, 23, (figura 3.25).

Figura 3.25: Seccién 23 de {5, 3, 3}.

Con estas dos secciones, podemos apreciar que las celdas son dodecaedros,
y que las figuras verticiales son tetraedros (figura 3.26), ya que {5, 3,3} es el
politopo dual de {3,3,5}.

Figura 3.26: Celda {5, 3} y figura verticial {3, 3}.

Procediendo de manera analoga, a partir de los baricentros de las celdas
de {3, 3,5} conseguimos las secciones 33,43, . .., 153. Cada seccién es la inter-
secciéon del politopo con un espacio tridimensional. En este caso, tomaremos
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espacios a lo largo del eje real, de tal suerte que la parte real de los cuater-
niones serd constante en cada seccién.

En la siguiente tabla se describen las 15 secciones con sus respectivos
puntos. Para facilitar la lectura de los cuaterniones de cada seccién, se han
expresado como multiplos de los correspondientes unitarios, multiplicados
por un factor 21/2. En todos los casos es necesario efectuar permutaciones
ciclicas de los coeficientes de (x1, z9, x3), para obtener la totalidad de puntos.

Secciones de {5, 3,3}

Seccion | xg (21, T2, x3) Nimero Forma
de puntos
1; 2 (£1,0,+772) 20 Dodecaedro
(7 277 2771
23 NG (£7,0,+771) 20 Dodecaedro
(£1,41,+1)
33 2 (771 1, +7) 30 Icosidodecaedro
(£2,0,0) (Pequetio)
(£, 7, +£777)
45 T (£V/5,+771,0) 60 -
(£1,+771, +2)
(5, £1, £1)
53 1 (£7%,£772,0) 60 ---
(7,42, &771)
(£7%, £77 1 £771)
65 71 (£7,4+5,0) 60 Rombicosidodecaedro
(£1,£2,+7) (Gran icosidodecaedro)
73 T2 (£, 7, £7) 20 Dodecaedro
(£1,£72,0)
(£2, £2,0)
8 0 (5, 7, +771) 60 S
(£1,£772, £72)
9, —72 (como T3) 20 (como T3)
153 —7? (como 13) 20 (como 13)
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Dado que {5,3,3} es el dual geométrico de {3,3,5}, el nimero de ele-
mentos de {5, 3,3}, dado que es el dual geométrico de {3, 3,5}, lo obtenemos

dualidad, conociamos ya el nimero de elementos de {5, 3,3}, dado en la
siguiente tabla:

Politopo {5, 3,3}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
600 1200 720 120
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