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Prefacio

Este libro es un texto para el primer nivel universitario. No presupone “cierta
madurez matemética” sino que se empena en crearla, y sélo requiere del estu-
diante conocimientos minimos del lenguaje de teoria de conjuntos, ademds de
su esfuerzo. Fue concebido y experimentado en cursos de geometria analitica
de primer ano de las licenciaturas en matemadticas, fisica, actuaria y ciencias
de la computacién; pero puede extenderse a otras dreas y emplearse en otros
niveles.

A principios del siglo X X1, la geometria —como drea de las mateméticas—
evade las definiciones pues sus limites son difusos y sus ramificaciones nu-
merosas. Es, quizd, mds que un cuerpo bien definido de conocimiento: una
sensibilidad al practicar el pensamiento abstracto. El titulo de “geémetra” hoy
se lo disputan matemdticos de muy diversas dreas; por dar ejemplos, los que
hacen investigacién en geometria algebraica, geometria diferencial o geometria
discreta se llaman a si mismos “geémetras”, con orgullo, a secas y con razon,
pero a veces también con soberbio aire excluyente. Ademds, a cada rato apare-
cen nuevas sectas de “geémetras” que abren y bautizan dreas como “geometria
computacional”, “geometria simpléctica” o “geometria no conmutativa”’, por
no hablar del uso del término como calificativo: “topologia geométrica”, “con-
vexidad geométrica”, “teoria geométrica de grupos”, “fisica geométrica”, etc.
Quiero dar a entender con esta breve enumeracion —que sélo a unos pocos
lectores dice algo mds que la rimbombancia misma de las palabras— que la
Geometria, ahora si, con mayusculas, estd vivita y coleando: en plena ex-
pansién como el resto de la ciencia. Sea lo que fuere, drea o sensibilidad, es
un motor pujante, activo y prolifico en el imponente desarrollo actual de las
matemadticas. Es, en fin, una parte medular de la matemé&tica contemporinea,
pero a su vez la rebasa como sensibilidad o por sus aplicaciones, la desborda
en sus manifestaciones naturales o artisticas; es una gema de nuestra cultura.

Sin embargo, y en contraste preocupante con este panorama, la educacién
de la geometria en el nivel universitario basico ha quedado estancada y ha sido
relegada casi hasta la vacuidad. En muchas universidades, el curso cldsico de
“geometria analftica” ha desaparecido o se ha integrado a los cursos de cédlculo
como servicio, pues las cénicas —argumentan— son de nivel bachillerato; y
en aquellas donde atin se da es con programas obsoletos que parecen ignorar
que el siglo XIX acontecié. Los cursos de “geometria sintética” o “a la gr-
iega”, a veces llamados con ironfa involuntaria “geometrfa moderna” —pues
tratan de “geometria griega” hecha despues de ellos— , también se sienten
anquilosados y, en el mejor de los casos, se usan como materias optativas de
divertimento histérico, didéctico o formativo, desligados por completo del resto
del curriculo cientifico. No obstante, se siguen formando geémetras pues la
sensibilidad geométrica es irrefrenable. Los estudiantes que la tienen —don,
vocacion, inquietud o visién del mundo— aprenden por ésmosis y desarrollan
su intuicién en otros cursos bédsicos o intermedios, como el de dlgebra lineal o
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topologia, y sélo hasta niveles avanzados de licenciatura o maestria vuelven a
encontrar “geometrias”, pero ya con apellidos de abolengo como “algebraica”,
“riemanniana” o “diferencial”, o en boga como “cudntica” y “computacional”,
ya muy especializadas.

Este contraste entre la vitalidad de la geometria en el desarrollo de las
matemadticas —su enorme importancia en ellas— por un lado, y por el otro,
su magro valor curricular en la formacién bésica de cientificos y profesionistas
—su ausencia en la cultura ciudadana minima—, obliga a una reflexién seria,
sobre todo de parte de los que nos consideramos geémetras.

Para aranar la superficie de esta discusién, tengo que recurrir al balance
entre las dos grandes tendencias, fuerzas o procesos que desarrollan la ciencia
(cuya frontera es dificil dibujar.) Se tiene por un lado la fuerza creativa o
de investigacién que la hace avanzar y conquistar nuevo conocimiento. Pero
ademds, hay un proceso de digestion, destilacién o decantacién en el cual nos
vamos quedando con lo fundamental de las grandes teorfas al reprocesar las
ideas bdsicas, limpiar los argumentos centrales o aclarar y simplificar los ra-
zonamientos y construcciones; de tal manera que cada generacién tiene acceso
a ese conocimiento a una edad mds temprana y con més profundidad que sus
predecesoras.

En el siglo XX el proceso de digestion de las matematicas se centré en sus
fundamentos y formalizacién. Se creé un lenguaje, un estilo y una notacién
basados en la Teoria de Conjuntos (iniciada por Georg Cantor hacia finales del
XIX) que permeé y cambi6 a todas las matematicas; desde cémo se presentan
a los péarvulos hasta cémo se escriben sus articulos de investigacién, pasando,
por supuesto, por sus libros de texto y los curriculos de todos los niveles de
ensenanza. Pecando de simplismo pero, y valga la redundancia, en aras de
simplificar mi argumento, permitaseme ubicar este monumental cambio en el
dmbito de lo simbdlico: “la otra sensibilidad” para enfrentar las matemaéticas.
Me aventuro a afirmar entonces que la digestion de la geometria quedé rezagada
porque la energfa intelectual de un siglo no puede desperdigarse demasiado.
Pero la marea, como el siglo, estd cambiando.

En los ultimos 20 o 30 anos del siglo XX, se dio un renacimento de la
geometria del siglo XIX en el nivel de investigacién que se estd digiriendo rapi-
damente y permeando en la ensenanza. La geometria hiperbdlica renacié ligada
a la topologia en dimensiones bajas; la geometria proyectiva revivié como fun-
damento para desarrollar la visualizacién por computadora —y ésta a su vez
revaloré la parte algoritmica de la geometria (las construcciones con regla y
compds que apasionaban a los griegos)—; los grupos geométricos encontraron
excitantes aplicaciones en la fisica, etc. Y en este entorno, han aparecido nuevos
libros de texto que dan a la geometria un enfoque més “kleiniano”. Lo llamo
asi porque al concluir el siglo XIX —en el que se convulsioné la geometria
al descubrirse sus versiones no euclidianas— la “Geometria” habfa dejado de
ser una unidad, se habfa “desvalagado” en muiltiples direcciones al parecer di-
vergentes y Felix Klein, en su famosa ponencia del Programa de Erlangen y
con profundidad visionaria, traté de resumir esta revolucién diciendo, a muy



grandes rasgos, que “la geometria es el estudio de espacios junto con sus grupos
de transformaciones”. Casi un siglo después, empezé a plasmarse esta filosofia
en textos de nivel medio universitario.

De estos nuevos libros de texto, tuvieron gran influencia sobre mi, y por
lo tanto en el presente libro, el de E. Rees [12] y el de P. J. Ryan [14]. Sin
embargo, presuponen ya una cierta madurez matemaética de parte del estudi-
ante; la filosofia de este libro (enfatizar los grupos de transformaciones) es muy
parecida pero llevada a un nivel mds elemental, introductorio. Se desarroll6 en
los cursos de Geometria Analitica que periédicamente he dado en la Facultad
de Ciencias de la UNAM durante 18 afos. Con un programa oficial que bien
podria datar del siglo XVIII (la geometria analitica como se entendia entonces),
este curso ha ido evolucionando hasta su presente forma. La condicién inicial de
tener que cubrir un programa basado en el estudio de las cénicas, més que es-
torbar, acabé ddndole una gran consistencia. Pues los problemas que plantean
motivan el desarrollo tedrico que a su vez, con més herramientas geométricas en
mano, permiten entenderlas més profundamente y plantear nuevos problemas
que a su vez... asi que quedaron tratadas en cuatro capitulos (2, 4, 7y 9).

Es frecuente pensar (yo lo hice por demasiado tiempo) que la geometria
analftica representa un rompimiento con la geometria griega clédsica, presen-
tarla como algo que la supera; o bien, creer que las geometrias proyectiva e
hiperbdlica rompen con la euclidiana y que hay que tomar partido por alguna.
No. Son todas ellas parte de lo mismo: La Geometria. Y para hacer énfasis en
ello, una preocupacién que entreteje al capitulo 1 es reconstruir la axiomatica
euclidiana a partir de la de los nimeros reales que es la de la geometria analitica,
y aclarar formalmente su relacién. Parece superfluo, pero permite ejercitar las
operaciones vectoriales y la idea de “demostracién” en casos sencillos e intu-
itivamente claros, va construyendo la llamada “madurez matematica” y en los
ejercicios, tanto tedricos como nimericos, debe dar al estudiante seguridad y
fe en su intuicién geométrica; el riesgo de parecer trivial quizé se conjure con
la idea profunda de que el lenguaje y las técnicas vectoriales que se van es-
tableciendo en el plano funcionardn también para las siguientes dimensiones.
Msés adelante (capitulos 6 y 8, respectivamente), como se construyen los planos
proyectivo e hiperbdlico, ya no hay necesidad de axiomatizar; vamos sobre
terreno firme y los axiomas quedan como observaciones o teoremas con notas
histéricas.

Si insisto en que La Geometria es una y unica, jpor qué pluralizarla en
el titulo del libro? Por dos razones. Asi como en espanol tenemos la afortu-
nada dualidad “la matemdtica” y “las matematicas” con significados sutilmente
diferentes, siento que lo mismo se aplica a “la geometria”’. “Las geometrias”
tendria entonces una acepcién mds modesta, con una implicita diversidad de
enfoques y motivaciones posibles; pretendo, quizé pecando de ambicioso e iluso,
que aqui se den los fundamentos modernos para adentrarse en ellas y en espe-
cial en las que estdn vivas en este cambio de siglo. Pero ademds, el plural tiene
la ventaja de que remite inevitablemente a las geometrias no euclidianas, cuyos
rudimentos bdsicos, creo yo, deberfan ser parte de la formaciéon temprana en
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matemadticas, e integrarse a la cultura minima comun sobre ellas. Sin embargo,
por “las geometrias” no quiero entender sélo a las tres cldsicas sino algo mas
cercano a la enumeracién del principio. Al final de varios capitulos se incluyen
secciones marcadas con un asterisco que indica que no es esencial para el desar-
rollo ulterior del libro; son pequenas introducciones o disertaciones hacia dreas
o temas aledanos, hacia “otras geometrias”. Estdn ahf para incitar la curiosidad
de los estudiantes o para dar méas material a los maestros que las sientan afines.
Por ejemplo, al final del capitulo 1, después de haber insistido en la maravillosa
idea de Descartes de asociarle numeritos a los puntos que forman un plano y de
haber hecho escencialmente lo mismo con las rectas mediante los coeficientes
de sus ecuaciones, estd a la mano preguntarse jgeométricamente, qué forman
las rectas del plano? Surge la banda de Moebius, una bonita motivacién para
entrar a la topologfa: gloria indiscutible de La Geometria del siglo XX.

En geometria, y sobre todo en el nivel elemental pero con una persistencia
sorprendente hasta niveles méds abstractos, los dibujos son parte fundamental
del discurso matemadtico, del razonamiento, del proceso de entender y descubrir;
quizd lo que tenga més que ver con eso de la “sensibilidad geométrica” que
tanto he cacareado; son bédsicos para “visualizar” —yo no puedo prescindir de
ellos en el salén de clase—. Pero sabemos bien que no son méas que muletas
para acceder a las verdaderas mateméticas. Una figura al margen o en el
pizarrén es —en el mejor de los casos y de no ser un bosquejo esquemético
de algo mucho mds complicado— una instancia muy particular y aproximada
de un razonamiento, de una definicién o, digamos, de un cierto teorema. Las
computadoras permiten liberar un poco esta particularizacién o congelamiento
de los dibujos. Podemos tener figuras animadas que den la idea de un proceso
continuo o que, al menos, hagan variar las instancias particulares donde se
cumple el teorema. Pero también podemos tener figuras interactivas donde el
“usuario” mueve los pardmetros u objetos variables a los que alude la figura
al mismo tiempo que ve en pantalla los efectos de sus actos, y entonces (en
principio) puede pasar por todas las instancias a las que se refiere el teorema.
Ambas muletas se acercan un poco més al teorema en si; al menos amplian
los ejemplos donde se cumple y ciertamente proveen una nueva intuicién que
debe ser bienvenida y explotada. Adjuntamos un disco compacto con una
seleccion de figuras del libro a las que se doté de algin don dindmico. Con
una computadora se puede jugar con ellas —me sorprendid, en algunas, lo lejos
que mi intuicién andaba de la realidad— y quizéd coadyuven a generar nuevas
maneras de relacionarse con la geometria y las matemadticas. Fueron creadas
con el programa Cinderella® y son, en su gran mayoria, construcciones clésicas
con regla y compds; sus cédigos, programas o algoritmos también vienen en el
CD y pueden entonces servir como ejemplos diddcticos de este recién resucitado
arte que, como parte fundamental de la geometria, nacié con los griegos.

Es un hecho que el enfoque (histéricamente) original con el que se resuelven
los problemas no es siempre el mas directo, conciso, claro o elegante. Lo mismo
sucede con las grandes teorfas; su ensenanza siguiendo estrictamente su linea
de desarrollo histérico no es necesariamente la més profunda o eficiente. Estoy



convencido de que la cultura geométrica general, y muy en especial la de los
cientificos y matemaéticos, debe actualizarse con urgencia para tener un rezago
de por lo més un siglo, no de cuatro, y esto requiere buscar caminos e itinerarios
alternativos que lleven de manera més simple y expedita a la geometria que se
cocina hoy dfa. Este libro es fruto de mi esfuerzo para contribuir a ello.

Prélogo para el maestro

Aunque este libro esté pensado para un curso de un afio, creo que en dos
semestres es casi imposible cubrir todo su material. Yo nunca lo he logrado.
Basicamente por las “secciones asterisco” de las que hablé antes, esos diver-
timentos laterales y aledafios sobre los cuales trabajo con distinta (o nula)
profundidad dependiendo de los tiempos del curso, el grupo o mis intereses del
momento. Sin embargo, siento que es importante que estén ahi. Si el estudi-
ante decide brincarse olimpicamente alguno de ellos porque no es material del
examen que le apremia, aprendera que los libros de matemédticas pueden leerse
a saltos, a veces grandes para adelante y cuando es necesario para atrds. Y si
los lee por su cuenta, que si creo posible que se haga con todas, quiza estimule
su curiosidad o creatividad; al menos ampliard su cultura. En fin, mds vale que
sobre y no que falte, que se abran panoramas y no dar la impresién de algo ya
hecho, estdtico y sin puertas o futuros posibles.

Sin embargo, si creo que el material bésico puede cubrirse en un afio. Un
semestre para el plano euclidiano, sus transformaciones y, con éstas iltimas
como herramienta, la clasificaciéon de las cénicas; y el segundo para la esfera
y el espacio, los planos proyectivo e hiperbdlico y algo mds de cénicas como
apoyo, herramienta (en la construccién del plano hiperbélico) y motivacion.
Por supuesto, los énfasis o la profundidad con que se vean algunas partes no
esenciales depende de los gustos y necesidades de cada maestro.

Me imagino también que los capitulos 3 (a “salto de mata”), 6 (con refer-
encias a parte del 5) y 8 (con las pocas definiciénes que usa del 7) pueden ser
el material de un curso semestral intermedio de geometrias no euclidianas para
estudiantes que sepan geometria analitica cldsica, algo de dlgebra lineal y algo
de teorfa de grupos; el resto del libro serd repaso o “asterisco”.

De algebra lineal se da necesariamente una introduccién (capitulos 1y prin-
cipio del 5), pero es lo minimo para hacer geometria en dimensiones 2 y 3;
servird de motivacién y experiencia para un curso general. Los grupos en
abstracto apenas se mencionan tangencialmente, de hecho ni siquiera se de-
finen formalmente, pues el interés estd unicamente en los grupos geométricos
de transformaciones. Dardn al estudiante una multitud de ejemplos e intuicién
para enfrentarse, en su momento, al dlgebra moderna, en especial las secciones
asterisco sobre grupos geométricos finitos y discretos. Puede entonces servir
como texto de apoyo para materias més algebraicas.

La naturalidad en el orden en que se presentan las ideas matemaéticas es,
muchas veces, subjetiva. Cada maestro o cada autor siente esto a su manera;
“las matemadticas no son simplemente conexas”. Por ejemplo, para alguien que
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sabe, parece una locura hablar de transformaciones ortogonales antes de las
lineales como aqui se hace; la razén es que las isometrias estdn més cerca de la
intuicién de alguien que no sabe de ninguna de ellas y al seguir el razonamiento
desde esta éptica se obtiene, naturalmente creo yo, la nocién de ortogonalidad
y, con ésta, la linealidad como resultado: ello se convierte en motivacién para
definirlas. Por supuesto, el maestro que siga el orden clédsico (mds natural si
de antemano se sabe de linealidad), o el de su gusto, y use a la vez este texto,
enriquecerd la visién del estudiante.

En algunos otros lados del libro pasa lo mismo, hay alteraciones al orden
que, en décadas pasadas, se nos ensené como natural. No hay espacio para
dar mis razones particulares. Pero en general, puedo decir que se deben a
tres razones bdsicas: dar al texto consistencia interna y hacerlo, en la medida
de lo posible, autocontenido; tratar de seguir lineas de razonamiento con mo-
tivaciones generales precisas y buscar dar ejemplos relevantes después de las
definiciones para familiarizarse con ellas (por ejemplo, las coordenadas baricén-
tricas se introducen tan temprano para presentar el Teorema del Baricentro y
asi jugar con combinaciones lineales.)

Prélogo para el estudiante

Aprender mateméticas es un acto de soledad. Escuchar a un maestro o leer
un libro ayudan y quizd explicar a alguien, o discutir, sirva maés; pero a fin
de cuentas requiere un proceso intimo de creacién y recreacién. Por eso, leer
matemadticas tiene sus propios ritmos o manas que cada quien desarrolla. Una
buena es la del ldpiz y papel a la mano, ddndoles su tiempo; otra, la de leer
tramos rdapido y por ensima para luego regresar, si acaso, a los detalles. Algo
importante en un libro de texto como éste es entablar, al menos, breves escara-
muzas mentales con los ejercicios. Hay que notar que algunos de ellos tienen
un asterisco, y eso es porque son mads dificiles que los otros; vale la pena pre-
guntarse por qué. Y en general, ésa es la actitud correcta ante un texto de
matemdticas: siempre hay que cuestoinarlo tratando de mejorarlo o corregirlo;
no necesariamente su ritmo o hilo de razonamiento es el natural de uno, y
encontrar esa “voz” es aprender. Un texto matemético, por decirlo asf, nos
presta su voz por un rato, pero aprender, o entender, es poder referirnos a las
matemadticas a las que alude con nuestra propia voz, ser capaces de verlas con
nuestros propios 0jos.
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