Poligonales heterocromaticas monotonas de minima longitud
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Abstract

Dados n puntos en el plano coloreados con k colores distintos, estudiamos cémo obtener una
cadena poligonal de minima longitud que visita los k£ colores. Este problema, conocido como
Trip Planning Problem, es NP-duro por ser una generalizacién del problema del viajante, TSP.
Imponemos dos restricciones sobre la poligonal que permiten resolver el problema polinomialmente,
a saber, buscamos cadenas poligonales que sean monétonas con respecto a alguna direcciéon y que
visiten los k colores en un orden de visita prefijado.

1 Introduccion

Uno de los temas més estudiados en Geometria Computacional es el disefio eficiente de caminos mas
cortos. En muchos casos, el camino més corto debe visitar un conjunto de objetos [9]. Quizés el ejemplo
més famoso sea el problema del viajante ( Traveling Salesman Problem, TSP), donde la solucién visita
un conjunto de puntos dados en el plano. Es bien sabido que este problema pertenece a la clase
de problemas NP-duros [10, 5]. Una variante de este problema es el problema TPP (Trip Planning
Problem) [8] cuyo enunciado es: Dados n puntos en el plano, clasificados segiin distintas categorias, un
punto de partida a y otro de destino b, encontrar el camino més corto que conecta a y b y pasa por al
menos un punto de cada categoria. El problema Trip Planning Problem es también de naturaleza NP-
duro por ser una generalizaciéon del TSP. Por otra parte, el problema de la bisqueda de subestructuras
heterocromaticas minimales en grafos o graficas ha sido estudiado con creciente interés en la tltima
década en el campo de la Geometria Combinatoria [11, 7, 1]

El problema TPP estd inspirado en diversas aplicaciones: Localizacidn-rutas (una persona viaja
de un lugar a otro de la ciudad y quiere parar en un supermercado, un banco, un puesto de periédicos
y bar de tapas); sistemas de navegacion avanzada (planificacién de tareas en Google o mapas de
navegacién); o redes de computacidn (tenemos una red de computadores y un conjunto de tareas, de
forma que cada tarea puede ser ejecutada solamente por un conjunto especificado de nodos de la red
y queremos saber el camino mds corto que visita un nodo de cada categoria).

En este articulo planteamos una version simplificada del problema TPP imponiendo que la ruta sea
ordenada y mondtona en alguna direccion. Més adelante se definiran formalmente estas restricciones.
La propiedad de monotonia ha sido ampliamente usada en problema de transportes y modelacién
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porque simplifica la estructura a buscar [3] (volver hacia atras es, de alguna manera, mas costoso) y,
por otro parte, la busqueda de piezas mondtonas nos da informacién de la ‘monotonia’ implicita en un
conjunto de datos espaciales [12].

Si volvemos al problema del recorrido més corto que conecta dos puntos en una ciudad pasando por
varios lugares especificos, podemos considerar a su vez, que el orden de visita esté fijado de antemano,
de tal suerte que por ejemplo, estamos interesados en visitar primero el puesto de periédicos, después
el banco, a continuacién el supermercado y, finalmente ir a tomar una cerveza. Llamaremos ordenada
a una poligonal que visita las distintas categorias segin un orden prefijado de antemano.

Comenzaremos con el caso simple en el que se busca una cadena poligonal heterocromatica de
longitud minima cuando la direccién de monotonia es un parametro fijado a priori. Proponemos un
algoritmo eficente para este caso que se usara después para resolver el problema general en el que la
direccién de monotonia es también una variable a determinar.

La formalizacién de los problemas es como sigue. Sean n puntos en el plano coloreados segin k

colores distintos. Denotamos por n; los puntos del color 4, i = 1,...,k de tal forma que ny + no +
...+ ng = n. En todo lo que sigue suponemos que nos dan el orden de visita, que denotaremos
como (1,2, ..., k), renombrando los colores si fuera necesario. Dada una direccién determinada por un

angulo 0 € [0,7), diremos que una cadena poligonal C' es mondtona en esa direccién si toda recta de
direccién ¢ + 7 intersecta a C' en un conjunto conexo. Por abuso del lenguaje llamaramos direccién
al angulo 6. Denotaremos como C' = (p1,pe,...,pr) una cadena poligonal de vértices p1,pa,..., Pk
ordenada segin el orden (1,2,...,k). La longitud de C se define como {(C) = Ele d(pi,pi+1). En
lo que sigue supondremos que d(-) denota la distancia Euclidea aunque el método que propondremos
puede generalizarse a otras métricas. Los dos problemas a tratar en este trabajo son:

(PMOO) Poligonal Mondtona Orientada y Ordenada de Longitud Minima: Dados n puntos en el
plano clasificados segin k colores distintos y una direccion 0 € [0,7), encontrar la poligonal mondtona
en la direccion 0 de longitud minima que contiene al menos un punto de cada color en un orden de
visita prefijado (1,2,...,k).

(PMO) Poligonal Mondtona Ordenada de Longitud Minima: Dados n puntos en el plano clasifi-
cados segin k colores distintos, encontrar una direccion 6 € [0,7) de forma que la poligonal mondtona
mas corta en la direccion 0 sea la menor de entre todas las poligonales monotonas posibles que visitan
al menos un punto de cada color en un orden de visita prefijado.

Las condiciones de orden y monotonia permiten que haya casos en los que estos problemas no
tengan soluciéon. Por ejemplo, dado un conjunto de puntos como en la Figura 1, no existe una poligonal
mondtona en ninguna direccién que visita los cuatro colores en el orden (1,2,3,4).
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Figura 1: No existe una poligonal heterocromética en el orden (1,2, 3,4) que sea mondtona en ninguna
direccion.

En las secciones que siguen resolvemos estos problemas usando un método combinado de progra-
macién dindmica y localizacién de puntos en Diagramas de Voronoi.



2 Poligonal Monétona Orientada Ordenada

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer en esta seccién que la direccién de monotonia es la del
eje OX, llamando x-mono6tona a una poligonal que sea mondtona en esa direccién. De esta forma,
suponemos que los puntos estdn ordenados segin abscisa creciente y denotaremos por p; al punto
J-ésimo (segun abcisa creciente) del color i. El algoritmo que proponemos esté basado en las siguientes
propiedades.

Lema 2.1. Si (p]l,p%, o, PP ) es la cadena poligonal heterocromdtica z-mondtona ordenada de
menor longitud seqin el orden de visita (1,2,...,k — 1,k), entonces p* es el punto de color k mds
cercano a pF=1 de los situados en el semiplano derecho definido por una recta vertical que pasa por

k—1
Pm -

Este lema indica que el ultimo vértice de la poligonal éptima es el punto mas cercano al pentiltimo
vértice de ésta, pero esto no tiene porqué ocurrir para un vértice intermedio, véase como ejemplo la
Figura 2.

Figura 2: p3 es un vértice de la poligonal éptima y no es el punto de color 3 més cercano a p2.

Lema 2.2. 5§ (p}, e ,pf_l,pi, ..., p") es la cadena poligonal z-mondtona ordenada de menor longitud
que visita k colores segin el orden de visita (1,2,...,k — 1,k), entonces la poligonal x-mondtona
ordenada de menor longitud que visita © < k colores y termina en pl. es precisamente (pjl, . ,p}fl,p;),
Demostracion. Supongamos que existe otra poligonal, (qjl-, . qli*l,pi)7 que visita g colores, termina en
pl. y es de menor longitud que (p}, ceey pf_l, pl). Entonces, la longitud de la poligonal heterocromética
(qjl-, ceey qffl,pi, e ,p’;) es menor que la de (pjl, . ,pfﬁl,pi, ...,p"), lo que contradice la optimalidad
de la cadena (pjl.,...,p;'_l,pi,,...,pf). O

Las propiedades anteriores sugieren un método de programacién dinamica. Nuestro método, como
veremos a continuacion, se basa en la combinacién de programacién dindmica y localizaciéon de puntos
en diagramas de Voronoi aditivamente ponderados.

Sean {pi,... ,pin} los puntos de color ¢, i = 1, ..., k ordenados segin abscisa creciente. El método
que proponemos consta de k — 1 etapas que denotaremos por ETAPA(i — 1,i),i=2,...,k. En cada
una de ellas, sblo se consideran los puntos de los colores ¢ — 1 e 7. A continuacién, describimos el
algoritmo con detalle en tres etapas, una inicial, otra genérica y una de salida de la solucion.

o ETAPA(1,2):

Si todos los puntos de color 2 estén a la izquierda de todos los de color 1, el algoritmo finalizaria
aqui pues el problema no tiene solucién. En otro caso, realizamos un barrido con una recta
vertical que visita de izquierda a derecha los puntos de color 2, calculando en cada parada el
punto méas cercano de color 1 situado a su izquierda, esto es, en el semiplano izquierdo definido
por una recta vertical que pasa por él. Esto se realiza de la forma siguiente:

Si p? es el primer punto de color 2, calculamos el diagrama de Voronoi ordinario de los puntos
de color 1 a la izquierda de p? y construimos la estructura de datos necesaria para localizar
eficientemente p? en esta estructura. Si pl el punto més cercano a p? (ver Figura 3), asociamos
a p? la etiqueta [!?, que indica la longitud de la poligonal que tiene como vértices a pl y p?.
Hacemos notar aqui que [1? es la longitud minima de una cadena que visita los colores 1y 2 y
acaba en p?.



Figura 3: Localizacién del punto de color 1 més cercano a p?.

Para los siguientes puntos de color 2 que aparecen en el barrido (paradas del barrido), p?,
j =2,...,n2, hacemos lo siguiente:

(a) Si no hay nuevos puntos del color 1 a la izquierda de p?, (Figura 4.a), entonces se obtiene
el punto mas cercano a p? usando el diagrama de Voronoi ya construido asociando a p? la
correspondiente etiqueta de longitud.

(b) Si hay nuevos puntos del color 1 a la izquierda de p3 (Figura 4.b) utilizamos el algoritmo de
barrido de Fortune [4] para calcular el diagrama de Voronoi dindmicamente y actualizamos
dindmicamente la estructura de datos para responder la pregunta del punto mas cercano a
p? (pl en la Figura 4.b). Usamos para ello las estructuras de [6]. A p? se le asocia la etiqueta
l%jz que indica la longitud de la poligonal minima que visita los colores 1 y 2 y acaba en el
punto p?.

a) b)

Figura 4: La direccién de monotonia esta fijada.

Hacemos notar que en la etapa inicial se eliminan todos los puntos de color 2 con abcisa menor
a la abcisa de todos los de color 1. De esta forma, al finalizar el barrido de la lista de color 2,
cada punto tendrd asociado un peso y si elegimos el menor peso tendremos la cadena bicromatica
6ptima para el conjunto total de puntos de estos colores.



o ETAPA(i —1,i),i=3,....k

Para cada color ¢,7 = 3, ..., k realizamos lo siguiente:

(a) Si todos los puntos de color i estén a la izquierda de todos los de color i — 1, el problema
no tiene solucién.

(b) En otro caso, en esta etapa ya disponemos de una lista de los puntos de color (i — 1), de sus
correspondientes pesos (que corresponden a la minima longitud de una cadena que visita
i—1 colores y acaba en ese punto) y de la lista ordenada segun abcisas de los puntos de color
i. Sea p} el j-ésimo punto de color i. Calculamos dindmicamente el diagrama de Voronoi
de pesos aditivos de los puntos de color (i — 1) (aplicando [4]) que tienen abscisa menor
que la de pz- y actualizamos la estructura de datos para responder a localizacion de puntos
usando [2]. Si pi~! es el generador de la regién donde se ubica p}, asociamos a p; la etiqueta

l::::gfl)i, que contiene la suma del peso del punto pi~! y la distancia entre p; y pil, es

decir, guardamos la longitud de la poligonal més corta que visita ¢ colores y acaba en p;

Notemos que los puntos de color ¢ que estdan estd a la izquierda de todos los de color i — 1
serian eliminados en un preproceso.

e SALIDA: Al finalizar el algoritmo obtenemos a lo sumo nj etiquetas (este caso se da cuando
no existe solucién) y nos quedamos con la que tenga menor peso. La solucién del problema es la
poligonal que pasa por los puntos senalados en la etiqueta y su longitud es el peso de ésta.

Anailisis de Complejidad:

Cada etapa requiere fundamentalmente de dos tareas que se procesan dindmicamente durante el
barrido: calcular dindmicamente el Diagrama de Voronoi y construir la estructura de datos necesaria
para responder la localizacién de puntos.

En la ETAPA(1,2) calculamos el diagrama de Voronoi ordinario de los puntos de color 1 en tiempo
O(nqlogny) [4]. Para realizar la localizacién dindmica de puntos, usamos el método propuesto en [6],
donde se describe un esquema para construir incrementalmente una subdivision mondtona del plano,
donde la particién del plano es un conjunto de poligonos mondtonos con respecto al eje Y, es decir que
cada cara de dichos poligonos es intersectada a lo més una vez con una linea horizontal en este articulo
se mantiene una estructura de datos formada por dos arboles de expansién, los cuales son construidos
a partir de los puntos y su grafo o grafica plana dual, para responder de forma eficiente preguntas de
localizacion de puntos en dicha subdivisién, haciendo una descomposicion centroide del arbol dual.

Usando las estructuras de [6] respondemos las cuestiones de localizacién de puntos en tiempo
O(lognq loglogny) y se requiere tiempo O(1) amortizado para realizar inserciones de vértices y aristas
(insertar una poligonal con k vértices requiere O(k) tiempo amortizado). El espacio utilizado por esta
estructura de datos es O(n).

Enla ETAPA(i—1,i)i=3,...,k, calculamos el diagrama de Voronoi de pesos aditivos basandonos
en una transformacién geométrica, tal como se menciona en [4] y se realiza en tiempo O(n;_1 logn;_1)

Para la actualizacién dindamica de la estructura de datos que se refiere para localizacién de puntos
usamos ahora [2], puesto que el diagrama de Voronoi ponderado no es en general una subdivisién
monétona del plano. De esta forma para cada punto de color i se obtiene el de color i — 1 méas cercano,
situado a su izquierda, en tiempo log?(n;_1) , con un espacio lineal y la insercién de vértices dentro
de la estructura es en O(log n)

Por el andlisis anterior, el tiempo total que requiere este método es, O(n1 log ny+ns logn loglogn )+
O(nglogng + nzlog?ny) + ...+ O(ng_1 logng_1 + nglog? ny_1) < O(nlog?n).

Debido a que las estructuras de datos usadas reunen espacio lineal. Podemos enunciar el siguiente
resultado:

Theorem 2.3. El problema PMO cuando la direccion de monotonia estd fijada, se puede resolver en
tiempo O(nlog®n) y espacio O(n).



3 Poligonal monétona no orientada ordenada

En esta secciéon abordamos el problema general no orientado, esto es, buscamos la mejor orientacién
posible que permite construir la cadena poligonal monétona més corta (en esa direccién).

A continuacién veremos cémo reducir este problema a un nimero cuadratico de problemas tipo
orientado.

Consideremos una orientacién fija € [0, 7). Denotamos como [(f) la recta que pasa por el origen
de coordenadas O y orientacién € y mediante proyg(p) a la proyeccién ortogonal del punto p sobre la
recta ().

Podemos considerar una caracterizaciéon equivalente de monotonia: la cadena poligonal C' formada
por pi,pa, ..., P, s mondtona respecto a la direccién de (6) si los puntos proys(p1); proye(p2); ... ;
proyg(py) aparecen en [(#) en el mismo orden que en C.

Si rotamos la recta [(6) alrededor del origen O con 6 de 0 a 7, la ordenacién de las proyecciones
proye(p1); proye(p2); - .. ; proye(pn) cambia en unos determinados instantes que denominamos eventos.
En efecto, cuando la recta que pasa por cualesquiera dos puntos p; y p; de C es ortogonal a [(6), el
orden de los puntos proyg(p;); proye(p;) se invierte, véase la Figura 5.

01

Figura 5: El orden de las proyecciones de los puntos p; y p; se invierte.

Analizando el proceso de rotacién obtenemos un total de O(n?) eventos que corresponden a distintas
ordenaciones de las proyecciones. Diremos que dos orientaciones 6 y 6" son equivalentes cuando los
6rdenes de los puntos proye(p1); proye(pz2); ---; proye(pn) y proyy (pl); proyy (p2); - 5 proyy (pn)
coinciden. Por tanto, C' es mondtona respecto a todas las direcciones dadas por orientaciones de una
misma clase o no lo es respecto a ninguna.

Para cada una de las O(n?) clases de equivalencia elegimos una orientacién y aplicamos el algoritmo
de la seccién anterior para buscar una cadena poligonal monétona en esa direccién. Notamos aqui
que esta solucién no cambia para cualquier otra direccién de la misma clase de equivalencia. Si nos
permitimos usar esta técnica para cada clase de equivalencia, obtenemos un algoritmo simple de tiempo
O(n3log?n). Y para elegir una orientacién en cada clase de equivalencia hace falta ordenar las O(n?)
orientaciones que definen las clases. Una vez ordenadas, dos orientaciones consecutivas determinan
una clase y es facil determinar un representante. Por tanto hay un preproceso que requiere tiempo
O(n?logn) y espacio O(n?).

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1. El problema PMO cuando la direccion de monotonia no estd fijada, se puede resolver
en tiempo O(n®log?n) y espacio O(n?).

4 Comentarios

En este trabajo consideramos un caso particular del problema Trip Planning Problem, donde el orden
de visita de las distintas categorias a cubrir estd determinado a priori y el camino poligonal buscado



ha de ser mondtono en alguna direccién. Se han distinguido dos casos fijando o no la direccién de
monotonia para la cadena poligonal. Y si se decide agregar la restriccién como el TPP de tener un
punto de partida a y otro de destino b se tiene el mismo resultado.

Incluimos aqui posibles lineas de seguimiento que ya estamos abordando. En primer lugar, podemos
eliminar una de las restricciones aqui consideradas. De esta forma, tendriamos el problema de encontrar
un camino poligonal minimo heterocromético monétono (no ordenado) o un camino poligonal minimo
heterocromético ordenado (no necesariamente monétono). De hecho, para el segundo caso, hemos visto
en la Figura 1 que puede no existir una cadena monoétona heterocromatica para un orden prefijado.

En segundo lugar, existen otras variantes posibles como las siguientes. Consideramos la direccion
de monotonia fijada y que cada segmento de la cadena se encuentre en un rango de angulos dados
(conos). En el caso que hemos resuelto en la Seccién 2, el dangulo es de 180 grados. Por otro lado,
para los casos que ya sabemos resolver (con direcion fijada y sin fijar), puede que no exista solucién.
Entonces se trataria de buscar el camino minimo que “vuelve hacia atras” el minimo ntimero de veces.
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