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Resumen

En toda colecdn den puntos en posiéin general en el plano, existen dos con la propiedad
de que todo ieculo que pasa por ellos contiene una fraadineal del total de los puntos. En
este trabajo, demostraremos que cualquier cdacde2n puntos,n rojos yn azules, tiene

una pareja de puntos de colores diferentes para los que cualquigdo @ue pase por ellos
contiene al menogg elementos de la coledsi. Tambén estudiaremos una generalizaci

para conjuntos convexos @eea uno. Probaremos que en tales conjuntos existen parejas de
puntos tales que cualquieirculo que los contenga contiene un subconjuntér@af?. Para
casos en los que el conjunto sea uarigulo o un conjunto con centro de sinifrel area
contenida es al menos la mitad. Algunos problemas adicionalk@s sstudiados.
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1. Introducci 6n

En 1985 V. Neumann-Lara y J. Urrutia [8] demostraron el siguiente resultado:

Teorema 1 Dada cualquier colecéin P, den puntos en el plano, hay dos elemeniog € P,
tales que todoicculo que pase por ellos, contiene al men?g,g elementos dé’,.
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Definicion 1 Siu, v son dos puntos en el plano, €imero,
ce(u,v) = min{| C,, N P, |: Cy, circulo por u, v}

es lacobertura circular de P, por u, v.

En estosé&rminos, el teorema 1 afirma que toda coléndien puntos, contiene una parejag
de puntos tal quec(p,q) > ”6—*02 Esta cota fue posteriormente mejorada primet§,alespés

a|&]+2a F’(gﬂ y finalmente a’% ([41,[6],[5].[7]). El proposito entonces, ha sido el de

encontrar parejas que maximicen la cobertura circular en colecciones de puntos. Los resultados
gue se han obtenido, dieron lugar a la siguiente,

Conjetura 1 Cualquier colecdn P, den puntos, contiene dos elementos cuya cobertura circular
es al menog =+ c.

En [6], se presenta un ejemplo cém puntos en el que para todo par de puntos hayitmlo que

pasa por ellos y no cubreasn den + 1 puntos de la coleceén (figura 1). Al mismo, se demuestra

gue en el caso convexo, hay un par de puntos de cobertura circular al menos un tercio y esta cota
es exacta. Este resultado fue obtenido independientemente en [2].

Figura 1: Todo @rculo por cualquier par de puntos, contiene a &siif | +1 puntos de la colecoh.

Este problema tamén se ha estudiado en dimensiones mayores a dos [4] y existe una genera-
lizacibn muy interesante usando colecciones de puntos y elipsoides en espacios euclidianos [3].
Un resultado ras general es el que se presenta en [1}p s una familia de: conjuntos com-

pactos ajenos en el planoSyun conjunto compacto cualquiera, entonces existen dos elementos
Si, S; € @ tales que cualquier conjuntsy que los contenga y sea horatito a.S, contiene al
menos”? elementos dé.

Iniciaremos con un replanteamiento del problema original para colecciones de puntos a los que se
han asignado dos colores de manera uniforme. Siguiendo un razonamiento similar al usado en [8],
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obtenemos que es posible encontrar una pareja bicolor en que lafraectobertura circular es
al menosl /72.

Posteriormente, presentamos una generabmaai conjuntos convexos. Siempre consideramos
conjuntos convexos compactos en el plano y con interior nmv&m este caso, cuantificamos
la cobertura circular eretminos de otros pametros de medida, comoagiea o el pémetro.

Observemos que de hecho las aproximaciones realizadas para puntos nos proporcionan de inme-
diato cotas inferiores para ambos @aetros. Si tenemos un conjunto en el plano, consideramos

en su interior una coleaon finita pero muy grande de puntos uniformemente distribuidos, por
ejemplo colocando sobi&d una cuadcula muy fina y tomando un punto en cada cuadrado. El re-
sultado de [7] garantiza que podremos encontrar dos puntos en el conjunto con cobertura circular
un poco mayor a un quinto. EBrminos dearea, esto significa que todoaulo por estos puntos
contiene al menos una quinta parte a@eda del conjunto. En este trabajo, demostramos que existen
conjuntos que contienen un par de puntos con cobertura circulareiemayor o igual a la mitad

y conjeturamos que de hecho esta cota es cierta para cualquier conjunto convexo.

De manera similar, si en un conjunto convexo colocamos una colegrande, pero finita de
puntos en su frontera, la cota de [6] asegura la existencia de dos puntos con cobertura circular del
pefimetro, al menos un tercio. Tand@n para este caso, hemos conjeturado que la cota correcta es
la mitad.

Hemos encontrado relaciones interesantes entre los puntos que maximizan la cobertura circular
por areay las cuerdas que ellos determinan en los conjuntos estudiados.

2. Circulos y puntos bicolores

SeaP,,, una colecdn de2n puntos en el plano, rojos yn azules, colocados en posioigeneral.
El siguiente es un resultado geetrico muy conocido y que utilizaremos a menudo en este trabajo.

Lema 1 Seanv;, v9, v3 Y v4 CUatro puntos en el plano que, en este orden, forman un céaeiml
convexo. Si; Y vz son \ertices opuestos cuy@mgulos incidentes suman a laas1180 y C es un
circulo que pasa por ellos, entoncéxontiene al menos a uno de los otros dégiees.

Consideremos todos los segmentos que unen un punto azul con uno fjo Netemos que, por

el lema anterior, si dos de estos segmentos se cruzan (no en los extremos), entonces alguna de las
dos parejas bicolores cumgdlila propiedad de que cualquiéraulo por ella contiene alguno de los

otros dos puntos. Nos interesa por lo tanto, cuantificar los cruces de estos segmentos. Llamamos
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I(P»,) al numero de pares de segmentos que se cruzan.

Lema 2 I(Py,) > <(7@2)>2

Demostracbn. El Teorema de Kuratowskii paradficas bipartitas planares asegura que en cual-
quier dibujo deK3 3 hay al menos un cruce de aristas. Por cada tres puntos rojos y tres puntos
azules deP,,,, tenemos una de estasaficas. Hay(g)2 de tales gaficas pero, cada cruce pertene-

ce exactamente @ — 2)? subgaficasK3 3, una por cada segmento restante. Dividiendo por este
nimero eliminamos las repeticiones y obtenemos el resultado. |

Teorema 2 Hay un par bicolor de puntog, g € P», tal quecc(p, q) > ”3—‘61

Demostracbn. Consideremos la gfica de intersecon deP,, en la que cadaértice representa

un segmento entre un punto azul y uno rojo de la cotetar dos ertices son adyacentes si los
segmentos correspondientes se cruzan. Ahora la orientamas, €S una arista de la gfica,
pondremos la flecha de haciae,, si cada @rculo que pasa por los extremos ég contiene
alguno de los extremos dg. En caso de que los extremos de las aristas formen un conjunto
ciclico, elegimos arbitrariamente una orientaciLa digafica agobtenida, tiend (P,,) aristas y

n? vértices por lo que existe uréxtice con exgrado al menéé:é—“. Aplicando el lema anterior,

tenemos )
nz - 6

Es decir, hay dos puntos en la colésti uno de cada color, tales que el segmento que los une,
—1\2 .
cruza al menos otro(§6—1) segmentos. Como cada punto es extremo de @aknm 1 segmentos,

entonces, todoirculo por este par de puntos contiene al me(rings‘r)2 (L) = 73—*61 puntos de la

n—1

coleccbn. [ |

No es difcil construir ejemplos en los que para cualquier par bicolor de puntos hayecutogor
ellos que contenga puntos del mismo color.

3. Cobertura circular en convexos

Inicialmente cuantificamos la cobertura circular utilizando como medideeal del conjunto. En
la primera secéin, para un par de puntgsg consideramos la familia de conjuntos que induce
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la intersecdan de una colecon de puntos con losirculos que pasan pary ¢. Definlamos la
cobertura circular de, ¢ como el minimo de las cardinalidades de esos conjuntos. Ahora, exten-
demos este concepto cambiando cardinalidachpes. Esto es, dado un conjunto convéxg un

par de punto®, ¢, consideramos la familia de conjuntos que induce la inter8eat#S con los
circulos que pasan pory ¢, y definimos la cobertura circular depor p, ¢ como el minimo de las
areas de tales conjuntos. &lngamente podemos definir la cobertura@minos del pémetro y

en general erérminos de cualquier medida definida en el conjunto que estemos trabajando.

Nuevamente nuestro objetivo es encontrar un par de puntos que maximice la cobertura circular.
Iniciamos con los téngulos.

Teorema 3 En cualquier trangulo existen dos puntos con cobertura circular @deda mayor o
igual que la mitad.

Demostracbn. SeaT el triangulo de erticesa, b, ¢ y supongamos que @ngulo incidente &
es el de menor magnitud. Seanel punto medio del ladac y C un drculo que pasa padry m.
Sabemos que este par de puntos determina un segmento que diéaeds nuevos ingulos de
la mismaarea. A§, siC contiene alguno de los otros ddartices terminamos, puésea( Aabm) =
aregAmbc) = 1/2 areal).

Supongamos entonces géste no es el caso. Seary [ los puntos medios de los ladag y bc
respectivamente. Consideremos el cuatkilo formado por los puntds b, [, m y notemos que
ah los angulos incidentes @y m son iguales, y comab es minimo, entonces la suma es menor
que 180 (figura 2). El lema 1 garantiza g@e contiene & 0 [. Si contiene ambos puntos, entonces

(4

Figura 2:

contiene al cuadmterokblm, cuyaarea es igual a la mitad datea del’ y terminamos. Si@o
contiene a uno de ellos, digamos pero no ak, consideramos el cuadatero formado por los
puntosb, ¢, m, k en donde la suma de l@mgulos que inciden eny m es

Zb+180° — Le = ZLa+2/b < 180°

Otra vez por el lema 1 sabemos qieontiene & 0 ¢, pero la suposicin obliga a que el punto en
el dirculo sea: y que por lo tant@ cubra la mitad dedrea de/’. Un razonamiento similar funciona
siC contiene & y no al. |



Este resultado tambi es cierto para conjuntos centralmentegs$iinos, @n si N0 Son convexos.

Definicion 2 SeasS un conjunto compacto en el plano, con interior no \eadJna cuerdaarea-
bisectora (peimetro-bisectora) d&, es una cuerda que lo divide en dos conjurfipsS, de igual
area (peimetro).

Recordemos que en los conjuntos centralmentétsions, cualquier cuerda que pase por el centro
de simetra, esarea-bisectora y penetro-bisectora.

Observacibn 1 Sia y b son dos puntos en el planb, el circulo que contiene al segmentbcomo
diametro yC un drculo cualquiera que pasa pat y b, entonce<” contiene alguno de los dos
semié@rculos deD determinados poub.

Teorema 4 SiS es un conjunto centralmente ftrico, S contiene un par de puntos con cobertura
circular delarea y del peimetro mayor o igual que la mitad.

Demostracbn. Seana, b dos puntos que realicen elagihetro deS. No es difcil demostrar que
el segmentmb pasa por el centro de simigtrde S y por tanto lo divide en dos subconjuntos de
igual area y peimetro. SiD es el é¢rculo que tiene ab como dametro,D contiene a tod®, pues
de otro modo halia puntos erf' a distancia mayor qué(a, b). Asi, cada uno de los senficulos
de D determinados por el segmentb contiene a uno de los subconjuntos determinados:.por
en.S, cubriendo la mitad deidrea y la mitad del panetro deS. Finalmente, por la observaci 1,
cualquier otro rculo que pase par y b contiene alguno estos senmlos y por tanto cubre al
menos la mitad deédrea y peimetro desS. |

Como vimos, estos puntos son extremos de cuédsbisectoras y pgenetro-bisectoras de lon-
gitud maxima. De igual manera los puntos considerados en amgmilo, son extremos de cuerdas
area-bisectoras que, como veremos, té&mision de longitud axima.

Seap = (z,y) un punto en el plano tal que y > 0. Seanl el rayo que parte del origen y pasa
por p, y « el angulo que’ forma con el ejer. Dado A > 0 un valor real fijo,7.(A) es la familia
de todos los tédngulos déreaA, con \érticeso, el origen,a, en la parte positiva del ejey b €L.

Lema3 Si0 < o < 7, 4 > 0,enT;(A), el triangulo cuyo lado opuesto @ es de longitud

minima es el isceles de lados: = 0b.

Demostracbn. Sidenotamos = d(0,a)y t = d(o,b), entonces las coordenadas de los puntos
aybsonia = (s,0),b = (tcosa,tsine). En estosérminosA = istsina. La longitud del
segmentab est dada por la expresi

d(a,b) = \/(s —tcosa)? + t2sin®
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= d(a,b)*> = (s—tcosa)’+t*sin’a

= % —2stcosa + t?cos® a + % sin®
= §%—2stcosa + t2

2A

ssin«

Notemos que = por lo que al sustitur, tenemos

24 24 \°
d(a,b)* = s* — 2(—— cos ) + < . )
SIn & S SINn &«

1 P _ 2 t . —2A —
Consideremos la fungh f(s) = d(a,b)? y observemos quét = =24, De donde,f’(s) =
25 — 2 ( A7 ) Igualando a cero,

82 s1mn” «
fl(s) = 0&s'sinfa—44%=0
. 4A?
< 5 =0
SIN~ &«
2A
&S s=1/-
S1n &«
Como en este contexts,> 0, entonces' tiene un(nico punto citico. f”(s) = 2 + 24— > 0y
STsIn” «@
por tanto es un Mimo. Ad, sis= /24 =t=124 — < _ 5 Porlo que este mimo se
alcanza cuande = ¢ es decir, cuando tenemos uratrgulo isoseles con ladosa = ob. |

Corolario 1 SeaP un poigono convexo en el planoa, b, los extremos de una cuerdaea-
bisectora de longitud Axima, entonces al menos uno de estos puntodrése/deP.

Demostracbn. Supongamos que esto no es cierto, es decir, que ambos son puntos interiores de
dos aristas d&. Si ambas aristas son paralelas, acabamos pues podemos formar un paralelogramo
con esquinas en al menos dos de los extremos de las aristas (tomando lados patajeyoal a
menos una de las diagonales tiene extremo en uno deeftises, longitud mayor que la dé y

cumple con la propiedad de dividiraen dos pdgonos de la mismarea.

Silas aristas no son paralelas, entonces las rectas que las contienen se cruzan ercyrfqumnio

un triangulo corub. Moviendo continuament& manteniendo la propiedad de biséxtdearea, se
obtiene una familia infinita de &ihgulos de la mismarea y todos con el misnangulo incidente

enc. Por el lema anterior sabemos que haylmico minimo para la longitud del segmendao.

Asi, existe al menos una direéei hacia la cual podemos mowveér para obtener una cuerdsea-
bisectora de mayor longitud. En cualquier diréccelegida, eventualmente se llega a éntice

de Py se obtiene una cuerdaea-bisectora &s larga, contradiciendo la lifesis. |

De aqu es inmediato que una cuerdeea-bisectoras de longitudaxima en un t@ngulos, es pre-
cisamente la medianaas larga. Evidentemente cualquier mediana es cluatabisectora, pero
¢cuando essuficientemente larga Quisieramos saber de que longitud debe ser una mediana para
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afirmar que sus extremos tienen una gran cobertura circula@real Nuestro siguiente objetivo
sel responder a esta pregunta.

Demostraremos que en uranigulo, las medianas que miden al menos la mitad dehéliro (esto
es, la longitud del lado &s grande), son cuerdas con extremos de cobertura circular mayor o igual
gue la mitad. Para esto, es de gran utilidad el lema que sigue.

Lema 4 Seanx,y dos puntos(;, C, dos drculos por ellos yi,,l,, un par de rectas paralelas
gue pasan respectivamente poy y y no son ortogonales al segmentg. Entonces, existen dos
trapecios i$sceles de igudrea y con diagonaty, inscritos uno ert; y otro enCs.

Demostracbn. Supongamos que ninguna de las rectas es tangente a alguno deutscEn-
tonces, cada recta cruza en dos puntos a cada uno dedaks. Sean,, x5 los puntos de in-
tersecabn, distintos der, de la rectd, conC; y C, respectivamente. Aatogamentey, , 1, son los
puntos que corresponder,gfigura 3).

G

Figura 3:

Observemos que el cuadtiero; = xx1yy; €S un trapecio sceles, ya que los lades; y yy;

son paralelos y por tanto l@gulos/yx,x y Zx,xy; soniguales. Entonces, las diagonales de este
trapecio, segmentas; y x1y;, tienen la misma longitud. Con el mismo argumento efirelito Cs,
identificamos otro trapeciogscelesT; = xx,yy2, que tamhbgn tiene como una de sus diagonales
al segmenta:y. Por transitividad, los segmentosy; y z,y, tienen la misma longitud. Asestos
segmentos son paralelos y entonces, las longitudesdey vy, tambén coinciden. Ades

1y, Y1 Y TY2, Yo SON lOS pares de lados iguales de los trapecios, de dondeélogutiosA zy; v,

y Ayxsx; SON congruentes y por tanto tienen la misanea. El cuadrdtero X' = zxoyy, €s la
intersecadn de los trapecios.do basta observar quB = K |J Ayzozy y To = K Azyiye
para concluir que tienen iguatea. |

Si consideramos la familia dérculos coaxiales cuyo eje radical es el segmentdo que tenemos
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es una familia infinita de trapecios de la misaraa y todos con una diagonal en. Los casos
limite se dan precisamente en ldscalos tangentes a las rectas. Cuando esto sueede,r;
0y =1y, 60 =129 0y = 9, Yy uno de los trapecios degenera earngulo, pero tambn tiene la
mismaarea (es un tangulo i$sceles con lados iguales:g).

Observacbn 2 Si elangulo en que incide una mediana mide a las, entonces la mediana
mide al menos la mitad de la longitud del lado en que incide (el opuessbteangulo).

Teorema 5 En un triangulo de dametrod, los extremos de una mediana de Iongit:y(g, tienen
cobertura circular delarea mayor o igual que la mitad.

Demostracbn. Seanl un triangulo de erticesa, b, c y k, 1, m los puntos medios deéb, bc y ca
respectivamente. Si el@inetrad, es la longitud del ladab, entoncesy = Zach, elangulo opuesto
a este lado, es el mayor @ey por tantoy > %. En+y incide la mediana is corta del thngulo,ck
(figura 4 (A)). Haremos la demostraadi pareésta, aunque evidentemente ealaga para cualquier
mediana que cumpla la lopesis. Supongamos que mide al meno%, y entonces tambny < 7
(indicado en la figura con el senniculo de dametroab). Veremos que todaoiculo que pasa par

A) (B)

Figura 4:

y k cubre al menos la mitad datea del’. Estamos considerando la familia decalos coaxiales
cuyo eje radical es la mediana. Esta familia es cruzada por dos pares de rectas paralelas: el
formado por la recta que contienetay la que contiene &m; y el que forman la recta paic y la

recta porkl. Por el lema 4, sabemos que esta familia ideutos determina con cada uno de estos
pares, una coleagn infinita de trapecios @sceles de la mismarea. Talarea coincide con la de

un triangulo i®sceles con lados iguales de la misma longitudduén la figura 4 (B) es alguno

de los trangulosAqck 6 Apke. Comoy < Z, estaarea es mayor o igual que 182¢éa(")), porque

ck mide al meno%, (obs. 2) y por tantoAgck O Abck 'y Apke O Aakc que tienerarea igual a
1/2(@reall’). Para los culos que contienen a alguno de los puntdsb 0 a los puntos medios.

y [ es inmediato que cubrenas de la mitad dedrea &rea klcm)= 1/2 area(’)). |
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Hay una colecdn infinita de trapecios @sceles de la mism@ea contenidos en unarigulo por
cada mediana que tenga longitud al menos igual a la mitad dasetio. Notemos que por la ob-
servaobn 2, es inmediato que en losanigulos aciétngulos todas las medianas son suficientemente
largas.
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